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Im   ersten   Bande. 

S.  U7,  Z.  4  lies  n  statt  ^k. 

S.  148,  Z.  12  V.  u.  tilge  die  Worte  „voll  lauter  Doppelpunkte". 

S.  266,  Z.  33—35  ist  der  Satz:  „Umgekehrt  reducirt  sich  etc."  zu  streichen. 

S.  312,  Z.  10  lies  B.  21,  p.  186—228. 

S.  390,  Z.  11  lies  an  beiden  Stellen  N  statt  ^. 

S.  401,  Z.  2  ist  vor  den  Ausdruck  für  v  ein  Minuszeichen  zu  setzen. 

S.  680,  Z.  1  y.  u.  lies  268  statt  208. 

Im  zweiten  Bande. 

S.  64^  Z.  11  Y.  u.  lies  tg^a  statt  tg<j. 

S.  178,  Z.  4  lies  —  8 8  .  sin  {a  —  %)  =  —  Sx  ,  cos^  -{-  dy  ,  sin  0-. 

S.  242,  Z.  9  lies  „Gleichgewichtsaxe"  statt  „Gleichgewichtslage".  In  den 
Formeln  des  §.  4  auf  dieser  Seite  sind  überall  in  den  Grössen  a^^,  o^i ,  ajs,  Oji ,  . . . 
die  beiden  Indices  zu  vertauschen. 

S.  336,  Z.  24  lies  „unveränderliches"  statt  „veränderliches". 

S.  387,  Z.  14  V.  u.  lies  B  statt  Äv. 

S.  420,  Z.  7,  2.  Formel  lies  =  statt  — . 

S.  448,  Z.  31—36  lies  G  statt  J. 

S.  467,  Z.  1  u.  2  Ues  (k—I  l/^  statt  l/^  (T  -  t). 

S.  463,  Z.  1  tilge  den  Buchstaben  g\  desgl.  in  Z.  2  im  2.  und  3.  Gliede. 

S.  629—643  lies  in  dem  Colunmenindex  VI  statt  V. 

S.  644,  Z.  9  V.  u.  lies  VII.  Capitel  statt  VI.  Capitel. 

S.  682,  §.13  ist  am  Schlüsse  des  ersten  Satzes  zuzufügen:  „sowie  auf  Fiedler, 
Geometrie  und  Geomechanik.  (Vierteljahrsschr.  d.  Züricher  naturf.  Gesellsch. 
B.  21,  S.  186—228)". 
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Dritter  Theil. 

Theorie  der  Kräfte  und  ilirer  Aequiyalenz. 

(Dynamik,  einschl.  Statik.) 


I.  Capitel. 

Allgemeine  Erörterungen  über  die  Kräfte  nnd  das  Maass  derselben, 

§.  1.  Die  Punkte  eines  in  Bewegung  begriffenen  Systems  wurden 
bisher  von  gleicher  Beschaffenheit  angenommen,  sie  waren  daher  von  rein 
geometrischen  Punkten  nicht  verschieden.  Wir  werden  jetzt  Mittel  suchen, 
um  sie  quantitativ  oder  intensiv  und  in  gewisser  Hinsicht  auch  qii^litativ 
von  einander  zu  unterscheiden  und  den  Einfluss  dieser  Unterschiede  auf 
die  Bewegung  auszudrücken. 

Ein  System  gleichartiger  Punkte  sei  in  irgend  einer  Bewegung  be- 
griffen; dieselbe  sei  vollständig  bekannt,  insbesondere  seien  zu  jeder  Zeit  t 
die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen,  die  Geschwindigkeit  mit  inbegriffen, 
gegeben.  Ein  zweites,  diesem  congruentes  System  besitze  dieselbe  Bewe- 
gung und  sei  über  jenes  hingelagert,  so  dass  je  zwei  homologe  Punkte  A\  Ä' 
zusammenfallen.  Dieselben  werden  dann  während  der  Bewegung  fortwäh- 
rend vereinigt  bleiben  und  beide  Systeme  werden  ein  System  bilden,  dessen 
Punkte  A  die  Punkte  Ä^  Ä'  enthalten.  Die  Geschwindigkeiten  und  die 
Beschleunigungen  aller  Ordnungen  der  Punkte  Ä^  Ä'  sind  nach  Richtung, 
Sinn  imd  Grösse  dieselben,  wie  die  des  Gesammtpunktes  A^  dagegen  wird 
der  Punkt  selbst  ein  doppelwerthiger.  Die  Summe  der  Geschwindigkeiten 
der  Punkte  Ä,  Ä'  drückt  den  Aufwand  von  Geschwindigkeit  aus,  welcher 
dem  Gesammtpunkte  A  zu  Theil  werden  muss,  damit  er  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit erlange,  wie  die  Partialpunkte,  welche  zu  ihm  zusammen- 
treten. Dasselbe  gilt  von  den  Beschleunigungen  aller  Ordnungen.  In  gleicher 
Weise  können  wir  2 ,  3 ,  4 , . . . .  m  congruente  Systeme  übereinanderlagem, 
welche  ein  Gesammtsystem  von  derselben  Bewegung  bilden,  die  sie  selbst 
besitzen,  in  welchem  aber  jeder  Punkt  als  ein  2,  3,  4, . . . .  m  werthiger 
Punkt  au&ufassen  ist.  Umgekehrt  können  wir  ein  System  in  2,  3,  4, .... m 
andere  spalten,  welche  dieselbe  Bewegung  wie  das  ursprüngliche  besitzen;  die 

Sana«!*,  Meohanik.  II.  \ 


2  BeschleanigaDgBCoef&cieDt,  Muse.  m.  Th.,  Cap.  I,  {.  1. 

Punkte  dieses  besitzen  dann   gegenüber  den  Punkten  jenes  ^^  "t,  •  •  •  •  — 

der  Werthigkeit  jener.  Auch  können  Sjrsteme  der  eben  erhaltenen  Art 
mit  Systemen  der  vorigen  Art  zu  Systemen  von  derselben  Bewegung  yer- 
bunden  werden,  deren  Punkte  im  Vergleich  mit  den  Punkten  des  nrsprtliig- 
liehen  Systems  tn-werthig  sind,  wo  m  eine  ganze  oder  gebrochene  oder 
auch  eine  Irrationalzahl  sein  kann.  Sind  r,  g>^^^,  (p^^\  ....  die  Geschwin- 
digkeit und  die  Beschleunigungen  der  verschiedenen  Ordnungen  der  ^  im 
m-werthigen  Gesammtpunkte  Ä  zusammentretenden  Punkte  Ä\  JC^ . . .,  so 
drücken  die  Grössen  mv,  mqr^^  ^  fng>^^\  , .  .  den  Gesammtaufwand  an  Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung  der  verschiedenen  Ordnungen  aus,  welcher 
dem  Gesammtpunkte  Ä  ertheilt  werden  muss,  damit  er  die  Gescbwindig- 
küit  V  und  die  Beschleunigungen  g>^^\  g>^^^  . . .  erlange.  Man  findet  diese 
Geschwindigkeit  und  diese  -Beschleunigungen,  indem  man  jenen  Gesammt- 
aufwand mit  der  Zahl  m  dividirt,  welche  die  Werthigkeit  ausdrückt. 

Lagern  wir  jetzt  über  ein  System  ein  anderes,  ihm  nicht  congruentes, 
dessen  Punkte  unter  einander  gleich werthig,  aber  mit  den  Punkten  jenes 
gleichwerthig  oder  ungleichwerthig  sein  mögen.  Beide  sollen  dieselbe  Be- 
wegung besitzen.  Dann  bildet  sich  aus  ihnen  ein  neues  System,  welches 
ungleichartige  Punkte  enthält.  Es  wird  Punkte  von  der  Art  der  Punkte 
des  ersten  Systems,  solche  von  der  Art  des  zweiten  und  endlich  solche 
enthalten,  in  welchen  ein  Punkt  des  ersten  mit  einem  Punkte  des  zweiten 
verbunden  ist.  Das  Gesammtsystem  wird  dieselbe  Bewegung  haben,  wie 
die  beiden  Systeme,  aus  welchen  es  gebildet  ist.  Lagern  wir  drei  oder 
mehrere  Systeme  auf  diese  Weise  übereinander,  so  gelangen  wir  zu  Systemen 
der  heterogensten  Beschaffenheit,  welche  alle  dieselbe  Bewegung  haben, 
deren  Punkte  aber  die  mannigfaltigste  Werthigkeit  besitzen.  Fügen  wir 
hinzu,  dass  wir  Systeme  auch  trennen  können,  so  übersieht  man  leicht, 
wie  durch  diese  Uebereinanderlagerung  Aggregate  von  Systemen  entstehen^ 
deren  Punkte  selbst  eine  NuUwerthigkeit  oder  auch  eine  negative  Werthig- 
keit besitzen.  In  allen  Fällen  stellen  auch  hier  die  Grössen  mv,  mg>^^^^ 
mg>^^\  . . .  den  Gesammtaufwand  an  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
dar,  welcher  einem  Gesammtpunkte  A  zuertheilt  werden  muss,  damit  er 
die  Geschwindigkeit  v  und  die  Beschleunigungen  g>^^\  g>^^\  .  .  .  erlange. 

Der  Coefficient,  welcher  die  Werthigkeit  eines  Punktes  ausdrückt,  kann 
nach  dem  Vorstehenden  jede  reelle  positive  oder  negative,  ganze  oder  ge- 
brochene, rationale  oder  irrationale  Zahl  sein,  die  Null  mit  inbegriffen. 
Erlangt  ein  Punkt  des  Gesammtsystems  den  Coefficienten  Null,  so  ver- 
schwinden für  ihn  die  Grossen  mv,  m(p^^\  m(p^^\  ....  In  Untersuchungen, 
in  welchen  diese  eine  Rolle  spielen,  tritt  ein  solcher  Pimkt  nicht  auf;  er 
scheidet  für  sie  aus   dem   System  aus,  obgleich   er  sich  mit  ihm  bewegt. 
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Trifft  dies  bei  allen  Punkten  einer  ganzen  Parthie  des  Systems  ein,  so 
scheidet  auch  sie  aus.  Durch  das  Verschwinden  jenes  Coefficienten  ist  also 
das  Mittel  gegeben^  ein  System  auf  einen  bestimmten  Raum  zu  beschränken 
oder  in  bestimmter  Weise  abzugrenzen.  Man  kann  als  das  System  den 
ganzen  Baum  ansehen,  aber  so  dass  die  Punkte  den  Coefficienten  Null 
besitzen,  welche  der  Untersuchung  fremd  bleiben.  Jener  Coefficient  spielt 
hier  vollständig  die  Rolle  des  Discontinuitätsfactors  der  bestimmten  Inte- 
grale.  Ein  negativer  Coefficient  eines  Punktes  deutet  auf  einen  Mangel 
an  Werthigkeit  desselben  und  einen  Wechsel  des  Sinnes  in  dem  Aufwände 
an  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung.  Er  kann  auf  zwei  Arten  ent- 
stehen: entweder  durch  Abtrennen  einer  vorgeschriebenen  Punktparthie  oder 
durch  Gombination  von  Systemen  mit  vollkommen  entgegengesetzten  Be- 
schleunigungen aller  Ordnungen. 

Man  kann  den  Coefficienten  n»,  welcher  die  qualitative  Verschieden- 
heit der  Systempunkte  charakterisirt  und  ihre  Beschleunigungscapacität 
aller  Ordnungen  misst,  den  Beschleunigungscoefficienten  derselben 
nennen,  indem  man  die  Geschwindigkeit  unter  dem  Namen  Beschleunigung 
mitbegreift,  nämlich  als  Beschleunigung  nullter  Ordnung.  In  den  An- 
wendungen der  Mechanik  auf  Physik  stellt  er  in  vielen  Untersuchungen 
die  Menge  der  Materie  dar,  welche  in  den  Systempunkten  concentrirt  ge- 
dacht wird,  in  anderen  Gebieten  dieser  Wissenschaft  drückt  er  das  Quantum 
Agens  der  Punkte  aus  und  die  positive  oder  negative  Beschaffenheit  stellt 
den  Gegensatz  der  Agentien  (z.  B.  bei  Electricität  und  Magnetismus)  dar, 
das  Verschwinden  derselben  die  Neutralität.  Die  Lehrbücher  der  Mechanik 
nennen  diesen  Coefficienten  durchweg  die  Masse.  Allein  wenn  wir  auch 
weit  entfernt  sind,  irgend  einen  allgemeineren  Namen  einführen  zu  wollen, 
so  dient  das  Gesagte  doch  wohl  hinreichend  dazu,  auf  das  Bedürfniss  eines 
solchen  hinzudeuten.  4^dere  möchten  vielleicht  lieber  „Actionscoefficient^* 
oder  „Beschleunigungsgewicht^^  sagen. 

Man  erkennt  aus  der  Entstehungsweise  des  Beschleunigungscoefficienten, 
dass  seine  Beschaffenheit  sich  auf  alle  Ordnungen  der  Beschleunigungen 
fortpflanzt,  sodass,  wenn  er  an  irgend  einer  Stelle  des  Systems  für  die 
Beschleunigung  erster  Ordnung  verschwindet,  er  an  dieser  Stelle  für  die 
Beschleunigungen  aller  Ordnungen  Null  ist,  die  Geschwindigkeit  mit  in- 
begriffen. Bei  gewissen  Vorgängen,  bei  welchen  er  die  Materialität  aus- 
drückt, bleibt  er  constant,  bei  anderen,  wo  eine  Veränderung  im  Agens 
auftritt,  wie  z.  B.  bei  der  Vertheilung  der  Electricität,  ist  er  mit  der  Zeit 
oder  mit  dem  Orte  veränderlich.  Für  die  in  diesem  Buche  durchzuführenden 
Betrachtungen  wird  er  als  constant  angenommen  und  steht  nichts  im  Wege, 
ihn  die  Masse  zu  nennen,   obgleich  dieser  Name  nicht  die  Allgemeinheit 

seines  Wesens  ausdrückt. 
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Um  die  Werthigkeit  der  Punkte  eines  Systems  zu  bestimmen,  ist  er- 
forderlich, dass  man  eine  bestimmte  Werthigkeit  annimmt,  welche  durch 
den  Coefficienten  1  ausgedrückt  werden  soll.  Die  Beschleimigung  irgend 
einer  Ordnung  eines  solchen  Punktes  sei  g>.  Ist  alsdann  m  der  Beschleu- 
nigungscoefficient  des  Punktes,  wenn  seine  Werthigkeit  m  wird,  so  treten 
in  ihm  Beschleunigungsbestandtheile  zusammen,  deren  Resultante  mg>  den 
Gesammtaufwand  an  Beschleunigung  dieser  Ordnung  ausdrückt,  in  Folge 
deren  er  aber  dennoch  dieselbe  Beschleunigung  q>  erlangt,  weil  die  Resul- 
tante sich  auf  die  Bestandtheile  des  Gesammtpunktes  vertheilt. 

§.  2.  Die  Grössen  mv,  mq>^^\  fng>^^\,..^  welche  den  Aufwand  an 
Geschwindigkeit,  Beschleunigung  erster,  zweiter,  dritter  Ordnung  u.  s.  w. 
ausdrücken,  welcher  erfordert  wird,  um  einem  «>»-werthigen  Punkte  die  Ge- 
schwindigkeit r,  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  <p^^\  die  zweiter  Ord- 
nung g>^^^  u.  8.  f.  zu  ertheilen,  nennen  wir  Kräfte  und  zwar  mv  eine 
Kraft  nuUter,  mg>^^^  eine  Kraft  erster,  mtp^^^  eine  solche  zweiter  Ord- 
nung u.  s.  f.  Sie  sind  die  Grössen,  welche  mit  der  Jilasse  m  des  Punktes 
dividirt,  dessen  Geschwindigkeit  und  dessen  Beschleunigungen  geben.  Sie 
verschwinden,  wenn  die  Masse  oder  die  Geschwindigkeit  (Beschleunigung) 
oder  beide  verschwinden,  sie  wechseln  das  Zeichen,  wenn  einer  der  Fac- 
toren  es  wechselt,  aus  denen  sie  gebildet  sind. 

Man  pflegt  die  Kraft  n^^^  Ordnung  durch  eine  Strecke  darzustellen,  welche 
man  von  dem  afficirten  Punkte  aus  in  der  Richtung  der  Beschleunigung 
n^'  Ordnung,  dem  Sinne  nach  mit  dieser  übereinstimmend  aufträgt.  Den 
Punkt  nennt  man  den  Angriffspunkt  der  Kraft,  ihre  Richtung  und  ibr 
Sinn  sind  die  Richtung  und  der  Sinn  der  ihr  entsprechenden  Beschleuni- 
gung und  ihre  Grösse  oder  Intensität  mg>^^^  wird  durch  die  aufzutragende 
Strecke  dargestellt,  welche  das  m- fache  der  Strecke  von  derselben  Rich- 
tung ist,  welche  die  Beschleunigung  g>^^^  ausdrückt.  Kräfte  sind  daher 
geometrische  Grössen  im  Sinne  von  B.  I,  Th.  I,  Cap.  I.  Die  Figur,  welche 
von  den  Kräften  gebildet  wird,  ist  daher  ähnlich  und  ähnlich  liegend  mit 
der  aus  den  Beschleunigungen  gebildeten  und  können  die  Beziehungen, 
welche  zwischen  den  Beschleunigungen  der  verschiedenen  Ordnungen  be- 
stehen, auf  die  ihnen  entsprechenden  Kräfte  übertragen  werden. 

Sowie  zu  der  Beschleunigung  fp^*^\  welche  der  Zeit  /  entspricht,  die 
Elementarbeschleunigung  tp^^'^^^dt  nächsthöherer  Ordnung  hinzutritt,  um  sie 
in  die  der  Zeit  t  '\'  dt  entsprechende  Beschleunigung  überziiführen,  so  tritt 
zu  der  Kraft  mg>^^^  der  n^^  Ordnung  die  unendlichkleine  Kraft  mq>^*'^^^dt 
nächsthöherer  Ordnung  hinzu,  um  dieselbe  nach  Grösse  und  Richtung  in 
die  Kraft  umzuwandeln,  welche  dem  folgenden  Zeitmomente  entspricht.  Die 
Elementarkraft  mq>^^'^^^dt  ist  daher  das  geometrische  Differen- 
tial  der  Kraft  mg>^^^    und  die  Kraft  rnfp^*^-^^^   ist  die  geometrische 
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Derivirte  der  Kraft  wg)^"^  nächst  niederer  Ordnung.  Die  Kräfte  ver- 
schiedener Ordnungen  können  daher  nicht  mit  einander  verglichen  werden, 
sondern  sind  Grössen  verschiedener  Dimensionen  und  verhalten  sich  zu 
einander  wie  Flächenräume  zu  Linien  oder  Körperräume  zu  Flächen^  wenn- 
gleich sie  alle  durch  Strecken  darstellbar  sind. 

Die  Kraft  mv  der  nullten  Ordnung  wird  auch  Quantität  der  Be- 
wegung oder  auch  Momentankraft  genannt;  die  Kraft  mg}^^^  der  ersten 
Ordnung  ist  gemeint,  wenn  man  von  Kraft  mq>  schlechthin  redet.  Man 
hat  sich  bis  jetzt  nicht  mit  den  Kräften  höherer  Ordnung  beschäftigt. 

§.  3.  Bezeichnen  Fq^  I\^  JPgi  •  •  •  •  ^«  ^ö  Intensitäten  der  Kräfte  der 
verschiedenen  Ordnungen,  welchen  für  dieselbe  Masse  m  die  Beschleuni- 
gungen *;,  g>^^\  q>^^\  . .  gp^"^  entsprechen  (die  Geschwindigkeit  v  als  Beschleu- 
nigung 9^^)  der  nullten  Ordnung  mit  inbegriffen),  so  bestehen  die  Glei- 
chungen : 

Fq  =  mv,     Fl  =  m(p^^\     F^  =  m(p^^\' jP«  =  w^)^«); 

,,  _  ^0  _  ^1    _F,   _  Fn 

Aus  ihnen  folgt,  dass  die  Masseneinheit  von  der  Krafteinheit  irgend  einer 
Ordnung  die  Einheit  der  Beschleunigung  derselben  Ordnung  erlangt  und 
dass  die  Krafteinheit  irgend  einer  Ordnung  die  ist,  welche  der  Massenein- 
heit die  Einheit  der  Beschleunigung  ertheilt.  Wählt  man  also  die  Längen- 
einheit zur  Maasseinheit  der  Beschleunigungen,  so  ist  die  Wahl  der  Kraft- 
einheiten und  die  Wahl  der  Masseneinheit  von  einander  abhängig,  so 
dass  mit  der  Wahl  der  einen  die  der  andern  bestimmt  ist.  So  kann  man 
z«  B.  für  die  Kräfte  erster  Ordnung  2<\  eine  beliebige  Kraft  erster  Ord- 
nung als  Einheit  wählen;  sobald  dies  geschehen,  ist  die  Masseneinheit  be- 
stimmt; sie  ist  die  Masse,  welcher  jener  Krafteinheit  die  Einheit  der  Be- 
schleunigung erster  Ordnung  ertheilt.  Eine  der  Schwere  unterworfene  Masse 
erlangt  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  go^^^  =  ^  =  9,81  Meter.  Die 
Kraft  J\,  welche  der  Masse  m  diese  Beschleunigung  ertheilt,  heisst  das 
Gewicht  P  dieser  Masse,  sodass  die  Gleichung  besteht  P  «=>^m(/.  Man 
wählt  ein  bestimmtes  Gewicht  zur  Einheit  für  die  Kräfte  erster  Ordnung, 
nämlich  das  Kilogramm  (oder  für  kleinere  Kräfte  auch  das  Gramm)  und 
die  Masseneinheit  ist  demnach  diejenige  Masse,  welcher  diese  Kraft  die 
Beschleunigung  Eins  zu  ertheilen  vermag.  Das  Gewicht  dieser  Massen- 
einheit, wenn  sie  als  der  Schwere  unterworfen  gedacht  wird,  folgt  aus  der 
Gleichung  P  »»  mg  für  m  «=  1  und  ist  folglich  gleich  g  Kilogramm  (oder 
Gramm).  Hiermit  sind  die  Krafteinheiten  aller  Ordnungen  bestimmt.  Die 
Einheit  der  Momentankräfte  F^  z.  B.  ist  diejenige  Momentankraft,  welche 
der  80  gewählten  Masseneinheit  die  Einheit  der  Geschwindigkeit  zu  er- 
theüflo  vermag. 
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Ist  P  das  Gewicht  der  Masse  m,  so  folgt  aus  der  Gleichung  P  =  mg 

P  ^ 

für  die  Masse  m  die  Formel  m  =^    -  und  indem  man  diesen  Ausdruck  in 

9 

P  P  i 

die  obigen  Gleichungen  einführt:  Fq=      v,   F^  =     q)^^^  u.  s.  w.,  Formen, 

ff  ff 

welche  übrigens  heutzutage  weniger  Gebrauch  finden  können. 

§.  4.  Wir  haben  hier  die  Ei^te  rein  mathematisch  und  frei  von  allen  der 
reinen  Theorie  fremden  Vorstellungen  definirt  und  ihren  Zusammenhang  mit  den 
Beschleunigungen  nachgewiesen.  Es  ist  aber  wünschenswerth,  auch  eine  andere, 
sonst  übliche  Auffassungsweise  kennen  zu  lernen,  welche  weniger  abstract  ver- 
fährt, nicht  frei  von  der  Vorstellung  menschlicher  Thätigkeit  ist  und  ein  Axiom 
erfordert.  Nach  ihr  hat  man  zu  jeder  Veränderung  eine  Ursache  hinzuzudenken, 
welche  diese  heryorbringt  und  deren  Wirkung  die  Veränderung  genannt  wird.  Die 
Frage  nach  der  Art  des  Zusammenhanges  zwischen  Ursache  und  Wirkung  bleibt 
dabei  vorläufig  offen.  Die  Bewegung  ist  continuirliche  Ortsänderung,  ihre  Ur- 
sache ist  demnach  im  strengsten  Sinne  der  Inbegriff  alles  dessen,  was  den  Punkt 
oder  das  System  fortfährt  und  ihm  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  aller* 
Ordnungen  ertheili  Indessen  pfiegt  man  den  Begriff  der  Ursache  der  Bewegung 
etwas  beschränkter  zu  fassen  und  sich  vorzugsweise  für  die  Beschleunigung  erster 
Ordnung  eine  Ursache  zu  denken.  Die  Ursache  der  Beschleunigung  erster  Ord- 
nung definirt  man  als  die  Kraft  und  ihre  Wirkung  besteht  darin,  dass  sie  die 
Beschleunigimg  erster  Ordnung  hervorbringt,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  nach  Rich- 
tung und  Grösse  ändert,  indem  sie  in  jedem  Momente  die  Elementarbeschleuni- 
gung zur  Geschwindigkeit  hinzutreten  lässt.  Diese  Wirkung  ist  eine  continuirliche, 
so  lange  die  Geschwindigkeit  sich  continuirlich  ändert.  Wo  keine  Beschleunigung 
erster  Ordnung  ist,  wirkt  keine  Kraft;  mit  dem  Aufhören  der  einen  verschwindet 
die  andere.  Die  Kraft  ist  nicht  die  unmittelbare  Ursache  der  Geschwindigkeit, 
sondern  nur  der  Aenderung  der  Geschwindigkeit.  Sie  kann  niemals  augenblick- 
lich Geschwindigkeit  hervorbringen  oder  tilgen,  sondern  nur  allmählich  sie  wachsen 
oder  abnehmen  lassen.  Indessen  denkt  man  sich  oft  die  Geschwindigkeit  durch  das 
momentane  Wirken  einer  besondem  Ursache  erzeugt  und  nennt  eine  solche,  weil 
sie  nur  einen  Moment  wirkt,  eine  Momentankraft  und  im  Gegensatz  zu  ihr  die 
vorhin  betrachteten  Kräfte  continuirlich  wirkende  oder  kurz  continuirliche  Kräfte. 

Ist  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  nach  Grösse  und  Richtung  unver- 
änderlich, so  reicht  die  Kraft  aus,  um  alle  Veränderung  der  Bewegung  hervorzu- 
bringen und  sie  ist  selbst  unveränderlich,  weil  es  ihre  Wirkung  ist.  Ist  sie  aber 
veränderlich,  sei  es  nach  Grösse  oder  nach  Richtung  allein  oder  in  beiderlei 
Hinsicht  zugleich,  so  setzt  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  welche  diese  Aen- 
derung veranlasst,  eine  neue  Ursache  oder  Kraft  zweiter  Ordnung  voraus,  welche 
selbst  als  Ursache  der  Veränderung  der  Kraft  erster  Ordnung  anzusehen  ist.  In 
gleicher  Weise  gibt  es  Kräfte  aller  Ordnungen,  wo  es  Beschleunigungen  aller 
Ordnungen  gibt  und  fallen  die  Kräfte  von  einer  gewissen  Ordnung  an  hinweg,  so- 
bald die  Beschleunigung  der  nächstvorhergehenden  Ordnung  nach  Grösse  und 
Richtung  constant  wird. 

Um  zu  einem  Maasse  der  Kräfte  zu  gelangen,  bedarf  die  vorliegende  Auf- 
fassungsweise eines  Princips  Über  den  Zusammenhang  zwischen  Ursache  und  Wir- 
kung. Dasselbe  lautet:  Jede  Ursache  ist  ihrer  Wirkung  proportional 
und  umgekehrt.    Die  Wirkung  der  Kraft  ist  die  dem  beweglichen  Punkte  er- 
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theilte  Beschleuniguiig;  ihre  Intensität  muss  daher  der  mitgetheüten  Beschleuni- 
gung proportional  sein.  Ist  die  Masse  m  die  Beschleunigung  der  Bewegung  9, 
so  muss  die  Kraft  ^  dem  m-werthigen  Punkte  die  Beschleunigung  9  auch  m-fach 
ertheilen;  ihr  Ausdruck  ist  daher  %  =  K  -  mqt ,  wo  iC  ein  Proportionalitätsfactor 
ist.  Für  eine  zweite  Kraft  %'y  welche  einem  m'-werthigen  Punkte  die  Beschleu- 
nigung 9  ertheilt,  hat  man  ebenso  ^'  =b  K  -  tn  tp.  Daher  wird  das  Verbält- 
niss  beider 

2f  w      9 

-—.  __    _  .     _ 

%        m     tp 

d.  h.  die  Intensitäten  zweier  Kräfte  stehen  im  zusammengesetzten  Verhältnisse 
der  Massen  der  Punkte  und  der  Beschleunigungen,  die  sie  ihnen  ertheilen.  Wählt 
man  nun  zum  Messen  der  Kräfte  überhaupt  die  Schwere  (die  Ursache  des  Fallens 
der  Körper),  welche  ihnen  die  Beschleunigung  g  =  9,81  ertheilt,  zur  Kraftein- 
heit das  Kilogramm  und  zur  Einheit  der  Masse  die  Masse,  welcher  die  Krafb- 
einheit  die  Einheit  der  Beschleunigung  ertheilt,  so  wird,  wenn  man  diese  Grössen 

et 

an  die  Stelle  von  %\  m\  w   treten  lässt  und  die  Masszahl  ^;   der   Kraft    gf   mit 

u 

F  bezeichnet 

F  =  W9, 

d.  h.  die  Masszahl  F  der  Intensität  der  Kraft,  welche  der  Masse  m  die  Beschleu- 
nigung 9  zu  ertheilen  vermag,  ist  gleich  dem  Produkte  aus  den  Masszahlen  der 
Masse  und  der  Beschleunigung. 

In  Betreff  der  Momentenkräfbe  schliesst  man  ähnlich.   Sind  gf  1  Sf    zwei  Mo- 

#     .  .     .       •         0    ,0 

mentankräfte,  welche  den  Massen  m,  m    die  Geschwindigkeiten  v,  v   zu  ertheilen 

vermögen,  so  wird 

9q      m     V 

cfT~  ~~*        ?   *    ""7 

%^      m     V 

und  wenn  man  zur  Einheit  der  Momentankräfte  diejenige  Momentankraft  wählt, 
welche  der  Masseneinheit  die  Geschwindigkeit  t?'  -=>  1  zu  ertheilen  vermag,  so  folgt 

wp  /o  die  Masszahl  der  Momentankraft  %q.  bedeutet,  d.  h.  die  Masszahl  der  Mo- 
mentankraft ist  das  Produkt  der  Masszahlen  der  Masse  und  der  Geschwindigkeit. 
§.  6.  Hauptsächlich  die  Nothwendigkeit  der  Annahme  des  Princips,  dass 
zwischen  Ursache  und  Wirkung  Proportionalität  stattfinde,  hat  uns  veranlasst,  die 
Kräfte  direct  zu  definiren.  An  sich  liegt  nämlich  keine  Nöthigung  vor,  Propor- 
tionalität aufzustellen;  viele  andere  Arten  der  Abhängigkeit  könnten  mit  gleichem 
Rechte  vorausgesetzt  werden;  die  Mechanik,  welche  sie  zur  Folge  hätten,  wäre 
aber  eine  ganz  andere.  Es  ist  Newtons  Verdienst  die  Fundamente  der  Mechanik 
gelegt  zu  haben.  Er  stellt  an  der  Spitze  seines  berühmten  Werkes  „Principia 
philosophiae  naturalis  mathematica"  drei  Grundsätze  über  die  Wirkung  von 
Kräften  auf,  welche  von  da  in  alle  Lehrbücher  der  Mechanik  übergegangen  sind: 
Dieselben  sind  aber  nicht  nothwendig  Grundsätze  der  theoretischen  Mechanik,  son- 
dern vielmehr  der  Physik.  Sie  betreffen  die  Vorgänge  der  physischen  Welt  und 
vermitteln  die  Anwendung  der  reinen  Mechanik  auf  die  Erklärung  der  Natur- 
phänomene, indem  sie  die  Voraussetzungen  bezeichnen,  unter  welchen  die  ab* 
stracten  Lehren  dieser  Wissenschaft  dort  zur  Geltung  kommen.  Diese  Grundsätze 
•ind  folgende: 
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1.  Jeder  Körper  verharrt  in  dem  Zustande  der  Rahe  oder  der 
geradlinigen  gleichförmigen  Bewegung,  so  lange  er  nicht  durch 
äussere  Kräfte  zur  Aenderung  dieses  Zustandes  gezwungen  wird 
(Princip  der  Trägheit  der  Materie). 

1.  Die  Aenderung  der  Bewegung  ist  proportional  der  bewegen- 
den Kraft  und  erfolgt  in  der  Richtungslinie  derselben. 

3.  Die  Kraftwirkungen  zwischen  zwei  Körpern  sind  stets  einander 
entgegengesetzt  gleich  (Princip  der  Action  und  Reaction). 

Die  Beschleunigung  ist  definirt  worden  als  das,  was  die  Aenderung  der  Ge- 
schwindigkeit eines  Punktes  nach  Grösse  und  Richtung  bewirkt  und  die  Kraft  ist 
die  Ursache  der  Beschleunigung.  Ohne  Kraft  ist  daher  eine  Aenderung  in  der 
gleichförmig  geradlinigen  Bewegung  nicht  möglich.  Für  die  theoretische  Mechanik 
ist  daher  das  Princip  der  Trägheit  nicht  erforderlich,  es  sagt  nichts  Neues.  Ffir 
die  Physik  sagt  es  aber  aus,  dass  die  abstracten  Vorstellungen  von  Beschleuni- 
gung und  Kraft  auf  die  Materie  angewandt  werden  dürfen.  Das  zweite  Princip 
drückt  nichts  weiter  aus,  als  dass  die  Kraft  die  Beschleunigung  hervorbringt  und 
wie  jede  Ursache  ihrer  Wirkung  proportional  ist.  Das  Princip  der  Action  und 
Reaction  spricht  im  Grunde  die  Behauptung  aus,  dass  in  der  Natur  alle  Ursachen 
der  Beschleunigung  paarweise  vorhanden  und  entgegengesetzt  gleich  sind.  Ueber 
die  Existenz  von  Ursachen  in  der  Natur  lehrt  nur  die  Physik,  nicht  die  abstracto 
Mechanik;  daher  gehört  dies  Princip  streng  genommen  jener  Wissenschaft  allein 
an.  In  der  That  kommt  es  auch  nur  in  den  Anwendungen  der  Mechanik  vor^ 
welche  noch  zum  Theil  experimentelle  Resultate  zu  Grunde  legen  müssen. 

Man  hat  die  New  tonischen  Sätze  vielfach  commentirt  und  erweitert,  ihre 
Stellung  zur  Mechanik  aber  vielfach  missverstanden,  weil  man  eine  Forderung 
theoretischer  Auffassung  von  dem  durch  die  Sinne  Wahrnehmbaren  nicht  trennte. 
Dass  Kraft  nur  etwas  Gedachtes  ist  und  nicht  etwas  Handgreifliches,  in  der  Natur 
Beobachtbares,  hat  Newton  bereits  auszusprechen  für  nöthig  gefunden  und  wenn 
eine  gewisse  Naturbetrachtung  die  Kräfte  beobachten  zu  können  glaubt,  sogar 
von  ihrem  Sitz  spricht  und  sozusagen  eine  Dogmatik  über  die  reale  Existenz  von 
Kräften  in  der  Natur  aufstellt,  so  genügt  es  wohl,  sie  auf  folgende  Stelle  in  den 
Principiis  philosophiae  ncUurcUis  zu  verweisen:  „Voces  aUractionis,  impulsus  vel 
propensionis  cuiuscunque  in  centrum  indifferenter  et  pro  se  mutuo  promiscue  usurpo, 
has  vires  non  physice  sed  mathematice  tantum  considerando,  Unde 
caveat  lectar,  ne  per  huiusmodi  vocea  cogitet,  ine  speciem  vel  modum  actionis 
causamve  aut  rationem  physicam  alicubi  definire,  vel  centris  (quae  sunt 
puncta  mathetncUica)  vires  vere  et  physice  tribtiere,  si  forte  aut  centra  trahere 
aut  vires  centrorum  esse  dixero^^,  (Newton,  princ.  phil.  natur.  Lib.  I.  ad  definitio- 
nem  VIII). 

§.  6.  Ist  die  Bewegung  eines  Systems  vollständig  bekannt,  so  lassen 
sich  die  Kräfte  jeder  Ordnung  aufstellen,  welche  den  Beschleunigungen 
derselben  Ordnung  der  einzelnen  Punkte  entsprechen.  Sie  bilden  zusammen 
ein  Streckensystem^  auf  welches  die  Lehren  des  ersten  Theiles  dieses  Buches 
Anwendung  finden  können.  Für  dies  System  von  Kräften,  in  welchem  jede 
Kraft  einem  bestimmten  Punkte  angehört,  ist  die  besondere  Beschaffenheit 
des  Punktsystems  gleichgültig.  Es  macht  keinen  Unterschied,  ob  dasselbe 
unveränderlich  oder  nach  gewissen  Gesetzen  veränderlich  ist.   Weil  durch  dies 
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Kräfiesjstem  die  Beschleunigungen  aller  Punkte  sofort  gegeben  sind,  indem 
man  jode  Kraft  dureb  die  Masse  des  Punktes,  dem  sie  angehört ,  blos  zu  divi- 
diren  braucht,  so  nennen  manche  Autoren  dasselbe  auch  das  System  der 
Effectivkräfte,  zum  Unterschiede  von  gewissen  andern  Kräftesjstemen, 
welche  das  Punktsystem  afficireu  können.  Für  jede  Ordnung  gibt  es  ein 
besonderes  Effectivkräftesystem. 

Das  unveränderliche  System  ist  nur  gewisser  Bewegungen  fähig  und  alle 
anderen  sind  ausgeschlossen.  Dasselbe  kann  daher  nur  gewisse  Beschleuni- 
gungen besitzen.  Das  System  dieser  Beschleunigungen  ist  aber  gegeben,  so- 
bald die  Beschleunigungen  dreier  Punkte  oder  die  ihnen  äquivalenten  Be- 
schleunigungen der  Capp.  Xin,  XIV,  XV  des  II.  Th.  gegeben  sind.  Daher  ist 
das  System  der  Effectivkräfte  des  unveränderlichen  Systems  äquivalent  dem 
System  der  Kräfte,  welche  die  Beschleunigung  dreier  Punkte  bestimmen 
oder  Systemen  von  Kräften,  welche  jene  anderen,  diesen  Beschleunigungen 
äquivalenten  Beschleunigungen  zu  geben  im  Stande  sind.  Es  gibt  daher 
verschiedene  Kräftesysteme,  welche  am  unveränderlichen  System  einander 
äquivalent  sind,  d.  h.  denselben  Besclileunigungszustand  einer  bestimmten 
Ordnung  zur  Folge  haben.  Gibt  man  ein  beliebiges  Kräftesystem  an 
einem  unveränderlichen  Punktsystem,  .so  wird  aus  ihm  nicht  in  allen  Fällen 
ein  möglicher  Beschleunigungszustand  folgen.  Werden  z.  B.  mehr  als  drei 
Kräfte  für  bestimmte  Punkte  gegeben,  so  müssen,  damit  ein  bestimmter 
Beschleunigungszustand  daraus  folge,  noch  weitere  Relationen  zwischen  ihnen 
gegeben  oder  willkührlich  angenommen  werden,  damit  die  Bewegung  voll- 
ständig bestimmt  sei.  Diese  Bedingungen  drücken  einen  gewissen  Zwang 
aus,  welchen  das  System  erleiden  muss,  wenn  es  anders  ein  unveränder- 
liches bleiben  soll.  Dieser  Zwang  kann  auf  mancherlei  Weise  ausgeübt 
werden;  in  vielen  Fällen  reicht  es  hin,  das  System  als  aus  einem  festen 
Material  gearbeitet  anzusehen,  in  anderen  Fällen  denkt  man  sich  die  System- 
pnnkte  durch  Fäden  miteinander  verknüpft.  Wie  dem  auch  immer  sei, 
in  allen  Fällen  kann  man  den  Zwang  durch  Kräfte  ersetzen,  welche  zwi- 
schen denjenigen  Punkten  wirken,  deren  unveränderlicher  Abstand  durch 
die  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte  bedroht  ist.  Diese  Kräfte  nennt  man 
innere  Spannungen  oder  Pressungen. 

Wenn  zwei  Kräftesysteme  als  Streckensysteme  in  Bezug  auf  ein  un- 
veränderliches System  äquivalent  sind,  so  können  die  Spannungen,  welche 
sie  veranlassen,  demnach  sehr  verschieden  sein. 

Aehnliches  gilt  nicht  blos  für  unveränderliche,  sondern  auch  für  ver- 
änderliche Systeme,  wenn  ihre  Veränderlichkeit  an  gewisse  Bedingungen 
geknüpft  ist. 

Dies  gilt  für  alle  Ordnungen.  Dagegen  findet  beim  unveränderlichen 
System  eine   gewisse  Freiheit   hinsichtlich  der  Wahl  des  Angriffspunktes 
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der  Kräfte  statt,  wie  sich  bald  zeigen  wird.  In  Bezug  auf  die  Fragen 
über  die  Möglichkeit,  Bestimmtheit,  Mehrdeutigkeit  und  Ueberbestimmtheit 
der  Bewegung,  welche  die  Folge  eines  gegebenen  Ejräftesjstems  ist,  sind 
yerhältnissm&ssig  noch  sehr  wenig  Untersuchungen  vorhanden. 

Ist  ein  System  nicht  frei,  sondern  an  gewisse  Bedingungen  gebunden, 
welche  Hindemisse  seiner  Beweglichkeit  darstellen;  so  werden  diese  die 
aus  einem  gegebenen  Kräftesystem  bestimmter  Ordnung  folgenden  Beschleu- 
nigungen für  jede  Ordnung  modificiren.  Daher  kann  ihr  modifidrender 
Einfluss  selbst  durch  Kräfte  derselben  Ordnung  ausgedrückt  werden.  Indem 
man  diese  dem  gegebenen  Kräftesystem  hinzufügt,  kann  man  das  System 
als  ein  freies  behandeln.  Wir  nennen  solche  Kräfte^  welche  die,  die  Beweg- 
lichkeit hindernden  oder  beschränkenden  Bedingungen  ausdrücken.  Wider- 
stände (oft  auch  Spannungen)  oder  Reactionen  gegenüber  den  gege- 
benen Kräften,  deren  Einfluss  durch  sie  beschränkt  wird,  welche  die  Actionen 
sind.  Wenn  die  Beschleunigung  eines  Punktes,  die  er  in  Folge  der  Actionen 
und  seines  Zusammenhanges  mit  dem  System  erlangt,  durch  das  Hindemiss 
als  die  Reaction  vernichtet  wird,  sp  heisst  die  Kraft,  welche  dieser  ver- 
nichteten Beschleunigung  entspricht,  der  Druck  auf  den  Punkt.  Druck 
und  Widerstand  sind  stets  gleich,  weil  letzterer  die  Beschleunigung  des 
ersteren  an  demselben  Punkte  tilgt.  Ebenso  wird  man  die  Bedingungen, 
welche  einem  Ejräftesystem  auferlegt  werden  müssen,  damit  aus  ihm  an 
einem  Punktsystem  von  bestinmiter  Gattung  der  Veränderlichkeit  ein  Be- 
schleunigungszustand möglich  sei,  durch  Kräfte  ausdrücken  und  alsdann  das 
System  als  vollkommen  veränderlich  (oder  je  nach  dem  Ausdruck  der  Be- 
dingungen auch  als  unveränderlich)  ansehen.  Auch  solche  Kräfte  nennen 
wir  innere  Spannungen  und  Pressungen. 

§.  7.  Unter  der  Wirkimg  eines  Kräftesystems  1.  Ordnung  auf  ein 
Punktsystem  zur  Zeit  t  verstehen  wir  den  Beschleunigimgszustand  des 
Systems,  welcher  aus  ihm  folgt.  Sie  besteht  darin,  dass  die  Systempunkte 
die  Elementarbeschleunigungen  erlangen,  welche  den  Geschwindigkeits- 
zustand des  Punktsystems  zu  dieser  Zeit  in  den  der  Zeit  t  -{-  di  entsprechen- 
den Geschwindigkeitszustand  überführen.  Diese  Wirkung  ist  verschieden 
nach  der  Beschaffenheit  des  Punktsystems;  sie  ist  eine  andere,  wenn  das- 
selbe unveränderlich  und  anders,  wenn  es  veränderlich  ist.  Ist  der  Ge- 
schwindigkeitszustand zur  Zeit  t  -^  dt  derselbe,  wie  zur  Zeit  ^,  so  ist  die 
Wirkung  des  Kräftesystems  zur  Zeit  t  Null,  d.  h.  es  tilgen  sich  die  ein- 
zelnen Kräfte  gegenseitig  so,  dass  sie  auf  diesen  Zustand  keinen  Einfluss 
üben.  Man  nennt  diesen  Zustand  des  Kräftesystems  und  auch,  wenngleich 
weniger  passend,  den  gleichzeitigen  Zustand  des  Punktsystems,  das  Gleich- 
gewicht des  Kräfte-  oder  Punktsystems.  Zum  Gleichgewicht  ist  der  Zu- 
stand der  Ruhe  des  Punktsystems  nicht  erforderlich,  wenngleich  er  damit 


/ 


/ 
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verbunden  sein  kann.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  kann  momentan  oder 
dauernd  sein.    Entsprechendes  gilt  für  alle  Ordnungen  der  Kräfte. 

Zwei  Kräftesysteme  heissen  in  Bezug  auf  ein  Punktsystem  äquivalent, 
wenn  sie  auf  dasselbe  die  nämliche  Wirkung  auszuüben  im  Stande  sind, 
d.  h.  den  Geschwindigkeitszustand  desselben  auf  gleiche  Weise  abzuändern 
vermögen.  Kehrt  man  von  zwei  äquivalenten  Kräftesystemen  das  eine  so 
um,   dass  alle  Kräfte  imter  Beibehaltung  ihrer  Intensitäten  in   entgegen- 

« 

gesetztem  Sinne  au  denselben  Punkten  angreifen,  wie  vorher,  und  lässt  dies 
umgekehrte  System  mit  dem  ursprünglichen  zugleich  wirken,  so  bilden  beide 
ein  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  befindliches  Gesammtsystem.  Denn 
alle  Elementarbeschleunigungen,  welche  die  Kräfte  des  einen  veranlassen, 
werden  durch  die  entgegengesetzten  !^ementarbeschleunigungen  des  anderen 

• 

getilgt,  so  dass  der  Geschwindigkeitszustand  des  Punktsystems  durch  das 
Gesammtsystem  'nicht  alterirt  wird.  Umgekehrt  sind  zwei  Kräftesysteme 
äquivalent,  wenn  das  eine  von  ihnen  umgekehrt  mit  dem  anderen  im  Gleich- 
gewicht ist;  Untersuchungen  über  die  Aequivalenz  der  Kräfte  sind  daher 
zugleich  auch  Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht  und  umgekehrt.  Statik 
heisst  die  Theone  des  Gleichgewichtes  oder  der  Aequivalenz  der  Kräfte. 

Kräfte,  welche  an  einem  Systeme  im  Gleichgewichte  sind,  können  un- 
beschadet der  Wirkung  des  ganzen  Kräftesystems  getilgt  oder  in  beliebiger 
Menge  zugefügt  werden.  Im  ersten  Falle  fallen  zugleich  mit  ihnen  Span- 
nungen hinweg,  welche  durch  die  Bedingungen,  denen  das  Punktsystem 
seiner  Constitution  nach  imterworfen  ist,  unter  Einfluss  jener  Kräfte  ver- 
anlasst wurden,  im  letzten  Falle  müssen  solche  hinzutreten. 

Oft  ist  eine  einzelne  Kraft  einem  ganzen  Kräftesysteme  äquivalent; 
man  nennt  sie  die  Resultante  desselben  und  die  Kräfte  des  Systems  ihre 
Componenten.  Dieselbe,  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen,  bringt  mit 
dem  Kräftesysteme  Gleichgewicht  hervor.  Ist  ein  Kräftesystem  im  Gleich- 
gewichte, so  ist  jede  einzelne  Kraft  desselben,  in  umgekehrtem  Sinne  ge- 
nommen, die  Besultante  aller  übrigen. 

§.  8.  Wir  wollen  jetzt  noch  einige  Grundbegriffe  erläutern,  die  mit 
den  Kräften  erster  Ordnung  in  Verbindung  stehen.  Unter  allen  Zerlegungen 
der  Beschleunigung  q>  erster  Ordnung  war  die  Zerlegung  in  Tangential- 
und  Normalbeschleimigung  die  wichtigste  (Thl.  II,  Gap.  VIII,  §,  6).  Die 
diesen  beiden  Componenten  entsprechenden  Kräfte  heissen  die  Tangen- 
tialkraft und  Normal-  oder  Centripetalkraft.     Ihre  Intensitäten  sind 

dv  v^ 

Ft  =  mfpt  =fn-—  und  F»l=  »19«  =  m  — .     Die   erstere   hat   die   Rich- 

at  Q 

tung  der  Tangente,  die  zweite  ist  normal  zur  Bahn,  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte hingewandt,  wie  die  betreffenden  Beschleunigungen.  Die  totale 
Kiaft  F*Bmmq>  setzt  sich  ans  ihnen  zusammen  nach  der  Formel 
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■-»}/©'+':- ^^?+^ 


und  nennt  man  Ft  und  F^  die  Tangential-  und  Normalcomponente  von  F. 
Mit  der  Componenten  Ft  der  Kraft  F  stehen  in  innigem  Zusammen- 
hang die  Begri£fe  von  Kraftantrieb,  Bewegungsgrösse,  Arbeit  und 
lebendiger  Kraft. 

/?    * 
Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung  F<  =  w*  —  mit  dt  und   inte- 

grirt  sie,  indem  man  Ft  als  Function  der  Zeit  dargestellt  denkt,  nach  t 
zwischen  den  Grenzen  Iq  und  t^  welchen  die  Werthe  Vq  und  v  der  Ge- 
schwindigkeit entsprechen,  so  erhält  man: 


j 


Ft .  dt  =  mv  —  mvQ, 


Das  Element  des  Integrales  zur  Linken,  gebildet  aus  der  Intensität  der 
Tangentialkraft  und  dem  Zeitelemente,  heisst  der  Elementarantrieb  der 
Kraft  F  und  das  Integral  selbst  der  Antrieb  der  Kraft  F  während 
der  Zeit  t  —  (q.  Nun  ist  mv  die  Bewegungsgrösse  oder  die  Momentan- 
kraft des  Punktes  und  da  mv  —  mvq  die  Aenderung  derselben  während 
des  Zeitintervalles  t  —  t^  darstellt,  so  kann  der  Inhalt  der  vorstehenden 
Gleichung  in  dem  Satze  ausgesprochen  werden:  Bei  jeder  Bewegung 
eines  Punktes  ist  der  Antrieb  der  Kraft  während  irgend  eines 
Zeitintervalles  gleich  der  Aenderung,  welche  die  Bewegungs- 
grösse während  dieser  Zeit  erleidet. 

Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  ist  Ft  =  jP;   ist  sie  gleichförmig,  so 
ist  der  Antrieb  Null.    Die  vorstehende  Gleichung  für  den  Antrieb  geht  aus 

Th.  II,  Cap.  VIII,  §.10  unmittelbar  hervor,  wenn  man  die  dortige  Gleichung 
t 

V  —  Vq  =  Jq>tdt  mit  der  Masse  m  des  beweglichen  Punktes  multiplicirt. 

dv 
Drückt  man  in  der  Gleichung  Ft=  m—  die   Tangentialbeschleunigung 

II  t 

— -  durch  — ^ —  aus,  multiplicirt  mit  ds  und  integrirt,  indem  man  Ft  als 
dt  ds 

Function  des  Curvenbogens  s  dargestellt  denkt,   zwischen  zwei  Grenzen  Sq 

und  5,  welche  den  Geschwindigkeiten  Vq  und  v  entsprechen,  so  erhält  man: 


ß 


F(ds  =  ^mv^  —  iwii'g 
Das  Element  des  Integrales  zur  Linken,  nämlich  das  Produkt  aus  der 
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Tangentialkraft  und  dem  Wegelemente  ds,  durch  welches  der  bewegliche 
Punkt  fortgeführt  wird,  heisst  die  Elementararbeit  der  Kraft  F  und 
das  Integral  selbst  die  Arbeit  der  Kraft  F  längs  des  Weges  s  —  Sq, 
Die  Grösse  mv\  das  Produkt  aus  der  Masse  des  beweglichen  Punktes  und 
dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  heisst  die  lebendige  Kraft  des 
Punktes.  Mit  Hülfe  dieser  Begri£fsbestimmungen  lautet  der  Inhalt  der 
Gleichung:  Bei  jeder  Bewegung  eines  Punktes  ist  die  Arbeit  der 
Kraft  längs  irgend  eines  Weges  gleich  der  Aenderung,  welche 
die  halbe  lebendige  Kraft  des  Punktes  längs  dieses  Weges  er- 
leidet. Diese  Gleichung  geht  auch  aus  der  analogen  Gleichung  in  Th.  II, 
Cap.  yni,  §.10  hervor,  indem  man  dieselbe  mit  der  Masse  m  multiplicirt  und 
bedenkt,  dass  (p  co&  a  =  (pt^  also  nifp  cos  a  =  m(pt  =  Ft  ist.  Alles,  was 
dort  über  die  Arbeit  der  Beschleunigung  und  in  den  folgenden  §§  über 
Momente  der  Beschleunigung  gesagt  ist,  gilt  auch  unmittelbar  von  der 
Krafb.  Die  Elementararbeit  einer  Krafb  kann  hiemach  sowohl  als  das  Pro- 
dukt der  Projection  der  Kraft  auf  die  Bichtung  des  Wegelementes  ds  und 
dieses  Wegelementes  selbst,  als  auch  als  das  Produkt  der  Kraft  F  selbst 
und  der  Projection  des  Wegelementes  auf  ihre  Richtung  aufgefasst  werden. 
Die  Elementararbeit  der  Kraft  ist  positiv.  Null  oder  negativ,  je  nachdem 
die  Richtung  von  ds  mit  der  Richtung  von  F  einen  spitzen,  rechten  oder 
stampfen  Winkel  bildet. 

Die  eigenthümliche  Benennung  „lebendige  Kraft"  röhrt  von  Leibnitz  her; 
sie  bat  mit  der  Vorstellung  des  Belebten  nichts  gemein,  auch  ist  es  rathsam,  den 
Gedanken  fem  zu  halten,  als  sei  der  bewegliche  Punkt  der  Sitz  einer  Kraft,  die 
ihn  treibt.  Leibnitz  unterschied  zwischen  todten  und  lebendigen  Kräften;  erstere 
waren  für  ihn  diejenigen,  welche  keine  Bewegung  hervorbringen,  sondern  nur 
Druck  oder  Spannung  ausüben;  letztere  waren  die  Kräfte,  welche  Bewegung  her- 
vorrufen. Die  ersteren  mass  er  durch  die  Intensität,  die  zweiten  durch  die  Arbeit 
oder  durch  die  Aenderung  von  \mv^,  also,  wenn  ursprünglich  keine  Geschwindig- 
keit vorhanden  war,  darch  ^mv'.  Die  Geschichte  der  Mechanik  kennt  einen  hef- 
tigen Streit  über  das  richtige  Maass  der  Kräfte,  geführt  zwischen  Verfechtern  der 
Leibnitz*  sehen  und  d*A  lern  her  tischen  Ansicht  über  diesen  Punkt;  derselbe 
endete  von  selbst,  als  man  die  Benennungen  sorgfältiger  wählte  und  nicht  mehr 
Intensität  und  Arbeit  verwechselte. 

Bezeichnet  man  die  Arbeit  einer  Kraft  F  mit  T,  setzt  man  nämlich: 


j 


Ftds  =  T, 


80    folgt 

Ft  =     -, 
ds 

d.  h.  die  Intensität   der   Tangentialkraft   ist   die    Derivirte    der 
Arbeit  nach  dem  Wege. 
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Setzt  man  den  Antrieb  der  Kraft  F  gleich  «T,  nämlich 

t 

^Ftdt  =  J, 


j 


so  folgt  ^j 

d.  b.  die  Intensität  der  Tangentialkraft  ist  die  Derivirte  des 
Antriebes  nach  der  Zeit. 

Die  Arbeit  einer  Kraft  kann  immer  als  das  Produkt  einer  Intensität 
und  einer  Länge  dargestellt  werden.  Die  Einheit  der  Arbeit  ist  die 
Arbeit  der  Krafteinheit  längs  der  Längeneinheit  in  ihrer  Rich- 
tung. Ist  die  Krafteinheit  das  Kilogramm  und  die  Längeneinheit  das  Meter, 
so  heisst  die  Arbeitseinheit  das  Kilogrammeter. 

Die  hier  erläuterten  Begriffe  lassen  sich  auf  Kräfte  aller  Ordnungen 
ausdehnen.  Construirt  man  nämlich  die  Hodographen  aller  Ordnungen,  in- 
dem man  von  einem  beliebig  annehmbaren  Pole  aus  mit  den  Geschwindig- 
keiten und  den  Beschleunigungen  der  1.,  2.,  3.,  . . .  Ordnung  Radienvectoren 
parallel  zieht  und  die  Endpunkte  zu  continuirlichen  Curven  verbindet,  so 
ist  das  Bogenelement  des  Hodographen  Hn  der  n^^  Ordnung  die  Elementar- 
beschleunigung n*®'  Ordnung  tp^^'^dt  und  wenn  gleichzeitig  mit  dem  Haupt- 
punkte ein  beweglicher  Punkt  den  Hodographen  beschreibt,  9^")  dessen 
Geschwindigkeit  und  parallel  der  Tangente  des  Hodographen  gerichtet.  Die 
Beschleunigung  der  (w  -[-  l)*®"  Ordnung  9^"  r^"  ^^  zerfallt  dann  in  eine  Com- 

ponente  <pt  =  -~ —   längs   der  Tangente   des   Hodographen  und   eine 

dt 

andere  9^^*  +  ^)  in  der  Richtung  der  Hauptnormalen  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte   des    Hodographen    Hn    hin    gerichtet.     Letztere    ist,    wenn 

dsn    den    Contingenzwinkel   von    //„    bedeutet,    q>^         =  9^"^  •  -r^,    oder 

dStt 
wenn  dSn  =  (p^^^dt  das  Bogenelement  und  Qn  =  7-    der  Krümmungshalb- 

messer    von   //«   ist,    (py'^^'=- — —•    Man  kann  daher  auch  die  Kraft 

F^^-\-^)  der  (w  +  1)**^"   Ordnung   zerlegen  in  die    Tangentialkraft  j;(«  +  i) 

=  m —^ —    und    die    Nonnalkraft    1^"      ^  =  w*  -   —    ,    welche   die   Rich- 
dt  Qn 

tungen  der  Tangente  und  Hauptnormalen  der  Curve  //«  besitzen.  Man  er- 
hält daher,  wie  früher 

t 


mif^'l  —  m9.o<"'  =J:B^t'^'^dt 
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und  da  dsn  =  w^^'^dt,  also  -~-  =  9^"'  — - —  ist, 

dt  dSn 

s 

Wenn   man  die  Kraft  2^")  der  w*^**  Ordnung   nach  drei  Coordinaten- 

axen  der  x,  y,  z  zerlegt,  so  ergibt  sich,  d&  Ft    =  m  — — —  =  — 

dt  dt 

ist,  dass  die  Componenten  sind:  F^    =m  ^^  ,  Fy     ==  m  -~,  Fy  =  m—-- 

dt^  dt^  dt*^ 

Die    Intensität    und    die    Bichtungscosinusse   cos  or»,   cos  ß^^   cos  y^  ergeben 

sich  hieraus  als 


cos  ««  cos  ßn  COS  y„  1 

dfT*  ^f«  d^ 

Denkt  man  sich  eine  Curve,  welche  die  Bahn  des  Punktes  an  der  Stelle, 
wo  er  zur  Zeit  t  sich  befindet,  w-punktig  berührt,  so  stimmen  die  «  —  1 
ersten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  beider  überein  und  beginnen  die 
Coordinatendifferenzen  iil  der  Entwicklung  der  Coordinaten  des  Haupt- 
punktes und  eines  Punktes,  welcher  auf  der  berührenden  Curve  mit  jenem 
zugleich  vom  Berührungspunkte  ausgeht  und  eine  Bewegung  besitzt,  für 
welche  die  Beschleunigungen  bis  zur  n  —  1"*®"  Ordnung  den  Beschleu- 
nigungen jenes  gleich  sind  mit 

Hieraus  schliesst  man,  wie  B.  I,  S.  324,  dass  die  Verbindungslinie  beider 
Punkte  die  Richtung  der  Kraft  l^"^  in  der  Grenze  angibt  und  dass,  wenn 
man  die  verschwindend  klein  werdende  Entfernung  beider  mit  d„  (Devia- 
tion ti**'  Ordnung)  bezeichnet, 

-7-" 9^'\       9n  =  l  v'-'dt 

ist. 
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n.  Capitel. 

Aequivalenz  der  Eräftesysteme  am  freien  Funkte.    Aequivalenz  der- 
selben am  Funkte,  welcher  gezwungen  ist,  auf  einer  Curye  oder 

auf  einer  Fläche  zu  bleiben. 

§.  1.    Ein  Kräftesystem  [P],   [P'],   [P"], [P(«)]   an   einem 

freien,  d.  h.  keinen  seine  Beweglichkeit  beschränkenden  Bedin- 
gungen unterworfenen  Punkte  ist  äquivalent  einer  einzigen 
Kraft,  deren  Richtung  durch  den  Punkt  hindurchgeht,  d.h.  es  hat 
eine  Resultante  [M],  Reducirt  sich  dieselbe  auf  Null,  so  ist  das 
System  im  Gleichgewicht.  Denn  von  Seiten  jeder  einzelnen  Kraft  [P^*^] 
erlangt  der  Punkt  eine  bestimmte  Beschleunigung  [9^'^],  welche  nach 
Richtung  und  Sinn  mit  [P^'^]  übereinstimmt.  Das  System  dieser  Be- 
schleunigungen ist  äquivalent  einer  Beschleunigung  [9]  =  2^ [9^'^]  5  es  gibt 
daher  eine  Kraft,  deren  Folge  diese  Beschleunigung  ist,  welche  mithin  durch 
den  Punkt. geht  und  nach  Richtung  und  Sinn  mit  ihr  übereinstimmt.  Sie 
ist  äquivalent  dem  System  der  Kräfte,  weil  aus  ihr  dieselbe  Beschleunigung 
folgt,  wie  aus  ihm.  Das  Streckensystem  der  Kräfte  [P^'^j  ist  ähnlich  dem 
System  der  Beschleunigungen  [9^'^]  und  mit  ihm  ähnlich  liegend.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Resultante  [R]  des  Kräftesystems  die  geometrische 
Summe  der  Kräfte,  nämlich  [Ä]  =  2;[P<*">]  ist. 

Reducirt  sich  [R]  auf  Null,  so  ist  auch  [q)^"^]  Null,  d.  h.  das  Kräfte - 
System  hat  keine  Beschleunigung  des  Punktes  zur  Folge,  es  ist  im  Gleich- 
gewicht. 

§.  2.  Diesem  Satze  reihen  sich  als  Folgerungen  an  (vgl.B.I,  S.  16— 18): 
Die  Resultante  zweier  Kräfte,  deren  Richtungen  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  geht  durch  ihren  Schnittpunkt  und  ist  die 
Diagonale  des  Parallelogramms,  welches  über  den  Strecken, 
welche  die  Kräfte  darstellen,  vom  Schnittpunkte  aus  construirt 
werden  kann.  Fallen  beide  Kräfte  in  dieselbe  Richtung,  so  ist 
ihre  Resultante  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz,  je  nachdem 
sie  übereinstimmenden  oder  entgegengesetzten  Sinnes  sind.  Sind 
sie  entgegengesetzt  gleich,  so  tritt  Gleichgewicht  ein. 

Der  Satz  heisst  der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte.  Es  gibt 
für  denselben  sehr  viele  Beweise.*)  Bei  dem  hier  befolgten  Gange,  nach 
welchem  die  Theorie  der  Kräfte  der  Theorie  der  Beschleunigung  nachfolgt, 
ist  ein  ausführlicher  Beweis  nicht  nöthig. 


*}  Vgl.  Westphal,  J.  H.,   Demonstrationum  compoaitionis  virium  expositio 
de  iisqne  indicium.    Qoettingae,  1817. 


j 
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umgekehrt  kann  jede  Kraft  in  zwei  andere  (Componenten)  zerlegt 
werden,  welche  ihr  zusammen  äquivalent  sind  und  zwar  auf  unendlich 
viele  Arten. 

Die  Resultante  von  drei  Kräften,  deren  Richtungen  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  geht  durch  diesen  Punkt  hindurch  und 
wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch  die  Diagonale  des 
Parallelepipeds  dargestellt,  welches  die  drei  Strecken,  welche 
die  Kräfte  darstellen,  zu  Eckkanten  hat. 

Da  die  Diagonale  eines  Parallelepipeds,  ohne  dass  die  Kanten  ver- 
schwinden, nur  Null  werden  kann,  wenn  die  Eckkanten  in  eine  Ebene 
fallen,  so  folgt,  dass  drei  an  einem  Punkte  wirkende  Kräfte  nur 
dann  im  Gleichgewichte  sich  befinden  können,  wenn  ihre  Rich- 
tungen in  einer  Ebene  liegen.  Im  Falle  des  Gleichgewichtes  ist 
jede  Yon  ihnen  der  Resultanten  der  beiden  übrigen  entgegen- 
gesetzt gleich. 

Zum  Gleichgewichte  von  Kräften,  deren  Richtungen  sich  in 
einem  Punkte  schneiden^  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass 
die  Summe  ihrer  Projectionen  auf  irgend  drei  Axen  des  Raumes 
verschwindet,  von  denen  keine  zwei  parallel  sind  und  welche 
auch  nicht  alle  drei  einer  Ebene  parallel  laufen. 

Behufs  der  analytischen  Bestimmung  der  Resultante  des  Kräftesjstems 
tritt,  hier  B.  I,  S.  16,  §.  8  unmittelbar  ein.  Ebendaselbst  sind  auch  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  desselben  aufgeführt,  nämlich  2^X  =  0, 
£T=0,  2Z  =  0. 

§.  3.  Ist  der  Angriffspunkt  der  Kräfte  P  genöthigt,  auf 
einer  Curve  zu  bleiben,  so  kann  er  als  frei  betrachtet  werden,  sobald 
der  Widerstand  der  Curve  den  Kräften  P  hinzugefügt  wird.  Derselbe  zer- 
fällt in  zwei  Componenten,  den  Normalwiderstand  N  und  den  tangentialen 
Widerstand  oder  die  Reibung.  Die  Reibung  ist  proportional  N  und  wird, 
wenn  f  den  Reibungscoefficienten  darstellt,  durch  fN  ausgedrückt.  Zer- 
legt man  die  Resultante  R  der  gegebenen  Kräfte  P  in  zwei  Componenten, 
von  denen  die  eine  normal,  die  andere  tangential  zur  Curve  ist,  und  be- 
zeichnet mit  d-  den  Winkel,  welchen  R  mit  seiner  Normalcomponente  bildet, 
so  sind  R  coed-  und  R  siad^  diese  beiden  Componenten.  Von  diesen  stellt 
die  erstere  den  Druck  auf  die  Curve  dar  und  wird  durch  den  Normal- 
widerstand N  getilgt,  während  die  andere  sich  mit  der  Reibung  fN  zu- 
sammensetzt. Die  Reibung  ist  stets  der  tangentiellen  Componente  i?  sin  <& 
entgegengesetzt.  So  lange  i?  sin  <&  <  fN  also  i?  sin  <&  —  fN  <  0  ist, 
kann  eine  tangentiale  Beschleunigung  nicht  erfolgen  und  findet  daher  Gleich- 
gewicht statt.  Die  äusserste  Grenze  dieses  Gleichgewichts  wird  erreicht, 
wenn  Jß  sin  ^  <»  Z*^  oder  also  E  sin  <&  —  fN  =  0  ist.    Da  nun  zugleich 

SoBSLi«,  Kaehanik.    n.  2 
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E  cos  O  =  ^  ist,  so  folgt,  dass  bei  derselben  Intensität  von  22,  diese  Grenze 
erreicht  wird,  wenn  tg -^  =  /*,  d.  h.  wenn  R  gegen  die  Normalebene  unter 
einem  Winkel  geneigt  ist,  dessen  Tangente  gleich  dem  Beibungscoefficienten 
ist.  Es  findet  daher  Gleichgewicht  statt,  wenn  R  sind-  —  fN  <J  0  ist. 
Da  die  Reibung  der  Componenten  R  sin  d'  entgegengesetzt  ist,  so  hängt 
ihr  Sinn  von  dem  Sinne  dieser  Componenten  ab.  Je  nachdem  i?  sin  O  in 
der  Richtung  der  Tangente  den  einen  oder  andern  Sinn  hat,  ist  daher  an 
der  äussersten  Grenze  des  Gleichgewichts  R  sind-  —  fN  =  0  oder  i2  sin  O 
-j-fN=0. 

um  den  Punkt  zu  nöthigen,  auf  der  Curve  zu  bleiben,  kann  man  die 
Curve  als  eine  unendlich  enge  Röhre  ansehen,  innerhalb  welcher  er  sich 
befindet. 

Hinsichtlich  der  Kräfte,  welche  am  Punkte  angreifen,  sind  folgende 
Untersuchungen  zu  führen:  1.  Die  Lage  des  Punktes  auf  der  Curve  ist 
gegeben,  das  Kräftesystem  ist  vollständig  bestimmt,  man  soll  entscheiden, 
ob  dasselbe  in  Verbindung  mit  dem  Widerstände  der  Curve  im  Gleich- 
gewichte ist,  oder  nicht  und  2.  Die  Lage  des  Punktes  auf  der  Curve  soll 
so  bestimmt  werden,  dass  ein  Kräftesystem,  dessen  Natur  für  jede  solche 
Lage  bestimmt  werden  kann,  ins  Gleichgewicht  kommt.  In  beiden  Fällen 
wollen  wir  die  einfachere  Aufgabe,  dass  nämlich  die  Reibung  Null,  also 
die  Curve  glatt  sei;  von  der  complicirteren  trennen,  dass  Reibimg  stattfinde. 

§.  4.  Sind  Xf  F,  Z  die  Componenten  einer  der  Kräfte  P,  iVr,  Nyj  Nz 
die  des  Normal  Widerstandes  JV,  so  müssen  im  Falle,  dass  keine  Reibung 
stattfindet,  für  das  Gleichgewicht  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

2:x  +  jy^  =  o,    2;r+ JVy=o,    2:z  +  jv,  =  o, 

zu  welchen  noch  die  Gleichungen  der  Curve  hinzutreten,  nämlich: 

worin  t  die  unabhängige  Variabele  ist,  von  welcher  die  Lage  des  Punktes 
(xyz)  auf  der  Curve  abhängt.  Da  N  senkrecht  zur  Tangente  ist,  so*  be- 
steht die  weitere  Bedingung 

N:,x  -{-Nyp  +N,e=0, 

wo    X  =  -j-,    y  =  -j-,    «'  «=  37  gesetzt  ist.    Eliminirt  man  Nr,  Ny,  iV,, 
dt  dt  dt 

so  folgt 

xZX  +  yZY  +  ßZZ  =  0 

als  die  vom  Widerstände  unabhängige  Bedingung  des  Gleichgewichtes  der 
gegebenen  Kräfte  P.  Sie  drückt  aus,  dass  die  Resultante  derselben  normal 
zur  Curve  sein  müsse.  Ist  sie  erfüllt  an  einer  Stelle  (x^  y,  z),  so  ergibt 
sich   für   den    Widerstand   if,  ==  —  ^X,   Ny  =  —  2Y^  N,  =  —  EZ, 
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zx 

ST 

zz 

u- 

u; 

u: 

K 

y'y 

r. 

^*  ==  ^J  +  ^y  +  ^*   ^^^  ^io  Richtung  (a,  /3,  y)  desselben:  cos  a  =  iV,  :  ^, 
cos  /3  =  iVy  :  ^,  cos  y  =  N:  :  N. 

Sind  CT  =  0,   7  =  0  die  Gleichungen  der  Curve,  wo  ü,  V  Functionen 
von  x^  y^  z  sind,  so  genügen  x\  y\  z   den  Gleichungen 

xU',  +  yU'y  +  zU',  =  0, 

xr,  +  yv;  +  zv:  =  o, 

welche  mit 

x2:X  +  yZY  +  zZZ  =  0 

die  Gleiohgewichtsbedingung  unter  der  Form 


=  0 


liefern. 

Ist  nicht  die  Stelle  (x,  t/,  z)  der  Curve,  sind  dagegen  die  Kräfte  als 
Functionen  des  Ortes  gegeben,  so  gibt  die  Gleichgewichtsbedingung  in  der 
ersten  Form  die  Werthe  von  t  für  die  Punkte  der  Curve,  an  welchen  das 
Gleichgewicht  der  Kräfte  möglich  ist;  in  der  zweiten  Form  stellt  sie  die 
Gleichung  einer  Fläche  dar,  welche  die  Curve  in  den  Punkten  schneidet, 
in  welchen  das  Gleichgewicht  eintreten  kann. 

Beispiele.  1.  Für  einen  schweren  Punkt  ist,  bei  verticaler  ^-Aze,  positiv 
nach  oben  gerichtet:  £X  =-  2Y  =  0,  £Z  =  —  mg;  N»  =^  Ny  =^  0,  Nm  =»  mg, 
daher  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  in  der  ersten  Form  r'=>0,  d.  h.  die 
Stellen  der  Curve,  an  welchen  das  Gleichgewicht  für  die  Schwere  möglich  ist, 
sind  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Curve.  In  der  zweiten  Form  ist  die 
Bedingung 

0      0    -mg  ^.     ^, 

=  0. 

2.   Für  den  schweren  Punkt  auf  der  Schnittearve  des  Ellipsoids 

U 


0       0 

—  mg 

ü'     V 

^x    ^  y 

^, 

=  0     d.  h. 

X         y 

VL    V 

'  X     '  y 

n 

X        y 

a''  ^  &*  ^  c» 


0 


mit  der  Kugel    V  :~  a;*  +  y'  +  xf*  —  r*  =-  0  wird  die  Bedingung  a;y  =.  0,  also 
a;  =a  0  oder  y  »  0.    Das  Gleichgewicht  ist  demnach  in  8  Punkten  möglich. 

3.   Ebenso  für  die  Curve  ^  +  r«  +  "i  —  ^  —  0,  - ■  +  ^  +  ~  —  \  =.  o 
(Polodie). 

§.  5.  Für  den  Fall,    dass  Reibung  fN  stattfindet,  hat  man  für  deren 
Componenten,   da  sie  in   die  Richtung  der   Tangente   fällt   imd   doppelten 

Sinn  haben  kann  +  fN^,  +  fN%  +  fN  ^,  wo  ^,   %   ^  die 

da  ds  ds  ds     ds     ds 

Bichtungscosinusse  der  Tangente  darstellen.    Fügt  man  diese  Componenten 

den  übrigen  hinzu,  so  hat  man  als  Gleichgewichtsbedingungen 

8* 
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x'N,  +  y'Ny  +  /JV.  =  0, 

a7  =  9>(0.   y  =  ^(0'   «  =  ^(0  oder  ü'=0,   7=0. 


=0, 


um  den  Widerstand  und  seine  Componenten  zu  eliminiren,  ziehen  wir  ans 
den  drei  ersten  Gleichungen 


ÜY  ZZ 

dy    dz 
ds    ds 



Ny      N, 

dy  dz 
ds  ds 

» 

HZ  HXi 

dz     dx    =»  — 
ds     ds 

da  dx 
ds  ds 

m 

ZX  2Y\ 

dx    dy  ]=  — 

ds    ds  ' 

i 

und  hieraus  durch  Qnadriren  und  Addiren  mit  Rücksicht  auf 

dx    .    ^j  dy    .    ,^  dz 
ds 


dx  dy 
ds  ds 


{£Xy  +  {£Yf  +  {ZZY  =  i?«  und  iV;,  ^  +  JVy  ^  +  N, 


ds 


=  0 


--( 


SX'  ^  +  ZY'  -^ 
ds  ds 


+ ^^-  f)'  -  "'■' 


andererseits    ergibt   sich   durch   Multiplication   derselben   drei   GleichuDgen 
dx     d^     dz 


mit 


ds^   ds^  ds 


nach  ihrer  Addition: 


2X.^  +  2T.^  +  £Z.^^  +  fN. 
ds  ds  ds        — 

Beide  Gleichungen  liefern  nach  Elimination  von  N  die  gesuchte  Gleich 
gewichtsbedingung 

f 


ds  ds  ds 


+ 


Vi  +  f 


'B, 


zu  welcher  noch  hinzutreten 


rf  dx 
ds 


./   dy 
ds 


c^x3T+  Uy  ^  +  u: 


,  dz 


ds 


,/  dx 
ds 


„   dy 
ds 


KTr+  n  5t  +  y^  ^ 


,  dz 
ds 


=  0, 


0. 


Ist  diese  Bedingung   an  einer  Stelle  (o;,  y^  z)  erflillt,  so  folgen  N^, 

Nyf  Nt  und  N  nebst  dessen  Richtungen  aus  den  vorstehenden  Gleichungen. 

dx    dy    dz 
Ist  die  Stelle  x^  y,  z  nicht  gegeben,  so  fuhrt  die  Elimination  von  "T"»  X"'  TT 

uS      Ol  S      (IS 

zu  der  Gleichung  einer  Fläche,  welche  auf  der  Curve  die  äussersten  Grenzen 
derjenigen  Bereiche  bezeichnet,  innerhalb  welcher  die  Punkte  liegen,  in 
denen  Gleichgewicht  stattfinden  kann.  Durch  Auflösung  der  Gleichungen 
nach  diesen  Grössen  findet  sich  nftmlich,  wenn 


fl 
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ZX  2T  SZ 

V,        V'y         U', 

y,  y'y  r. 

gesetzt  wird, 


,  *.= 

7;  7; 

>      *2 

1      ^S 

7;  7; 

ds  ""  — yi  +  z* 

^    dz 
d$ 


Rdi,     A 


dy       ,        f 


1/1  +  /^ 


Bö 


2' 


/(fa;\*   .    /dw\*    .    {dz 
und  schliesslich  also  wegen  \-t-)   +  It~ )     1    l  j~ 


8 


1: 


r 


als  die  gesuchte  Gleichung.  Für  /*  =  0  reducirt  sie  sich  auf  ^  =  0,  wie 
§.  4.  Die  Punkte,  welche  J  =  0  auf  der  Curve  bezeichnet,  gehören  den 
Gleichgewichtsbereichen  an.  Sie  besteht  auch  noch  fort,  wenn  f  von  Punkt 
zu  Punkt  auf  der  Curve  veränderlich,  aber  als  Function  des  Ortes  be- 
kannt ist. 

Beispiele.  1.  Für  den  schweren  Punkt  ist  ZX==2Y^0,  ZZ^E== — mg, 
als  -J  «  —  mg  (Ü'^V  ^  ^^)»  °^i*^i^  ^i®  Gleichung  der  Flache,  welche  auf 
der  Curve  die  äussersten  Grenzlagen  für  das  Gleichgewicht  bestimmt, 

(FJy  -  u'yKY  -  r  [(^;f;  -  ir^r^y  +  (^;f;  -  ir^r,y]  -  o. 

2.  Für  die  Polodie 


X 


y' 


y' 


z' 


^=^^  +  f«  + -1-1  =  0.    F:^ -:~  +  ^  +  ~  - -^«0 
a*    *    b*    *    c*  '  a*    '    6*     '    c*        p* 

wird  diese  Fläche  der  Kegel  4.  Grades 


-b*\ 


)  ^'y'  -  f  [(-6-/)'^'^'  +  (wT  ^•*']  =  '• 


£r  bezeichnet  auf  der  Curve  8  Paar  Punkte,  für  welche  die  8  Punkte,   welche 
Gleichgewichtslagen  ohne  Reibung  sind,  in  die  Mitten  der  Paare  fallen. 

§.  6.  Ist  der  Angriffspunkt  der  Kräfte  P  genöthigt,  auf  einer  Fläche 
zu  bleiben,  so  kann  derselbe  nach  Einführung  des  Widerstandes  der  Fläche 
als  frei  angesehen  werden.  Dieser  Widerstand  kann  in  zwei  Componenten 
zerlegt  werden,  von  denen  die  eine,  der  Normalwiderstand  N,  in  die  Nor- 
male der  Fläche  fällt,  während  die  andere,  die  Reibung  fN^  der  Tangenten- 
ebene der  Fläche  angehört.  Zerlegen  wir  ebenso  die  Resultante  B  der 
gegebenen  Kräfte  P  in  eine  normale  Componente  B  cos  %^  und  eine  in  die 
Tangentenebene  fallende  Componente  B  sin  ^,  wo  <&  den  Winkel  zwischen 
B  und  der  Normalen  der  Fläche  bedeutet,  so  wird  E  cos  d  von  N  getilgt, 
d.  h.  es  ist  JR  cos  0  ■»  ^,  während  die  Reibung  fN  der  tangentiellen  Kraft 
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R  sin  Q'  entgegenwirkt.  So  lange  letztere  kleiner  als  die  Reibung  ist,  er- 
folgt keine  Beschleunigung  und  findet  Gleichgewicht  statt.  An  der  ausser- 
sten  Grenze  ist  B  sin  -^  —  fN  =  0  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  und 
folglich  ig  ^  =  f.  Allgemein  ist  1?  sin  O  —  fN  <  0  die  Bedingung  des 
Gleichgewichtes.  Dasselbe  findet  statt,  so  lange  die  Bichtung  von  R  nicht 
in  den  Aussenraum  eines  mit  der  halben  Oeflhung  O  um  die  Normale  der 
Fläche  beschriebenen  Rotationskegels  Mit. 

Man  kann  den  Zwang  des  Punktes  auf  der  Fläche  verdeutlichen,  in- 
dem man  die  Fläche  als  eine  Doppelschale  von  unendlich  kleiner  Dicke 
denkt,  zwischen  deren  Aussen-  und  Innenfläche  der  Punkt  sich  befindet. 
Ist  R  cos  d-  nach  Aussen  gerichtet,  so  wirkt  N  nach  Innen  und  umgekehrt. 
Auch  genügt  es,  den  Punkt  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  der  (ein- 
fach gedachten)  Fläche  liegend  anzunehmen,  je  nachdem  12  cos  O  nach  der 
einen  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite  gerichtet  ist. 

Ist  die  Reibung  Null,  so  verlangt  das  Gleichgewicht  in  Bezug  auf 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem: 

2:X  +  iV,  =  0,     ZY  +  Ny  =  0,     i:Z  +  N,=='  0; 

woraus  folgt 

HX       ÜY  _SZ 

und  wenn  U  =  0  die  Gleichimg  der  Fläche  ist,  so  bestehen  weiter,  weil 
N  die  Richtung  der  Normalen  hat,  die  Gleichungen: 

^^^^^z_^ ^ 

Aus  beiden  Proportionalitäten  folgen  durch  Elimination  der  Widerstands- 
componenten  Nx,  iVy,  Ngi 

£X       £Y  _  ZZ 

als  die  beiden  Gleichgewichtsbedingungen,  welche  die  gegebenen  Kräfte  P 
erfüllen  müssen.  Sie  drücken  aus,  dass  die  Resultante  R  die  Richtung 
der  Flächennormale  besitzen  *muss.  Sind  sie  erfüllt,  so  ist  Nx  =^  —  ^X, 
Ny  =  —  £Yf  Ng^=^  —  UZ  u.  s.  w.  Man  kann  diese  beiden  Bedingungen 
durch  die  eine  ersetzen,  welche  sich  jeden  Augenblick  in  sie  spalten  lässt: 


ZY  2Z 

Uy  IK 


s 


+ 


u'.  c^;  "*'  i  f/-;  u'y 


2 


=  0 


oder 

R^{Ux*+  Uy^+  u:^)  —  {zX'  Ux  +  sY'  üy  +  zZ'  u:y  =  o. 

Ist  der  Punkt  x^  t/,  z  nicht  gegeben,  sondern  werden  die  Gleichgewichta- 
lagen  desselben  gesucht,  so  stellen  die  beiden  Bedingungen  die  Gleichungen 


III.  Th«,  Gap.  II,  §.  7.     Kräfte  am  Punkt,  der  auf  eine  Fläche  gezwungen  ist. 


23 


einer  Curve  dar,   welche  die  Fläche  in  den  gesachten  Lagen  des  Punktes 

schneidet. 

Beispiele.  1.  Für  einen  schweren  Punkt  ist  27X  =  27F=0,  £Z:=  —  mg, 
mithin   ü;;»  +  ?7^*  =  0,   d.  h.  t/^;  =•  0   und    ^7^  =  0.    Das  Gleichgewicht  findet 

daher  an  den  höchsten  und  tiefsten  Stellen  der  Fläche  statt. 

2.  Das  Oyal  r  a.  2  a  cos^  <&  rotire  um  seine  horizontal  gedachte  Aze.  In 
Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  x  •  Axe  diese  Linie,  dessen 
y-Axe  gleichfalls  horizontal  und  dessen  z-kxe  vertikal  ist,  wird  für  irgend  einen 
Meridian  cos  <&  =s  o; :  r,  also  die  Gleichung  der  Rotationdfläche 

U  -  («»  +  t/>  +  z*y  —  2aa:3  =  0 
und  folgt  für  die  Gleichgewichtslagen  des  schweren  Punktes  auf  der  Fläche 

U'  :-.z  4  (ä«  +  y*  +  z^)x-'  6ax^  =  0,     f/^  =  4  {x*  +  V^  +  z*)  y  ^  0, 

9 
woraus  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  Fläche  folgt  x  ^=  ---  a,  t/  =»  0. 

§.  7.  Für  den  Fall,  dass  auf  der  Fläche  Reibung  fN  stattfindet,  sind 
die  Bedingongen  des  Gleichgewichtes  mit  Rücksicht  auf  den  doppelten 
Sinn  der  Reibung 


nebst 

U=0,  U;,dx-{-U;d!i-i-üldz  =  0,  §  =  §  = 


0,  i:Z-\-N,-ffN'^^0 

as 


N, 


N 


u:     u',     u',    yu'^¥+-jj'%^jj'i 

Multiplicirt  man  die  drei  ersten  Gleichungen  mit  Z/^,   ü'y,   ü'z,  addirt  sie 

(dx  du  d  *\ 

ü'x- — f-  Uy  - — |-  ü's  -  "^ )  =  0   ist  vermöge  der 

Differentialgleichung  der  Fläche,  so  bleibt 

Die  Proportionalitäten  zwischen  Nx,  iVy,  N,,  U'x,   Uy,   TJ[  aber  liefern 

Nxü'x  +  n,jü;  +  N,u:  =  nYijT+~tj^~+1j?\ 

daher  wird  diese  Gleichung 

ZX  'Ux+  2Y'Uy  +  £Z'U',  +  N^üx^  +  üy""  +~f7?  -=  0.    (l) 

Andererseits  erhält  man  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  durch  Elimination 
von  Nxy  Nyj  JV,  mit  Rücksicht  auf  dieselben  Proportionalitäten,  welche 
NyU,  —  Nfüy  =  0,  ...  geben: 


=  +fN 


ZY  2Z 

dy   de 

ZZ  SX 

U'y      V, 

\-fN 

ds    ds 

> 

u:  u: 

de 
ds 

dx 
ds 

u: 

Ux 

ZX  2Y 

v,  u' 


=  ±/2V 


dx 

dy 

ds 

ds 

ü-x 

u; 
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oder,  indem  man  quadrirt  und  addirt,  wegen  R*  =  {2^*  -\-  (^T)*  +  (^2)*: 
R*  iU'*  +  U'y*  +  U',^)  -{£X-U'^  +  SY-U'y  +  SZ'  U'.)* 

=  f*N*  iU'*  +  U'y*  +  U'.").  (2) 

Die  Combination  von  (l)  und  (2)  behufs  Elimination  von  N  liefert  schliesslich 
R\U',^+U',^+V',^)^{l+f^){2:X'K  +  2:Y'üy  +  ZZ'U',f^0     (3) 

als  die  von  den  gegebenen  Kräften  P  behufs  des  Gleichgewichts  unabh&ngig 
vom  Widerstände  zu  erftillende  Bedingung.  Sie  drückt  nichts  anderes  aus, 
als  dass  die  Tangente  der  Neigung  <&  der  Resultante  R  gegen  die  FlSchen- 

normale  gleich  /*,  oder  also  cos  0  =  1  :  (l  +  /**)     sei.     Denn  aus  ihr  folgt 

£&  sind  aber  UXiR^  2Y:R^  ZZ :  R  die  Richtungscosinusse  der  Resol- 
tante  R  und  U^  :  Wy  Uy-.W,  UliW  die  der  Normalen  und  stellt  mithin 
die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in  der  That  cos  d-  dar. 

Für  /*  =  0  geht  die  Gleichgewichtsbedingung  in  die  Gleichung  des 
§.  6.  über.  Sie  bezeichnet  auf  der  gegebenen  Fläche  die  Gleichgewichte- 
bereiche, dieselben  enthalten  die  Pimkte  des  §.  6,  in  welchen  Gleichgewicht 
ohne  Reibung  stattfindet. 

Beispiel.   Für  den  schweren  Punkt  ist  ZX  =»  ZY  =  0,  ZZ  =  Ä=»—  mg^ 

mithin  stellt 

fn'g'  ( ^7  +  ^:/  +  ^?)  -  (1  +  P) '  ^^'9'  \  ^':'  =  0  oder  U^'  +  T;«  -  fW^'  -  0 

die  Fläche  dar,  welche  auf  der  gegebenen  Fläche  ü  =^  0  die  Bereiche  bezeichnet, 
innerhalb  welcher  Gleichgewicht  möglich  ist. 

§.8.  Im  Vorstehenden  wurde  der  ReibungscoefQcient  als  constant  für 
die  ganze  Fläche  angenommen.  Ist  derselbe  veränderlich,  eine  Function 
von  zweien  der  Coordinaten  x,  y,  z^  so  bleiben  die  Betrachtungen  unge- 
ändert,  die  Gleichung  der  Fläche  (3)  wird  aber  complicirter.  So  kann 
man  z.  B.  annehmen,  es  sei  f  längs  gewisser  Linien  auf  der  Fläche  constant, 
aber  von  Linie  zu  Linie  variabel  Für  solche  Untersuchungen  würde  es 
sich  empfehlen,  die  Punkte  der  Fläche  17  =  0  durch  drei  Gleichungen 
^  ^^  ^(w»*')»  y  =  '*/^(w,v),  z  =  lS5{u^v)  als  Functionen  von  zwei  veränder- 
lichen Parametern  u,  v  darzustellen. 

Das  zu  behandelnde  Gleichungssystem  ist  dann 


ZX  +  N^-\-  fN^  =  0,  i:Y+Ny+fN^  =  0, 


2Z  +  N.'+fN'^  =  0, 

as 
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dx  =--du  +  —  dVy    dy  =  --du  +  —dv,    dz  =  —  du+--dv, 
du  ov  du  cv  du  cv 

wovon    die   Gleichang   der    dritten    Zeile    die   Recbtwinkligkeit   des   Nor- 
malwiderstandes N  gegen  die  Fläche  ausdrückt.    Multiplicirt  man  die  Glei- 

,.  dx     dy      dz 


chungen  der  ersten  Zeile  mit  -— , 


ds '    ds'    ds 


und  addirt  sie,  so  kommt 


ds  ds  ds 

dy 
multiplicirt  man  aber  die  dritte  derselben  Gleichungen  mit  — ,   die  zweite 

ds 

dz 
mit  —  und  subtrabirt  sie,  so  folgt,  wenn  die  analogen  Operationen  mit 

den  beiden  andern  Gleichungspaaren  ebenfalls  ausgeführt  werden: 


ZU  2Z 

NyN. 

HZ  zx 

N^N:, 

dy  dz 

:    

dy  dz 

1 

dz    dx 

=  — 

dz  dx 

» 

ds   ds 

ds  ds 

ds     ds 

ds  ds 

ZXZY 

N^Ny 

• 

c 
c 

Ix    dy 
Is     ds 

' 

dx  d, 
ds  d 

y 

s 

• 

ds^  ds^  ds) 


Hieraus  ergibt  sich  weiter,,  ähnlich  wie  oben  §.  7: 

und  beide  Resultate  führen  durch  Elimination  von  "N  zu  der  Gleichung: 
/^Ä«- (1  +/^)(^X. 


^ZY-^  +  ZZ'-j   =0. 
ds  ds  ds/ 


In  dieser  Gleichung  sind  noch  -r-,    -f-.    ■—  durch  -zr  (tt- du  + -z- dv] , 

®  ds'    ds^    ds  ds\du  ^    dv      /' 

u.  s.  w.,  sowie  ds  selbst  auszudrücken.     Setzt  man  nach  der  üblichen  Be- 
zeichnungsweise 

\duJ  "•"  \du/  ~^  \du)  '     dudv'^  du  dv  "^  dudv 


©'+©■+©'-"■ 


80  wird 


d^  =  Edu*  +  2Fdudv  +  Odv^ 
und  hiermit  die  Gleichung 
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(dx 


f  ü"  -  (1 + /■■)  j- 


^du  cv      f 


=  0. 


Edu^  +  2  Fdudv  +  Gdv^ 

Diese  Gleichung  in  u,  t;  drückt  eine  Curve  auf  der  Fläche  aus,  welche  die 
Gleichgewichtsbereiche  ftlr  die  Reibung  begrenzt. 


III.  Capitel. 

Aequivalenz  der  Kräftesysteme  am  freien  unveränderlichen 

Punktsysteme. 

§.  1.  Ein  Kräftesystem,  welches  an  einem  freien,  d.  h.  keinen  Be- 
schränkungen seiner  Beweglichkeit  unterworfenen  Punktsystem  angreift,  ist 
ein  Streckensystem,  auf  welches  unter  einer  gewissen  Voraussetzung  die 
im  ersten  Bande  Cap.  I  bis  V  entwickelte  Streckentheorie  Anwendung  findet. 
Diese  Voraussetzung  ist  die,  dass  jede  Kraft  auf  ihrer  Eichtungslinie  ver- 
legt werden,  d.  h.  dass  jeder  Punkt  ihrer  Richtungslinie  als  ilir  Angriffs- 
punkt gelten  kann,  welcher  dem  System  angehört.     Dieselbe  kommt  auf 

die  andere  zurück,  dass  zwei  entgegengesetzt 
^  /*  /    "^ ,  ^   X        gleiche    Kräfte    in    derselben    Richtungslinie 

^  ^  äquivalent  Null    sind,    mögen   ihre  Angriffs- 

punkte zusammenfallen  oder  von  einander  ver- 
schieden sein.  Denn  ist  A  der  Angriffspunkt  der  J^raft  P,  so  kann  jeder 
Punkt  B  ihrer  Richtungslinie  als  Angriffspunkt  zweier  entgegengesetzt 
gleicher  Kräfte  P  und  —  P  derselben  Richtung  angesehen  werden,  deren  Zu- 
fügung  die  Wirkung  von  P  an  -4  nicht  ändert,  indem  sie  dem  Punkte  B 
gleiche  und  entgegengesetzte  Beschleunigungen  ertheilen.  Es  ist  mithin 
P  an  .^  äquivalent  dem  System  der  drei  Kräfte,  d.  h.  äquivalent  der  Kraft  P 
an  B  und  den  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Kräften  P  und  —  P,  welche 
an  A  und  B  angreifen.  «Es  ist  daher  P  an  ^  äquivalent  P  an  ^,  sobald 
diese  beiden  Kräfte  zusammen  äquivalent  Null  sind. 

Indem  wir  diese  Voraussetzung  zulassen,  erlangen  wir  die  Berechtigung  der 
Anwendung  der  Streckentheorie  auf  die  Kräfte.  Denn  die  zweite  Voraussetzung, 
auf  welcher  diese  Theorie  beruhte,  nämlich  dass  Strecken,  deren  Richtungslinien 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  ihrer  Resultanten,  d.  h.  ihrer  durch  den  Schnitt- 
punkt gehenden  geometrischen  Summe  äquivalent  sind,  ist  für  Kräfte  erfüllt, 
sobald  sie  an  ihren  Schnittpunkt  verlegbar  sind  (Cap.  11,  §.  1). 
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An  einen  Punkt  ausserhalb  ihrer  Richtungslinie  ist  eine  Kraft  gleich- 
falls verlegbar,  jedoch  unter  Zufttgung  eines  Kr&fte- 
paares.  Denn  liegt  B  (Fig.  2)  nicht  auf  der  Rich- 
tungslinie der  an  Ä  angreifenden  Kraft  P,  so  ist  P  an 
Ä  äquivalent  P  an  5  in  Verbindung  mit  dem  Paare 
p.    g  (^p^^P)^  dessen  Seitenkrftfte  durch  Ä  und  B  gehen. 

Das   Moment  dieses   Paares   wird  Null,   sobald   die 

Richtungslinie  von  P  durch  B  geht. 

§.  2.  Die  Aequivalenz  der  Kräfte,  deren  Richtungen  sich  in  einem 
Punkte  des  Systems  schneiden,  die  der  Parallelkräfbe,  sowie  die  der  Krfifte- 
paare  einschliesslich  der  Bedingungen  ihres  Gleichgewichts  sind  durch  den 
Inhalt  der  Capp.  I  und  II  des  ersten  Theiles  in  B.  1  erledigt.  Ebenso  enthält 
Cap.  in  dortselbst  alles,  was  die  Aequivalenz  und  das  Gleichgewicht  ebener 
Kräfkesysteme  betrifft;  desgleichen  gilt  die  Cap.  IV  entwickelte  Theorie 
unmittelbar  für  die  Aequivalenz  und  das  Gleichgewicht  räumlicher  Kräfte- 
systeme. Das  V.  Cap.  endlich  zeigt,  dass  mit  jedem  Kräftesystem  ein 
bestimmter  Liniencomplex  verbunden  ist,  dessen  Stralen  die  doppelt  con- 
jugirten  Geraden  eines  Nullsystems  sind. 

Das  Kräftesystem  ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  sich  kreuzenden 
Ejräften  äquivalent,  deren  Richtungen  coi^ugirte  Gerade  des  Nullsystems  sind. 
Die  Pyramide,  welche  zu  Gegenkanten  die  beiden  Kräfte  hat,  ist  für  alle 
solche  Aequivalenzen  von  constantem  Volumen.  Somoff  nennt  sie  die 
Invariante  des  Kräftesystems.  Das  Kräftesystem  ist  auf  unzählige  Arten 
einer  Resultanten  und  einem  resultirenden  Paare  äquivalent.  Die  Rich- 
tungslinien der  Resultanten  aller  dieser  Aequivalenzen  bilden  einen  Parallel- 
stralenbündel;  die  Richtungen  der  Axenmomente  der  resultirenden  Paare 
wechseln  von  Stral  zu  Stral  dieses  Bündels;  für  die  Centralaxe  des  Com- 
plexes,  welche  dem  Bündel  angehört,  wird  das  Axenmoment  der  Resul- 
tanten parallel  und  zugleich  ein  Minimum,  u.  s.  w.  Alle  Lehren  des  Cap.  V 
im  I.  Bande  gelten  unmittelbar  für  Kräfte,  sobald  sie  durch  Strecken  dar- 
gestellt sind.  Wir  fügen  den  dortigen  Betrachtungen  einige  weitere  hinzu, 
beziehen  dieselben  aber  vorzugsweise  auf  Kräfte.  Ihre  kinematischen  Analoga 
sind  leicht  aufzustellen. 

§.  3.  Es  sei  £  ein  System  von  Kräften  P^^  P^^ ...  Pu^  -"  und  £'  ein 
anderes  von  Kräften  Qi,  $2)  ••  •  Qvi  •  •  •  Man  reducire  beide  für  denselben  Punkt  0, 
das  erstere  auf  (i?,  (r),  das  zweite  auf  (i?',  G')  und  stelle  G  in  der  zu 
ihm  in  0  senkrechten  Ebene  durch  das  Kräftepaar  (JP,  —  F)  dar,  dessen 
Seitenkraft  F  durch  0  gehe;  ebenso  G'  durch  das  Paar  (1^,  —  F') 
von  gleicher  Beschaffenheit,  wobei  F*  und  F  in  der  Durchschnittslinie  der 
beiden  auf  G  und  G'  senkrechten  Ebenen  angenommen  werden  sollen.  Dann 
ist  die  Summe  aller  Pyramiden,  welche  Q^  mit  den  Kräften  P^ ,  P,, . . .  P^, . . . 
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als  Gegenkanten  bildet  nach  Bd.  I,  I.  Th.,  Cap.  V,  §.  1,  S.  58  gleich  der  Summe 
der  Pyramiden,  welche  Q^  mit  R,  mit  F  und  mit  —  F  bildet.  Ebenso 
ist  die  Summe  der  Pyramiden^  welche  Q^  mit  P^,  Pj, . . . .  P», . . .  bildet, 
gleich  der  Pyramidensumme  von  Q^  mit  i?,  F  und  —  F  n.  s.  w.  Daher 
ist  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  die  Krftfte  Qp  des  Systems  £'  ein- 
zeln mit  den  Kräften  des  Systems  £  bilden,  gleich  der  Summe  der  Pyra- 
miden, welche  diese  Kräfte  Q^  mit  B,  F,  —  F  bilden.  Die  Pyramidensumme, 
welche  die  Kräfte  Q^  mit  B  bilden  ist  aber,  gleich  der  Pyramidensumme, 
welche  B>,  F',  — F'  mit  B  bilden;  ebenso  ist  die  Pyramidensumme  der 
Kräfte  Qp  mit  F  gleich  der  von  iJ',  F',  —  F'  mit  F  gebildeten;  desgleichen 
die  von  den  Qp  mit  —  F  gebildete  gleich  der  von  B\  F\  —  F'  mit  —  F 
gebildeten.  Hiermit  erhält  man  für  die  Pyramidensumme  aller  P«  mit 
allen  Qp  die  neun  Pyramiden,  welche  Ä,  -F,  —  F  und  B\  F'^  —  F'  mit  einander 
bilden,  nämlich,  wenn  allgemein  (C^,  F)  eine  Pyramide  bedeutet,  welche 
U  und   V  zu  Gegenkanten  hat: 

(ü,  iT),  {F,  2r),  (-  F,  IS) 
(R,  F'),  (F,  JO.  (-  F,  F-) 
(Ä,  -20,  {F,-F'),    (-  F,  -  F') 

Von  diesen  neun  Pyramiden  verschwinden  (U,  iJ'),  (2^,  BT)^  (iJ,  F^  und 
(jP,  F'),  weil  ihre  Gegenkanten  sich  in  0  schneiden  und  ( — F,  F'), 
{Fy—F')^  ( — F^—F^^  weil  ihre  Gegenkanten  parallel  laufen.  Es 
bleiben  daher  blos  (i?, — F^  und  ( — F^B^),  deren  sechsfache  Volumina 
BG'  cos  (BG")  und  12' G  cos  {B' G)  sind.  Man  hat  daher  für  die  Momenten- 
summe beider  Kräftesysteme  ^,  ^'  in  Bezug  auf  einander,  wie 
wir  die  hier  gebildete  Pyramidensumme  Z2  Pyr,  (P«,  Qp)  nennen  wollen: 

^Z2Vyr.{Pu,  Qp)  =  BG'  cos  {BG')  +  KG  cos  (B^G). 

Diese  Momentensumme  verschwindet  a)  wenn  {BjG)^0  oder  (iJ',ö')==0, 
d.  h.  wenn  eines  von  beiden  Kräftesystemen  im  Gleichgewichte  ist,  h)  wenn 
B  =  0  und  J?'  =  0,  d.  h.  wenn  beide  Systeme,  jedes  für  sich,  einem  Paare 
äquivalent  sind,  c)  wenn  G  =  0  und  G'  =  0,  d.  h.  wenn  beide  Einzel- 
kräften äquivalent  sind,  d)  wenn  cos  {BG')  =  0  und  cos  (BG)  =  0,  d.  h. 
wenn  ihre  Beductionsresultanten  auf  ihren  resultirenden  Axenmomenten 
wechselweise  senkrecht  stehen,  e)  wenn  die  Pyramiden  ^BG'  cos  (BG')  and 
^B^G  cos  (I^G\  welche  die  Flächenräume  der  resultirenden  Axenmomente 
G^  G'  zu  Basen  und  die  von  den  Endpunkten  der  ßeductionsresultanten 
jß,  B!  auf  diese  gefällten  Perpendikel  wechselweise  zu  Höhen  haben,  entgegen- 
gesetzt gleich  sind.  Die  Systeme  halten  in  diesem  Falle  einander  QleichgewicBt. 
Sind  die  Systeme  äquivalent,  so  ist 

^SZPyr,(Pu,  Qv)  «=  2BG  cos  (BG). 
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§.  4.  Die  Yorstehende  Gleichung  ist  unabhängig  von  der  Natur  der 
Krftfte  und  drückt  eine  allgemeine  Relation  zwischen  irgend  zwei  Strecken- 
Systemen  aus,  mögen  beide  Kräftesysteme  oder  das  eine  ein  Kräftesystem,  das 
andere  ein  System  von  Winkelgeschwindigkeiten  u.  s.  w.  bedeuten.  Be- 
deuten sie,  wie  hier,  Kräftesysteme  imd  das  System  der  Kräfte  Q  ist  für 
sich  im  Gleichgewicht,  so  stellt  die  Gleichimg  6££Ppr.{Pu^  Qv)  =^  0  eine 
Relation  zwischen  den  Momenten  des  Kräftesystems  der  P  in  Bezug  auf 
Axen,  welche  die  Richtungslinien  der  Kräfte  Q  sind,  dar.  Nennt  man  näm- 
lich mit  Cayley  das  Produkt  aus  dem  kürzesten  Abstände  d  zweier  Ge- 
raden u,v  und  dem  Sinus  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  e,  d.  h.  das 
Produkt  zweier  auf  diesen  Geraden  liegenden  Linieneinheiten  in  diesen  kür- 
zesten Abstand  und  diesen  Sinus  das  Moment  der  beiden  Geraden  in 
Bezug  aufeinander  und  bezeichnet  dasselbe  durch  M{u,  v)  =  d  Bin  s, 
so  wird  e££Pyr.{Pu,  Qv)  =  ££PuQvM(u,  v)  =  0  und  bedeutet  darin 
Ptt3f  (u,  t;)  das  Moment  der  Kraft  Pu  in  Bezug  auf  die  Axe  v  im  gewöhn- 
lichen Sinne,  nämlich  den  Gfachen  Inhalt  der  aus  Pu  und  einer  auf  v  lie- 
genden Linieneinheit  gebildeten  Pyramide  und  ist  £PuM(u^  v)  das  Moment 
des  Systems  der  P  in  Bezug  auf  die  Axe  v.  Wird  dies  kurz  mit  3fp  be- 
zeichnet, so  erscheint  unsere  Relation  zwischen  den  Momenten  dieses  Systems 
in  Bezug  auf  die  Axen  1,  2,  3  .  . .  t, .  . .  unter  der  linearen  Form 

Q,M,  +  Q^M^  -j h  Q,M,  -^ =  0, 

in  welcher  die  Coefficienten  der  Momente  des  Systems  der  P  für  die  ver- 
schiedeneu Axen  die  Kräfte  Q  sind,  welche  sich  längs  diesen  Axen  wirkend 
Gleichgewicht  halten. 

umgekehrt  folgt  auch,  dass,  wenn  die  obige  Gleichung 
^22Pyr.{Pu,  Qv)  =  RG'  cos  {R&)  +  ÜQ  cos  {P^G) 
eine  Relation  zwischen  den  Momenten  eines  beliebigen  Systems  von  Kräften 
P  in  Bezug  auf  ein  System  von  Axen  v  darstellt,  d.  h.  für  alle  solche 
Systeme  unabhängig  von  der  Lage  gegen  die  Axen  darstellen  soll,  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  verschwinden  müsse  und  folglich,  da  12,  G^  und 
ihre  Lage  beliebig  sein  können,  K  =  0  und  6r' «»  0  sein  müssen,  d.  h. 
dass  es  ein  Kräftesystem  Q  geben  müsse,  welches  sich  längs  den  Axen  v 
wirkend  Gleichgewicht  halte. 

Auch  kann  man  direkt  zeigen,  dass  wenn  zwischen  den  Momenten  eines 
beliebigen  Kräftesystems  in  Bezug  auf  verschiedene  Axen  eine  Abhängigkeit 
bestehen  soll,  dieselbe  nur  linearer  Natur  sein  kann.  Denn  es  seien  itfj, 
Jlfs,  itfg, . . .  Mn  die  Momente  eines  Kräftesystems  2  in  Bezug  auf  n  Axen^ 
sowie  für  ein  anderes  System  2^  in  Bezug  auf  dieselben  Axen  gleich 
Jfi  +  j^^l,  Jlfj  -|-  j^Tj, , . .  Mn  +  Nn^  dann  werden  für  ein  drittes  System, 
welches  aus  i'  und  den  im  umgekehrten  Sinne  genommenen  Kräften  von 
£  besteht,    die   Momente    bezüglich    derselben   Axen   J^^^,  iV^,  iVg, . . .  Nn 
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sein.  Bestellt  daher  eine  Gleichung  einerseits  zwischen  M^ ,  M^ ,  -^3 » •  •  •  -Sf  n» 
andrerseits  dieselbe  Gleichung  zwischen  Ifj  +  -^j,  M^  -{-  N^,  M^  +  -^s»  •  •  • 
M„  +  -Nn,  so  muss  sie  auch  fQr  die  Aenderungen  N^^  j^Tg,  ^3, . . .  Nn  der 
Grössen  M^,  Jlfg,  M^, ,  ,  ,  Mn  bestehen  (da  sie  allgemein  für  alle  Systeme 
gelten  soll).  Dies  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  die  fragliche  Glei- 
chung die  Form  ^iM^  +  ^gjfg  +  Qs^s  -f" '•*  H"9''«-^«  ^*^)  worin  g'i,^^^»  ••• 
constante,  von  der  speciellen  Wahl  des  Systems  £  unabhängige  CoefQ- 
cienten  sind. 

Denn  gesetzt,  es  sei  die  fragliche  Relation 

F(M,,  Jtfg,  M^,....Mn)  =  0,  (1) 

so  muss  dieselbe  auch  für  M^  -f-  JM^,  M^  -f"  ^^^t  •  •  •  •  -^tf«  -f"  ^^n  lt>e* 
stehen,  d.  h.  es  muss 

+  ^-^ilf,4-  ^^  JM.A [-—/iMn+^^-^^M^  +...  =  0 

oder  also 

sein.  Nach  dem  Obigen  muss  die  Relation  aber  auch  bestehen,  wenn  man 
üfj,  Jfj, . . .  Mn  durch  ihre  Aenderungen  N^^  N^^ . . ,  d.  h.  /iM^y  ^M^,  .  .  . 
JMn  ersetzt.     Dies  ist  identisch  damit^  dass 

F{M^  +  JM^y  M^  +  JM^,  ...Mn  +  JMn)  =  0 
auch  fortbestehen  muss,  wenn  man  M^  =  M^  =  •  •  •  Mn  =  0   setzt,   wo- 
durch sie  in  der  That  in  F(JM^y  ^M^^ .  . .  ^Mn)  =  0  übergeht.     Dies 
ist  nur  möglich,  wenn  F^M^  -{-  J M^^ . . , ,)  die  Grössen  M^,  M^  , , ,  nicht 
enthält.     Daher  müssen  in  (2)  die  Differentialquotienten 

dF       dF_  dF_ 

dM^'  dM^' '"  dMn''  " 

constant  sein  und  die  Relation  (2)  selbst,  da  die  höheren  Differentialquo- 
tienten Null  sind,  wenn  die  der  ersten  Ordnung  sich  auf  Constante  redu- 
ciren,  übergehen  in 

q^JM^  +  q^JM^  -j f-  qn^Mn  =  0, 

aus  welcher 

^1-2*^1  +  ^2-2^2  -\ +  QnMn  =  0 

folgt,  ohne  Constante  auf  der  rechten  Seite,  da  sonst  durch  Ersetzen  von 
Jf j ,  M^f . , ,  durch  JMj^ ,  ^ JKfg , . . .  die  Relation  nicht  ungeändert  bleiben 
könnte. 

Um   die  Bedeutung  der  Coefficienten  q  zu  erkennen,   wähle  man  zu 
dem    Kräftesystem  £  eine   einzige    Kraft.     Dann   sind    M^,  M^,  , . . ,  Mn 
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die  Gfachen  Pyramiden,  welche  diese  Kraft  mit  Strecken  gleich  der  Längen- 
einheit, auf  den  n-Axen  liegend,  bildet.  Die  Produkte  qM  stellen  Pyra- 
miden dar,  welche  die  Strecken  auf  denselben  Axen  statt  Längeneinheiten 
aufgetragen,  mit  jener  Kraft  bilden.  Sie  sind  also  auch  die  Momente  von 
Kräften  q^^  q^t  >  ' '  Q.n  ui  Bezug  auf  eine  Axe  in  der  Richtung  dieser  Kraft. 
Da  diese  Axe  beliebig  ist,  so  ist  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte 
(7i)  ^29  •  •  •  9»  für  alle  Axen  des  Raumes  gleich  Null  und  sind  mithin  die 
Kräfte  g^,  ^2)  •  •  •  Q^n  im  Gleichgewicht. 

Wir  sprechen  den  Inhalt  der  ganzen  Betrachtung  in  dem  Satze  aus: 

Besteht  zwischen  den  Momenten  eines  beliebigen  Kräfte- 
systems in  Bezug  auf  n  Axen  eine  Relation^  vermöge  welcher 
eines  dieser  Momente  mit  Hülfe  der  übrigen  dargestellt  werden 
kann,  so  ist  diese  Relation  linear  von  der  Form: 

q^My^  +  a%^%  +  Qz^^  H h  ^nMn  =  0 

und  ein  System  von  Kräften  Q^,  Q^^ . . .  Qn^  welche  längs  den 
n  Axen  wirken  und  den  Coefficienten  q^^^  92r**  9n  proportional  sind, 
ist  im  Gleichgewicht.  Ist  es  nicht  möglich,  dass  Kräfte,  längs 
der  Axen  wirkend,  Gleichgewicht  halten,  so  existirt  auch  zwi- 
schen den  Momenten  eines  beliebigen  Kräftesystems  in  Bezug 
auf  diese  Axen  keine  Relation,  vermöge  welcher  man  das  Mo- 
ment dieses  Systems  für  eine  der  Axen  aus  den  Momenten  für 
die  übrigen  Axen  bestimmen  könnte. 

§.  5.  Wir  wollen  jetzt  die  Frage  erörtern,  unter  welchen  Bedingungen 
es  möglich  ist,  dass  Kräfte,  längs  n  gegebenen  Linien  wirkend,  ein  im 
Gleichgewicht  befindliches  System  bilden. 

Die  6  Gleichgewichtsbedingungen  -4.«=0,  J?  =  0,   C«=0;    X  =  0, 

jlf  =  0,  ^=0,  welche  wir,  indem  wir  die  Intensitäten  P  imd  die  Rich- 

.tungs Winkel  a,  ß,  y  der  Kräfte  einführen,  in  der  Form  darstellen  können: 

2:Pcosa  =  0,  2:Pcos/3  =  0,  2:Pco8y==0, 


£P 


y    ^ 

COSjS  cos^ 


0,  2P 


0       X 

COS/ cos  a 


0,  HP 


X     y 
cos  a  cos /3 


=  0 


sind  hinsichtlich  der  Kräfte  und  der  Coordinaten  der  Angriffspunkte  linear 
und  homogen.  Sie  bestehen  daher  blos  zwischen  den  Verhältnissen  der 
Kräfte  und  den  Verhältnissen  der  Coordinaten  und  bleiben  imgeändert,  so 
lange  diese  Verhältnisse  sich  nicht  ändern,  wenn  auch  die  absolute  Grösse 
der  Kräfte  und  Coordinaten  variirt.  Ist  nun  die  Zahl  der  Kräfte  gleich  6, 
80  kann  man  aus  diesen  6  Gleichungen  die  5  Verhältnisse  der  Kraftinten- 
sitäten P  eliminiren  und  drückt  die  übrigbleibende  Gleichung  eine  Bedin- 
gung für  die  Richtungen  der  6  Kräfte  aus.    Sind  nur  5  Kräfte  vorhanden, 
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80  bleiben  nach  Elimination  der  4  Verhältnisse  derselben  zwei  Qleichongen 
und  damit  2  Bedingungen  für  die  Richtungslinien  der  5  Kräfte  übrig,  bei 
4  Kräften  ergeben  sich  3,  bei  3  Kräften  4,  bei  2  Kräften  5  Bedingungen, 
welchen  die  Bichtungen  derselben  genfigen  müssen,  wenn  überhaupt  Gleich- 
gewicht zwischen  diesen  Kräften  bestehen  soll  Sind  sie  erfüllt,  so  kann 
man  dann  auch  die  Verhältnisse  der  Kraftintensitäten  so  bestimmen,  dass 
Gleichgewicht  eintritt. 

Bei  7,  8,...  Kräften  bestehen  keine  solchen  Bedingungen  für  die 
Richtungslinien;  bei  7  Kräften  hat  man  6  Verhältnisse  der  Intensitäten 
und  werden  diese  aus  den  6  Gleichgewichtsbedingungeu  gefunden  werden  kön- 
nen, welches  auch  immer  die  Richtungslinien  der  Kräfte  seien.  Bei  8  Kräften 
kann  man  ausser  den  Richtungslinien  noch  das  Intensitätsverhältniss  zweier 
Kräfte  willkührlich  annehmen,  bei  mehr  Kräften  bleibt  ein  grössrer  Spiel- 
raum für  dergleichen  Annahmen. 

Die  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  damit  es  möglich  sei, 
für  n  Richtungslinien  Kräfte  zu  finden,  welche  sich  Gleichgewicht  halten, 
sind  zugleich  die  Bedingungen  dafür,  dass  für  n  — 1  dieser  Linien  Kräfte 
gefunden  werden  können,  welche  einer  Einzelkraft  äquivalent  sind. 

§.  6.  Es  seien  ^n  ^2,  ^3, ....  ^6  sechs  Gerade,  längs  welchen  sechs 
Kräfte  Pi,  P2,  P3, . . . .  Pg  wirkend  einander  Gleichgewicht  halten.  Nach 
Elimination  der  5  Verhältnisse  der  Kraftintensitaten  bleibt  eine  einzige 
Bedingung  für  die  Richtungslinien  zu  erfüllen.  Man  kann  daher  5  Von 
den  Geraden  ^,  z.  B.  g^,  g^^  g^^  9ij  ^5  willkührlich  annehmen  und  die 
sechste  g^  jener  Bedingung  entsprechend  bestimmen.  Die  Lage  einer  Ge- 
raden im  Räume  wi^d  aber  durch  vier  Bedingungen  bestimmt.  Daher  ge- 
nügt die  eine  Bedingung  nicht  zur  vollständigen  Bestimmung  von  g^  und 
darf  man  diese  Gerade  noch  drei  weiteren  willkührlichen  Bedingungen  unter- 
werfen. Es  gibt  daher  zu  5  gegebenen  Geraden  unendlich  viele  sechste 
Geraden,  sodass  es  möglich  ist,  6  Kräfte  zu  finden,  welche  sich  längs  der- 
selben Gleichgewicht  halten.  Die  Gesammtheit  aller  dieser  Geraden  ist 
eine  dreifache  Mannigfaltigkeit;  sie  bilden  daher  zusammen  einen  durch 
die  5  gegebenen  Geraden  bestimmten  Liniencomplex.  Dieser  Complex  ist 
vom  ersten  Grade,  d.  h.  alle  Geraden  eines  Punktes  JKf,  welche  Richtungs- 
linien der  sechsten  Kraft  P^  sein  können,  liegen  in  einer  Ebene  fi  und  alle 
in  einer  Ebene  fi  liegende  solche  Geraden  gehen  durch  einen  bestimmten 
Punkt  derselben.  Soll  nämlich  g^  durch  den  Punkt  M  gehen,  so  ist  dies 
äquivalent  zwei  Bedingungen,  soll  sie  in  einer  Ebene  v  liegen,  so  sind 
damit  ebenfalls  zwei  Bedingungen  gegeben,  soll  sie  aber  beides  thun,  so 
ist  ausser  den  ersten  beiden  Bedingungen  nur  noch  die  zu  erfüllen,  dass 
ein  Punkt  der  Geraden  in  der  durch  M  gehenden  Ebene  v  liege,  welches 
eine  Bedingung  festsetzt.     Soll  also  g^  in  einer  bestimmten  Ebene  v  des 
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Punktes  M  liegen,  so  sind  drei  Bedingungen  zu  erfüllen  und  ist  g^  also 
ToUständig  bestimmt,  sodass  es  nicht  unendlich  viele  sechste  Geraden  durch 
M  geben  kann,  die  in  der  Ebene  v  liegen.  Gesetzt  es  lägen  nun  aUe 
durch  M  gehenden  sechsten  Geraden  nicht  in  einer  Ebene,  so  kann  gezeigt 
werden,  dass  es  dann  in  v  unendlich  viele  solcher  Geraden  geben  mtisste. 
Denn  es  seien  g^^  g%^  g^'  drei  solche  Bichtungen,  welche  nicht  in  einer 
Ebene  liegen  und  Pi,  P«,  P3,  Pl,  P5,  Pe;  P^',  Pi',  Pi\  Pi',  P5',  Pe'; 
Pi",  1^',  P3",  P4',  P5'',  P(&    die  drei  Systeme  von  Kräften,  welche  längs 

9\j  9±i  ffsj  9aj  9h^  96\  9x1  9iy  9s^  9ii  951  ^6 5  ^i>  ^^2»  9sy  9a^  96i  96  ™ 
Gleichgewicht    sind,     so    wäre    auch    Pi  -f-  Pi'  -f-  Pi";    Pi  +  P%  +  P2"; 

J^s+l^i'+iT;  Pi  +  Pi'+Pi";  Pi  +  Ps+Pi";  und  [Pe]  +  [P« ]  +  OT 
längs  ^^,  g^f  ^3,  ^4,  ^5  und  der  Richtung  der  Besultanten  von  Pe,  Pe',  1^' 
im  Gleichgewicht.  Da  es  aber  beim  Gleichgewicht  nur  auf  die  Verhält- 
nisse der  Kräfte  ankommt,  so  könnte  man  die  Kräfte  Pe,  Pe',  Pe'  will- 
kührlich  annehmen.  Hieraus  folgt,  dass  ihre  Resultante  eine  wülkührliche 
Richtung  im  Räume,  also  auch  jede  Richtung  in  der  Ebene  v  würde  haben 
können,  dass  also  jede  durch  M  m  v  gehende  Linie  die  Richtungs- 
linie einer  sechsten  Kraft  sein  müsste,  was  nach  dem  obigen  unmöglich 
ist  Daher  liegen  alle  durch  M  gehenden  sechsten  Richtunnen  in  einer 
gewissen  Ebene  und  eine  beliebige  Ebene  v  des  Punktes  M  enthält  nur 
eine  einzige  solche,  nämlich  die  Schnittlinie  von  (a  mit  der  Ebene  v.  Der 
Complex  ist  also  vom  1.  Gerade  und  (i  ist  die  Polarebene  von  M.  Soll 
umgekehrt  g^  in  einer  Ebene  (i  liegen  und  noch  durch  einen  bestimmten 
Punkt  M  derselben  hindurchgehen,  so  überzeugt  man  sich  ähnlich,  dass 
sämmtliche  der  Ebene  v  angehörige  sechsten  Richtungen  eine  Curve  1.  Classe 
berühren  müssen,  d.  h.  alle  durch  einen  bestimmten  Punkt  gehen  (den  Pol 
von  11),     Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Sechs  Gerade,  welche  die  Richtungslinien  von  sechs  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  sind,  sind  stets  Stralen 
eines  und  desselben  Liniencomplexes  1.  Grades.  Sind  fünf  von 
ihnen  gegeben,  so  kann  zur  sechsten  jeder  Stral  des  durch  sie 
bestimmten  Complexes  gewählt  werden. 

Sind  fünf  Gerade  ^^,  g^^  g^y  g^^  g^  zu  bestimmen,  längs  welchen  fünf 
Kräfte  P]^,  P^,  P3,  P4,  P5  sich  Gleichgewicht  halten  können,  so  bleiben 
nach  Elimination  der  4  Intensitätsverhältnisse  der  Kräfte  zwei  Bedingungen 
zu  erftülen.  Man  kann  daher  4  von  den  Geraden  g  willkührlich  annehmen, 
z.  B.  ^j,  g^y  ^3,  g^  und  die  fünfte  diesen  beiden  Bedingungen  gemäss  be- 
stimmen. Da  zur  vollständigen  Bestimmung  von  g^  noch  zwei  Bedingungen 
fehlen,  so  kann  man  noch  zwei  solche  willkührlich  annehmen.  Es  gibt 
daher  zu  4  gegebenen  Geraden  unendlich  viele  fünfte  Geraden,  sodass   es 

möglich    ist   5    Kräfte    zu    finden,    welche    sich   längs    denselben   Gleich- 
sinnig, MeohMük.   IL  8 


34      GleichgewichtsbediDgmigen  der  Richtung  von  6  KHlften.    III. Th.,  Gap.  III,  §.  6. 

gewicht  halten.  Sie  alle  bilden  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Geraden 
im  Baume  oder  eine  Liniencongruenz.  Denn  alle  Geradon,  welche  einer 
Bedingung  zu  genügen  haben,  bilden,  weil  zur  vollständigen  Bestimmung 
der  Geraden  drei  Bedingungen  fehlen,  einen  Complez,  alle,  welche  einer 
andern  Bedingung  genügen  sollen,  einen  zweiten  Complex,  alle  Geraden 
also,  welche  beide  Bedingungen  zugleich  erfüllen,  sind  die  gemeinsamen 
Stralen  zweier  Complexe,  d.  h.  sie  bilden  eine  Congruenz.  Die  Congmenz 
ist  im  vorliegenden  Falle  von  der  ersten  Ordnung,  d.  h.  es.  gibt  dureh 
jeden  Punkt  M  des  Raumes  nur  eine  Gerade  und  liegt  in  jeder  Ebene  fi 
nur  eine  solche,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt.  Denn  es 
seien  ^5,  gl  zwei  verschiedene  fünfte  Kraftrichtungen,  welche  durch  M 
gehen  und  Pi,  P2,  P3,  Pi,  i^;  Pi',  P2',  P3',  Pi',  P5'  die  zwei  Systeme 
von  Kräften,  welche  Iftngs  g^,  g^^  g^,  g^j  gl  und  ^j,  g^,  ^3,  g^^  gl  Gleich- 
gewicht halten.  Dann  würden  auch  P'i-^P'i  ^  ^2  +  P2',  ^s  +  ^3',  -Pi  +  ^a 
und  [P5]  +  [P5']  längs  ^1,  g^^  ^3,  g^  und  der  Richtung  der  Resultanten 
von  P5  und  P5'  im  Gleichgewicht  sein  müssen.  Da  aber  sowohl  P5;  als  i^' 
ihrer  Intensität  nach  willkührlich  angenommen  werden  können,  so  wäre 
auch  die  Richtung  ihrer  Resultanten  in  der  Ebene  g^gi  durch  M  willkührlich 
und  wäre  jede  Linie  dieser  Ebene  eine  fünfte  Kraftrichtung,  was  aber  nicht 
möglich  ist,  da  eine  Congruenz  nur  eine  bestimmte  Anzahl  Stralen  eines 
Punktes  zulässt.  Mithin  gibt  es  durch  M  nur  eine  einzige  fünfte  Rich- 
tung. Ebenso  zeigt  man,  dass  es  in  jeder  Ebene  nur  eine  einzige  solche 
Richtung  gibt.     Die  Congruenz  ist  also  vom  1.  Grade.    Daher: 

Fünf  Gerade,  welche  die  Richtungslinien  von  fünf  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Kräften  sind,  sind  Stralen  einer  und  der- 
selben Liniencongruenz  1.  Grades.  Sind  vier  von  ihnen  gegeben, 
so  kann  jeder  Stral  der  durch  diese  vier  bestimmten  Congruenz 
zur  fünften  Geraden  gewählt  werden. 

Um  vier  Gerade  g^^  g^,  ^3,  g^  zu  bestimmen,  längs  welchen  vier 
Kräfte  Pj,  Pj,  Ps,  P4  sich  Gleichgewicht  halten  können,  sind  nach  Elimi- 
nation der  Kräfte  drei  Bedingungen  zu  erfüllen.*  Es  bleibt  daher  zur  Be- 
stimmung der  vierten  Geraden  blos  eine  Bedingung  willkührlich  annehmbar. 
Die  vierten  Geraden  bilden  daher  eine  Mannigfaltigkeit  erster  Ordnung, 
d.  h.  sie  liegen  alle  auf  einer  geradlinigen  Fläche  als  dem  Inbegriff  aller 
gemeinsamen  Stralen  dreier  Complexe.  Diese  Fläche*  ist  ein  einfaches 
Hyperboloid,  welches  g^^  g^j  g^  enhält.  Nach  Elimination  der  3  Verhält- 
nisse der  Kräfte  aus  den  Bedingungen  d^  Gleichgewichts  bleiben  nämlich  noch 
drei  Bedingungen  zu  erfüllen  und  kann  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Geraden  g^  blos  noch  eine  einzige  weitere  Bedingung  willkürlich  zugefügt 
werden.  Eine  solche  ist  z.  B.,  dass  g^  eine  gegebene  Gerade  y  schneiden 
solle.   Wegen  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  P  mnss  jede  Gerade  a,  welche 
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9ij  9%y  9%  schneidet,  auch  g^  schneiden.  Denn  eine  beliebige  Strecke,  welche 
•man  auf  a  annimmt,  bildet  mit  P^,  P2,  P3,  P4  vier  Pyramiden,  deren 
Summe  verschwinden  muss.  Schneidet  nun  a  die  drei  Geraden  ^^,  g^^  ^3, 
so  sind  die  Pyramiden,  welche  mit  P^,  P2,  P3  gebildet  werden,  einzeln 
Null;  es  muss  mithin  auch  die  letzte  Pyramide,  welche  jene  Strecke  mit 
P4  bildet,  Null  sein.  Damit  dies  eintrete,  muss  aber  a  die  Bichtungslinie 
g^  von  P4  schneiden.  Aus  demselben  Grunde  muss  überhaupt  eine  Gerade,  - 
welche  n  —  1  Bichtungslinien  von  n  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräften 
schneidet,  auch  die  Richtungslinie  der  f»^°  Kraft  schneiden.  Alle  Geraden  a, 
welche  g^^  g^^  g^  schneiden,  gehören  dem  Hyperboloid  an,  welches  durch 
die  Bewegung  von  a  längs  g^^  g^i  g$  erzeugt  wird.  Da  a  in  allen  Lagen 
g^  schneiden  muss,  so  folgt,  dass  g^  auf  dem  Hyperboloid  liegen  muss  und 
^^^  9ii  9ti  99  zu  derselben  Schaar  gehört.'^)     Daher: 

Vier  Gerade  g^,  g^^  ^3,  ^4,  welche  Bichtungslinien  von  vier 
im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  P^,  Pg,  P3,  P4  sind,  ge- 
hören stets  zu  einer  und  derselben  Schaar  eines  einfachen  Hyper- 
boloids. Sind  drei  von  ihnen  gegeben,  so  kann  jede  Erzeu- 
gungslinie, welche  derselben  Schaar,  wie  sie,  angehört,  zur 
vierten  gewählt  werden. 

Um  die  Gerade  ^4  so  zu  bestimmen,  dass  sie  eine  gegebene  Gerade  y 
schneide,  suchen  wir  die  Durchschnittspunkte  2>^,  D^  von  y  mit  dem 
Hyperboloid  {g^,  g^j  ^3);  durch  jeden  von  ihnen  geht  eine  der  Schaar 
9iy  9ii  9»  angehörige  Erzeugungslinie  g^y  welche  der  Forderung  genügt. 
Die  Aufgabe  hat  also  2,  1,  0  Lösungen,  je  nachdem  2>^,  7>2  ^^^  einander 
verschieden  sind,  zusammenfallen  oder  ideell  werden.  Um  aber  die  Durch- 
schnittspunkte von  y  mit  dem  Hyperboloid  zu  suchen,  construiren  wir 
die  beiden  Transversalen  i.  Je  der  vier  Geraden  g^^  g^y  ^3,  y^  ihre  Schnitt- 
punkte mit  y  sind  7)]^,  D^.  Denn  t,  k  liegen  auf  dem  Hyperboloid  und 
ihre  Schnittpunkte  mit  y  also   gleichfalls.     Je  nachdem  i,  k  getrennt  exi- 


*)  Ohne  den  Satz  über  die  Pyramidensnmme  zu  Hülfe  zu  nehmen,  kann  man 
folgendermassen  zeigen,  dass  eine  Gerade  a,  welche  die  n — 1  ersten  Richtungs- 
linien 9i,  9t '  '•9n^ii9n  ^^°  **  ^™ Gleichgewicht  befindlichen EiUften  P^^  P^f"  Pn 
schneidet,  auch  die  n^  schneiden  muss.  Man  reducire  die  Er&fte  für  den  Schnitt- 
punkt  0   der   Geraden  a  mit   ^„^i-    Die  Ebenen  der  hiebei  anfbretenden  von 

Pj,  P,,  .  .  .  Pn—%  herrührenden  Paare  gehen  sänmitlich  durch  die  Gerade  a  hin- 
durch, d.  h.  die  Axenmomente  dieser  Paare  stehen  auf  a  senkrecht.  Daher  ist 
auch  das  aus  ihnen  resultirende  Axenmoment  senkrecht  zu  a.  Das  Axenmoment 
des  von  Pn  herrührenden  Paares  muss  mit  diesem  wegen  des  Gleichgewichts 
aller  Kräfte  sich  tilgen;  es  ist  dieses  gleichfalls  senkrecht  zu  a.  Daher  geht  die 
Ebene  dieses  letzten  Paares  durch  a  hindurch,  d.  h.  a  schneidet  9^.  (Diesen  Be- 
weis gab  Chelini  (Sulla  composiiione  geometrica  de  sistemi  di  rette  ecc,  Mem. 
deli*  Accad.  di  Bologna,  Ser.  S^%  T.  X,  p.  857). 
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stiren,  oder  zusammenfallen  oder  ideell  werden,  ist  dies  mit  D^,  D^  ebenso 
der  Fall. 

Als  SpecialflKlle  sind  zu  erwähnen:  a)  zwei  Gerade  g^j  g^  liegen  in 
einer  Ebene.  Jede  durch  den  Schnittpunkt  (ßig^  gehende,  '^3  schneidende 
Gerade  a  muss  auch  g^  schneiden;  daher  fallen  alle  vier  Geraden  in  eine 
Ebene.  Das  Hyperboloid  degenerirt  in  diese  Ebene,  h)  Die  drei  Geraden 
^i>  5^2»  9i  gehen  durch  einen  Punkt  {gig^gz)'  Je^o  Gerade  a,  welche  sie 
schneidet,  muss  auch  g^  schneiden;  daher  geht  g^  ebenfiolls  durch  gig^g^. 
Das  Hyperboloid  wird  imbestimmt. 

Sollen  drei  Gerade  g^,  g^^  g^  gefunden  werden,  so  dass  drei  Kräfte 
Pj,  P2,  Pg  sich  längs  ihnen  wirkend  Gleichgewicht  halten  können,  so  muss 
jede  Gerade  a,  welche  zwei  von  ihnen  schneidet,  auch  die  dritte  schneiden, 
weil  die. Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  beliebige  Strecke  auf  a  mit 
den  drei  Kräften  bildet,  verschwinden  muss.  Hieraus  folgt,  dass  alle  drei 
in  eine  Ebene  fallen  müssen.  Da  die  Pyramidensumme  auch  für  jede 
durch  den  Durchschnittspunkt  zweier  hindurchgehende,  nicht  in  diese  Ebene 
fallende  Axen  verschwinden  muss,  so  folgt  weiter,  dass  sie  alle  drei  sich 
in  einem  Punkte  schneiden  müssen. 

Drei  Gerade ^1,^2)^3)  welcheRichtungslinien  dreier  im  Gleich- 
gewicht befindlicher  Kräfte  P^,  Pj,  P3  sind,  sind  drei  Stralen 
eines  ebenen  Stralenbüschels.  Siüd  zwei  Gerade  gegeben,  so 
kann  jeder  durch  ihren  Schnittpunkt  gehende  Stral  zur  dritten 
gewählt  werden. 

Sind  zwei  Gerade  parallel,  so  ist  jede  mit  ihnen  parallele  Gei*ade 
ihrer  Ebene  ein  der  Forderung  genügender  Stral. 

Die  Richtungslini^n  g^^  g^  zweier  im  Gleichgewicht  befind- 
licher Kräfte  P^,  P2  fallen  in  eine  Gerade  zusammen.  Denn  jede, 
die  eine  von  ihnen  schneidende  Gerade  muss  auch   die  andere  schneiden. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  die  Verhältnisse  der  Kräfte  P  bestimmen, 
welche  längs  2;  3,  4,  5,  6  Geraden  wirkend  im  Gleichgewichte  sind, 
die  den  im  vorigen  §  entwickelten  Bedingungen  genügen,  unter  welchen 
dies  Gleichgewicht  überhaupt  möglich  ist.  Wir  schicken  einige  allgemeine 
Betrachtungen  voraus  über  die  Bestimmtheit  solcher  Aufgaben. 

Aus  der  Homogenität  der  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  folgt,  wie 
mehrfiach  erwähnt,  dass  das  Gleichgewicht  fortbesteht,  wenn  alle  Kräfte  in 
demselben  Verhältniss  sich  ändern.  Gesetzt,  es  gebe  nun  zwei  Systeme 
von  Kräften  Pj,  P2, . . .  P«  und  Pi,  1^, . . .  Pi,  welche  sich  längs  den  n 
Geraden  g^^  g^i » •  'On  Gleichgewicht  halten.  Dann  bilden  auch  XPy^  +  A'Pi, 
APg  +  A'P2, ...  AP«  +  X'Pn  ein  System  von  Kräften  im  Gleichgewicht  längs 
9i%  ffv  '  "  ^«'   welchen   Werth   man   immer   dem   Verhältnisse  X :  X'  bei- 
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kgen  möge.     Setzt  man   daher  dP, -f  i'P,;  =  0,   d.  h.  i' =  —  iP^iK, 
Ibo  folgt,  dass  die  Kräfte  iP, -|- AT;,  kP^  +  k'Pi,...  AP,_i+i'P;_j  «n 
hSystem    von    n  —  1    Kräften    bildea,    welche    sich    ItLaga    ij^,  ff^,  . .  .  r/^—i 
Gleichgewicht  halten.    AIbo: 

Gibt  es  zwei  Systeme  von  Kräften  P,.P.,...P,  und  Pi, 
. . .  P'f,  von  denen  jedea  längs  der  Geraden  u,,  ff^, .  ■  ■  >/„  wir- 
kend för  sieb  im  Gleichgewicht  ist,  so  kann  man  für  jede  n  —  I 
liesei-  Geraden  ebenfalls  Kräfte  finden,  welche  im  Gleich- 
gewicht sind;  und  nmgekebrt: 

Gibt   es   unter   den   n  Geraden  //,,  ij^, .  .  .  g^   kein    System   von 
H  —  1  Geraden,  längs  welchen  Kräfte  eich  Gleichgewicht  halten 
kennen,  so  gibt  es  keine  zwei  von  einander  verschtedeae  Kräfte- 
velche  sich  ISngs  Si,  Sa,  ■  •  ■  ffn  im  Gleichgewicht  befin- 
|den  kSnneu. 

Wenn  audrerseite  n  —  1  Gerade  ff^,  ffj,  . .  .  <7,_i  die  Rtchtungslinien 
» —  1  im  Gleichgewicht  befindlichen  Krilften  P, ,  P„,..P«_i  sind 
man  fUgt  eine  n^  Gerade  ff^  wülklLbrlich  hinzu,  so  daas  es  zwischen 
bden  n  Geraden  j/,,  ff^, .  ■  ■  ?■— ii  g„  keine  weitere  Gruppe  von  «  — ^  1  Oe- 
kden  gibt,  länga  welchen  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein  können,  so  ist 
Pj,  ...Pfl— 1,  0  kein  zweites  Kräftesyetem  möglich,  welches 
H  ffi,  ffj, . .  .ifn  im  Gleichgewicht  sein  kann,  A.  h.  ij„  kann  nicht  Rioh- 
oie  einer  weiteren  Kraft  sein,  welche  mit  den  n  — 1  andern  Gleiuh- 
[ewicht  hält.  Ist  daher  n  so  beschaffen,  dass  es  im  Allgemeinen  nicht  möglich 
^t,  Kräfte  zu  finden,  welche  sich  längs  ♦(  —  1  Geraden  Gleichgewicht 
lalten,  soll  es  dagegen  möglich  sein,  dass  zwischen  »  Graden  n  Kräfte, 
Irelche  alle  von  Knll  verschieden  sind,  sich  Gleichgewicht  halten,  so  darf 
toter  diesen  n  Geraden  keine  Gruppe  von  «  —  1  Geraden  sich  finden, 
lag«  welchen  Gleichgevrieht  zwischen  n  —  1  Ki-äften  bestehen  kann. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  gebe  zwei  verschiedene  Systeme  von  Kräften, 
reiche  längs  n  Geraden  im  Gleichgewichte  sind  und  es  stimmen  die  Kräfte, 
eiche  längs  r  Geraden  wirken  in  beiden  tiberein,  nicht  aber  weitere, 
I  erhält  man  durch  Subtraatiou,  d.  h.  ftlr  1  :  A'  ^  —  1  ein  Kräftegyetem 
-  r  Kräften  längs  n  —  r  Geraden  ein  Gleichgewicht.  Ist  daher 
Itwisohen  n  —  r  Kräften  längs  n  —  r  Geradon  Gleichgewicht  nicht 
■Ogtich,  so  gibt  es  längs  den  n  Geraden  keine  zwei  im  Gleich- 
■•wicht    befindliche    Systeme,    in    welchen    r    Kräfte    Uberoin- 


$.  ft.    Zwei  Kräfte,   welche  sich  Gleichgewicht  halten  sollen,  mUssen 
otgsgen gesetzt  gleich  sein.    Um  drei  Kräfte  P,,  P,,  Pp,  zu  finden,  welche 
I   drei  in  einer  Ebene  liegenden,  sich  in  einem  Punkte  schneidenden 
a  i^,,  ^ji,  ijf  Gleichgewicht  halten,  nehme  man  P^  längs  g^  willkUhrlich 
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nach  Sinn  und  Intensität  an,  construire  zu  ihr  die  ihr  entgegengesetzt 
gleiche  Kraft  —  P^  und  zerlege  diese  in  Componenten  nach  den  Richtungen 
von  g^  und  ^3,  so  werden  diese  Componenten  P^  und  P3  sein.  Sind  die 
drei  Geraden  g^^  g^,  g^  parallel,  so  findet  man  P^,  Pg,  P3  mit  Httlfe  des 
Satzes,  dass  für  irgend  einen  Reductionspunkt  0  auf  g^  die  Bedingungen 
bestehen  [PJ  +  [PJ  +  [P3]  =  0  und  [P«!?«]  +  [PsPsl  =  ^^  d.  h.  es  muss 
eine  der  drei  Kräfte  den  beiden  andern  entgegengesetzt  und  ihrer  Summe 
gleich  sein  und  müssen  die  Momente  von  P^  und  P3  in  Bezug  auf  0  eben- 
falls entgegengesetzt  gleiche  Werthe  haben. 

Wenn  bei  4  Kräften  Pj,  P^,  Pg,  P^  die  Bedingung  (§.  7)  für  ihre 
Richtungslinien  g^^  g^^  g^^  g^  erfüllt  ist,  so  findet  man  die  Intensitätsver- 
hältnisse  so.  Man  ziehe  durch  irgend  einen  Punkt  0  Tier  Gerade  parallel 
den  vier  Bichtungslinien  und  nehme  auf  (/^  die  Kraft  P|  willkührlich  an; 
indem  man  die  ihr  entgegengesetzt  gleiche  Kraft  —  P^  nach  den  Rich- 
tungen ^2j  ^3,  g^  zerlegt,  liefern  die  Componenten  sofort  Pg,  P3,  P4.  Auch 
kann  man  folgendermassen  verfahren«  Da  die  Resultante  von  P^  und  Pj 
der  Resultanten  von  P3  und  P^  entgegengesetzt  gleich  sein  muss,  erstere 
aber  in  die  Ebene  (^1^/2),  letztere  in  die  Ebene  (^3^4)  fällt,  so  ist  die 
Schnittlinie  beider  Ebenen  des  Punktes  0  ihre  gemeinsame  Richtungslinie. 
Nimmt  man  also  in  dieser  Schnittlinie  von  0  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  beliebig  an  und  zerlegt,  die  eine  nach  den  Richtungen  g^^  g^y  die 
andere  nach  den  Richtungen  ^3,  ^4,  so  erhält  man  ebenso  P|,  Pg,  P3,  P4. 
Bei  fünf  Kräften  P^,  Pj,,  Pj,  P4,  P5,  welche  sich  längs  fünf  Geraden 
^11  92^  9z ^  9ii  9h  Gleichgewicht  halten  sollen,  unterscheiden  wir  zwei  Fälle; 
nämlich  den  Fall,  dass  vier  von  den  Geraden  </,  z.  B.  g^j  ^2»  5^8»  9a  ^^^ 
zwei  reellen  Transversalen  a,  a   geschnitten  werden  und  den,  bei  welchem 

diese  Transversalen  imaginär  sind.  Diese 
Transversalen  sind  die  Directricen  der 
Liniencongruenz,  deren  Stralen  die  Ge- 
raden (/5  sind;  jede  Gerade,  welche  beide 
Directricen  schneidet,  ist  ein  Stral  der 
}^  Congruenz  und  also  eine  Gerade  g^, 
jf-    — ^~^.  1^  Sind  o,  d  reell,  so  ziehe  man  (Fig.  3), 

^    / \__       um  die    Kraftintensitäten   zu   bestimmen, 

a         ^  n'        durch  den  Schnittpunkt  von  a  mit  ^5  die 

Erzeugende  g^  des  Hyperboloids  {gxg%g^^ 
sowie  die  Erzeugende  gi  des  Hyperboloids  i^g^gz9\)>  beide  von  der  gleichen 
Schaar,  wie  g^y  g^y  g^i  resp«  5^2»  9^-»  9a -  Beide  Erzeugende  g^,  gi  werden 
von  der  andern  Transversale  d  geschnitten,  da  diese  beiden  Hyperboloiden 
angehört  Nun  bestimme  man  vier  Kräfte  P^,  P2,  Ps,  P4,  welche  sich 
längs  ^1,  ^2)  ^8>  ^4  Gleichgewicht  halten,  was  möglich  ist,  da  diese  Geraden 
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Erzeugende  derselben  Schaar  eines  Hyperboloids  sind.     Hierauf  suche  man 
eine  Kraft  P4    auf  g'^    so  zu   bestimmen,   dass  die  Resultante  P5  von  ihr 
und  P4  in  g^  fällt.    Dies  ist  möglich,  weil  die  drei  Linien  g\y  g'i^  g^  duroh 
den  Punkt  {ag^  gehen   und  in  einer  Ebene  mit  d  liegen.     Weiter  suche 
man  zu  Pi'  längs  g^^  ^3,  g^  die  Kräfte  Pi',  P3',  P4,  welche  mit  P5  längs 
9%i  ffsi  ffi}  ff 4.  ini  Gleichgewicht  sind,  was  angeht,  weil  diese  Geraden  gleich- 
falls einem  Hyperboloid  angehören.     Dann  bilden  P^,  P2,  Ps,  Pi  und  P2', 
P3',  P4,  P5    zwei    Systeme   von   4   Kräften  im    Gleichgewicht,    von  denen 
P«,  P2';  P3,  P3'  in  dieselben  Geraden  fallen  und  mithin  2  Kräfte  Pg  =  P2 
+  P2',   Ps  =  P3  +  P3'   liefern.     Daher   ist   auch   das    durch   Vereinigung 
beider  Systeme  gebildete  neue  System  Pj,  P^,  P3,  P^,  P.  im  Gleichgewicht 
längs  ^1,  ^2»  ^3>  ^41  da- 
sind die  Transversalen  a,  d 
imaginär,  so  ziehe  man  (Fig.  4) 
eine  Gerade  Ä,  welche  ^1,^/2»  ff 3 
Sti    schneidet,  d.   h.  eine  Ergän- 
zungslinie   des    Hyperboloids 
{ff\ff2ffz)f   welche    mit    diesen 
Geraden    nicht    zu    derselben 
Schaar    gehört;    ebenso    eine 
Gerade  ä',  welche  g^,  g^,  g^ 
schneidet,    also   dem   Hyper- 
boloid {g^g^g^  angehört;  end- 
lich ziehe  man  eine  Gerade  {, 
welche  h  und  h'  begegnet.     Die  Gerade  l  trifft  das  Hyperboloid  (ßig^ffs) 
in   einem   Punkte  H  auf  h  und  einem  weiteren  Punkte  /;   sie  trifft  das 
Hyperboloid  {ff^ff^ffd  ebenso  in  einem  Punkte  H'  auf  U  und  einem  wei- 
teren Punkte  J\    Zieht  man  nun  durch  /  die  Erzeugungslinie  %  des  Hyper- 
boloids {ffiff^g^)  und  durch  J'  die  Erzeugungslinie  i  des  Hyperboloids  {ff^g^g^^ 
so  hat  man  zwei  Geraden  A,  i  gewonnen,   welche  g^^  g^^,  ^3,  l  und  zwei 
andere  Geraden  U ,  i\   welche  g^,  ^3,  g^y  l  schneiden.     Wir   ziehen  nun 
noch  zwei  Gerade  Je,  k'  so,  dass  h  die  Geraden  h,  i  und  k'  die  Geraden 
h\  i'  schneidet  und  unterwerfen  sie  der  Bedingung  entweder,  dass  sie  durch 
einen  gegebenen  Punkt  M  gehen  oder  in  eine  gegebene  Ebene  fi  fallen. 
Da  die  Geraden  g^,  g^,  ^3,  l  zwei  reeUe  Transversalen  A,  i  besitzen  und 
k  diese  Transversalen  schneidet,   so  können  wir  nach  dem  vorigen  Falle 
5  Kräfte  P^,  P2,  P3,  P/,  Pk  finden,  welche  im  Gleichgewichte  sind  längs 
diesen   Geraden.     Ebenso    können    wir   längs   g^y   ^3,  ^4,    2,   k'    5  Kräfte 
Pf',  Ps',  P4,  P2,  Pi  finden,  welche  gleichfalls  im  Gleichgewicht  sind.   Beide 
Systeme   zusammen   bilden  ein  neues,   ebenfedls  im  Gleichgewicht  befind- 
liohes  Ertftesystem.     Da  es  hiebei  nur    auf  die  Verhältnisse  der  Kräfte 


Flg.  4. 
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ankommt,  so  kömien  wir  Pi  und  Pl  willkührlich  wählen.  Nehmen  wir  sie 
entgegengesetzt  gleich,  so  erhalten  wir,  da  Pg  und  Pi\  i^  und  P^  zwei 
Kräfte  P2  und  P3  längs  g^  und  g^  zu  Resultanten  haben,  als  das  neue 
System  Pj,  Pg,  Pj,  P4,  ft,  Pi  und  hiebei  gehen  P*,  J^,  weil  sie  in  einer 
Ebene  liegen,  in  eine  Resultante  P5  zusammen,  längs  einer  Geraden  ^5, 
welche  in  die  Ebene  (Je Je)  ffSM,  Das  System  P^,  Pg,  Pg,  P4,  P5  ist  daher 
im  Gleichgewicht  längs  ^j,  ^2»  ^s»  ^41  ^s-  ^i®  ^  Geraden  ^1,  ^„  ^5,  ^4,  { 
bestimmen  einen  linearen  Complex  und  Je  ist  ein  Stral  desselben,  weil  er 
die  Directricen  ^,  i  einer  Congruenz  schneidet,  welche  von  den  vier  Stralen 
9iy  ffii  9s^  ^  bestimmt  wird.  Demselben  Complex  gehört  auch  Je  an,  weil 
diese  Gerade  die  Directricen  Ji\  t  der  von  den  Stralen  g^^  ^3,  g^^  l  be- 
stimmten Congruenz  schneidet.  Die  Gerade  g^  gehört  diesem  Complex  an, 
weil  sie  durch  den  Schnittpunkt  zweier  Complexstralen  geht  und  in  die 
Ebene  derselben  fällt.  Denkt  man  sich  an  die  Stelle  Ton  A,  Ji  zwei  an- 
dere Erzeugungslinien  der  Hyperboloide  (^1^2^/3)  ^^^  (^2^3^4)9  ^^  erhält 
man  eine  andere  Gerade  l  und  zwei  neue  Gerade  i,  i^,  sowie  zwei  neue 
Stralen  Jc^Jc,  welche  einem  neuen  Complexe  angehören,  bestimmt  durch 
9iy  Ott  0^1  9i  ^^^  ^®  ^®^^  Gerade  l.  Mit  Hülfe  dieses  Complexes  kann 
man  ebenso,  wie  mit  Hülfe  des  vorigen  die  Gerade  g^  bestimmen.  Daher 
ist  ^5  gemeinsamer  Stral  zweier  Complexe  oder  aber  ein  Stral  der  durch 
^19  ^29  ^3  f  ^4  bestimmten  Congruenz. 

Für  die  Bestimmung  von  6  Kräften  Pi,  Pg,  P3,  P4,  P5,  Pe,  welche 
sich  längs  6  Geraden  g^^  g^^  ^3,  g^t  g^y  g^  Gleichgewicht  halten  sollen, 
kann  man  zwei  Systeme  von  je  fünf  Kräften  suchen,  von  denen  jedes  für 
sich  im  Gleichgewicht  ist  und  die  zusammen  das  System  der  6  Kräfte 
bilden.  Man  bilde  nämlich  aus  g^^  g^^  g^,  g^y  g^  zwei  Gruppen  ^j,  g^^  ^3,  g^ 
und  g^y  g^y  g^y  ^5  zu  vier  Geraden  und  bestimme  nach  dem  Vorigen 
5  Kräfte  P^,  P«,  Ps,  P4,  P/,  welche  sich  längs  r/^,  g^i  ^3,  ^4  und  einem 
bestimmten  Strale  l  der  durch  diese  Geraden  bestimmten  Congruenz  Gleich- 
gewicht halten,  wobei  l  der  Bedingung  genüge,  durch  einen  gegebenen 
Punkt  M  zu  gehen  oder  in  einer  gegebenen  Ebene  ^  zu  liegen.  Ebenso 
bestimme  man  6  Kräfte  P2',  Pi',  P'ii  P5,  Pt y  welche  längs  g^^  ^3,  ^4,  g^ 
und  einem  Strale  ^f  der  durch  sie  bestimmten  Congruenz  sich  Gleich- 
gewicht halten,  wobei  t  derselben  Nebenbedingung  genüge,  wie  {,  nämlich 
durch  jenen  bestimmten  Punkt  M  zu  gehen  oder  in  der  bestimmten  Ebene 
|[i  zu  liegen.  Indem  man  beide  im  Gleichgewicht  befindlichen  Systeme  zu 
einem  neuen  Systeme  vereinigt,  gehen  Pg  und  P2',  welche  längs  e/j  ge- 
richtet sind,  in  eine  Kraft  P^f=  Pt  -{-  Pi  zusammen  und  ebenso  erhält 
man  Pj  =  J^  +  P3'  und  P^  =  P4  +  P4  längs  g^  und  g^.  Die  beiden 
Kräfte  Pl  und  P^  liefern,  da  sie  in  einer  Ebene  liegen,  eine  durch  ihren 
Schnittpunkt  hindurchgehende  Resultante  P^,    welche    in   dieselbe   Ebene 
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fällt  Man  erhftlt  hiedorch  P^,  Pg»  -^S)  -^4)  Ai  -^6  ^^^  ®^^  System  im 
Oleichgewicht  befindlicher  Krftfke,  welche  Iftngs  g^,  g^^  f/3,  ^4,  ^5  und  einem 
Strale  g^  des  durch  diese  Geraden  bestimmten  Complexes  wirken,  welcher 
zugleich  die  Nebenbedingung  erfüllt,  durch  einen  gegebenen  Punkt  M  zu 
gehen  oder  in  einer  gegebenen  Ebene  zu  liegen.  Da  man  die  Intensitäten 
von  P|  und  Px  willkührlich  wählen  kann,  so  kann  g^  bei  unveränderter 
Lage  von  Z,  t  jede  Lage  in  der  Ebene  (l  V)  erreichen,  während  sie  stets 
durch  deren  Schnittpunkt  geht.  —  Haben  die  Geraden  g^^  g^^  ^3,  g^  zwei 
reelle  Transversalen  a,  h  und  die  Geraden  g^,  ^3,  ^4,  ^5  ebenfalls  zwei 
reelle  Transversalen  a,  h\  so  schneidet  l  die  Transversalen  a^  h  und  t 
die  a\  h\  Sollen  2,  t  durch  denselben  Punkt  M  gehen,  so  sind  sie  die 
Schnittlinien  der  Ebenenpaare  (itf,  a),  (M,  h)  und  (itf,  a'),  (Jf,  6');  sollen 
sie  in  einer  Ebene  (i  liegen,  so  sind  sie  die  Verbindungslinien  der  Punkt- 
paare (fAa),  (jAh)  und  ((la),  {(ih').  Zu  g^  kann  man  jede  Gerade  der  Ebene 
{l  V)  wählen,  welche  durch  deren  Schnittpunkt  geht.  —  Wenn  jede  der 
Combinationen  der  5  Geraden  r/^,  g^j  ^3,  g^j  g^  zu  vieren  zwei  reelle  Trans- 
versalen besitzt,  so  ergeben  sich  5  Gerade  ^,  t,  t\  T',  t"\  welche  alle  in 
einer  Ebene  liegen.     Dies  ist  der  Sylvester' sehe  Satz.    Vgl.  B.  I,  S.  296. 

Für  7  Kräfte  P^,  Pg,  P3, . . . .  P7,  welche  sich  Gleichfeewicht  halten 
sollen,  können  alle  7  Kichtungslinien  f/i,  ^2»  ^S)  •  •  *  ^7  willkührlich  ge- 
wählt werden.  Um  die  Intensitäts Verhältnisse  der  Kräfte  zu  finden,  nehme 
man  auf  g^  einen  Punkt  M  beliebig  an  und  construire  seine  Polarebene  fi 
in  dem  Nullsystem,  welchem  der  Complex  g^g^g^g^g^  angehört;  ebenso 
construire  man  die  Polarebene  {i  von  M  in  dem  Nullsystem,  welches  den 
Complex  g^g^g^gf^g^  enthält;  endlich  lege  man  durch  g-j  eine  beliebige 
Ebene  a  und  bestimme  die  Schnittlinien  a  und  d  von  \l  und  {k  mit  a. 
Sucht  man  nun  6  Kräfte  P^,  P2,  P3,  Pi,  P5,  P«,  welche  längs  r/^,  g^^  g^, 
9  11  9i^  ^  i°i  Gleichgewicht  sind  und  ebenso  6  andere  Kräfte  P2',  P3',  Pi', 
1^',  Pß,  Pa'  längs  g^i  gzi  git  gf.'i  g^^  d  im  Gleichgewicht,  so  bilden  beide 
Systeme  ein  neues  im  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesystem  ^  in  welchem 
Pa  und  Pa'  SO  gewählt  werden  können,  dass  sie  eine  Resultante  P^  längs 
g^   haben.     Man  erhält  dann   offenbar  die   7   Kräfte   P^,   Pj  =  Pi  + -^2'» 

P3«.l^  +  Pi',   P^  =  P'4.  +  P^:,  i'6  =  JP5  +  P5',P6,P7   längS(7i,(7„...(7, 

im  Gleichgewicht. 

Für  »  Kräfte  P^,  Pg,  ...  P„,  welche  sich  Gleichgewicht  halten 
sollen,  sind  alle  Kichtungslinien  g^^  g%y  ^  -  gn  willkührlich  wählbar.  Be- 
stimmt man  7  Kräfte  P(,  P»,  Pi,  1^,  Ps,  Pe,  P7  längs  g^,  g^,  g^,  g^,  g^, 
ft,  ^7  1  ferner  7  Kräfte  P^',  Pi\  Pi',  Pj',  P5',  Pg',  P«  längs  gi,  g^,  g^,  g^, 
Äi  ^«1  Ä  «•  8-  ^M  endlich  7  Kräfte  P|"-^>,  i^'•-^^  -^"""'^  i^"""'\ 
jji-7)^  i^""-'\  P^_7    längs  ^1,  ^2,  ^3,  ^4,  ^5,  ^e,  ^»«7    im   Gleich- 
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gewicht,  80  bilden  P^  =  Pi  +  Pi"  +  Pi"  H h  ^"~^\  -Pj  =i*i  +  i^' 

+  Pf'  +  •  •  •  +  Pi'-^^  .  .  .  Pe  =  ^6  +  Pi'  +  i^"  +  •  •  •  +  P<— ^^  Pt, 
P^, . . .  Pk  ein  Kräftesystem,  welches  l&ngs  r/^,  ^^^  9t  "  •  9%  im  Gleich- 
gewicht ist. 

§.  9.  Im  Anschlüsse  an  den  §.  4  am  Schlüsse  entwickelten  Sats  folgt 
aus  dem  vorigen  §.: 

1.  Zwischen  den  Momenten  eines  Krftftesjstems  in  Bezug 
auf  zwei  Axen  findet  nur  dann  eine  Abhängigkeit  statt,  wenn 
diese  A-xen  in  dieselbe  Eichtungsliuie  fallen.  Die  beiden  Mo- 
mente sind  gleich  und  von  gleichem  oder  von  entgegengesetztem 
Zeichen,  je  nachdem  der  Sinn  der  Axen  derselbe  oder  entgegen- 
gesetzt ist. 

2.  Zwischen  den  Momenten  eines  Kräftesystems  für  drei 
Axen,  von  denen  keine  zwei  zusammenfallen,  findet  nur  dann 
Abhängigkeit  statt,  wenn  die  drei  Axen  in  einer  Ebene  liegen 
und  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  der  aber  auch  im  unend- 
lichen liegen  kann,  so  dass  die  Axen  parallel  werden. 

3.  Zwischeu  den  Momenten  für  vier  Axen  findet  dann  eine 
Abhängigkeit  statt,  so  dass  das  Moment  für  die  vierte  Axe  aus 
den  Momenten  für  die  drei  ersten  gefunden  werden  kann,  wenn 
die  vier  Axen  Erzeugungslinien  derselben  Schaar  eines  ein- 
fachen Hyperboloids  sind,  d.  h.  also,  wenn  jede  Gerade,  welche 
drei  von  ihnen  schneidet,  auch  die  vierte  schneidet. 

Vier  in  einem  Punkte  M  sich  schneidende  Axen  MA^  MB,  MC,  MD 
von  denen  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  genügen  diesen  Bedingungen 
(das  Hyperboloid  degenerirt  in  zwei  Ebenen)  und  liefert  ein  Parallelepiped 
über  MÄy  MB,  MC  durch  seine  Diagonale  die  Kraft  MD  als  Resultante 
der  Kräfte  MÄ,  MB,  MC-,  halten  sich  also  MÄ,  MB,  MC,  —MD 
Gleichgewicht.  Bezeichnet  daher  Mab  das  Moment  eines  Kräftesystems 
in  Bezug  auf  AB  als  Axe,  so  folgt 

MA  'Mab  +  MB'  MifB  +  MC  -  M^,c  —  MD  •  Mmd  =  0 

oder  MD  •  M^d  =  MA  -  Mma  +  MB  •  Mmb  +  MC  -  Mmc 

Ist  A  B  CD  ein  Parallelogramm,  so  sind  vier  Kräfte  gleich  den  Seiten, 
nämlich  AB,  BC,  CD,  DA  im  Gleichgewicht,  mithin  ist  {AB,  AD) 
—  (BC,  DC)  und  folglich 

AB  .  Mab  +  AD'Mad  =  BC'  Mbc  +  DC  •  Mßc 

Ist  insbesondere  D  der  Pol  oder  Nullpunkt  der  Ebene  des  Parallelogramms, 
so  ist  Mad^^  Mj)G  =  0,  also  Mab'=^Mbc^=^C:AB  und  da  das 
Verhältniss  BCiAB  gleich  dem  Verhältniss  der  Perpendikel  ist,  welche 
von  D  auf  die  Axen  AB  und  BC  gefällt  werden  können,  so  folgt  der  Satz: 


I 
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Die  Momente  eines  Erftftesystems  in  Bezug  auf  die  Axen 
einer  Ebene  sind  den  Abständen  der  Axen  von  dem  Pole  der 
Ebene  proportional.  Die  Momente  für  die  Axen  der  Ebene,  welche 
gleichen  Abstand  vom  Pole  haben,  sind  einander  gleich. 

Hiemit  kann  man  den  Pol  der  Ebene  finden,  wenn  die  Momente  für 
drei  Axen  derselben  gegeben  sind. 

4.  Zwischen  den  Momenten  für  fünf  Axen  besteht  Abhängig- 
keit und  kann  das  Moment  für  die  fünfte  Axe  aus  den  Momen- 
ten für  die  vier  übrigen  gefunden  werden,  wenn  die  fünf  Axen 
Stralen  einer  Congruenz  1.  Grades  sind.  Es  kann  also  durch 
jeden  Punkt  des  Raumes  eine  fünfte  Axe  gezogen  werden,  deren 
Moment  aus  den  Momenten  der  vier  ersten  Axen  folgt.  Gibt  es 
zwei  reelle  Transversalen  für  vier  Axen,  so  kann  das  Moment  für  jede  Axe 
gefunden  werden,  welche  beide  Transversalen  schneidet. 

5.  Zwischen  den  Momenten  für  sechs  Axen  findet  eine  Ab- 
hängigkeit statt,  vermöge  welcher  das  Moment  für  die  sechste 
Axe  aus  den  Momenten  für  die  fünf  übrigen  gefunden  werden 
kann,  wenn  die  sechs  Axen  Stralen  eines  und  desselben  Linien- 
complexes  ersten  Grades  sind.  Es  gibt  daher  für  jeden  Punkt  des 
Raumes  eine  durch  ihn  hindurchgehende  Ebene  und  in  jeder  Ebene  des 
Raumes  einen  Punkt,*  so  dass  aus  den  Momenten  für  die  5  ersten  Axen  das 
Moment  für  jede  durch  den  Punkt  gehende  und  in  die  Ebene  fallende  Axe 
erhalten  werden  kann. 

6.  Sind  die  Momente  für  sechs  Axen  gegeben,  zwischen  denen 
keine  weitere  Abhängigkeit  besteht,  so  kann  aus  ihnen  das  Mo- 
ment für  jede  7.  Axe  gefunden  werden.  Sind  daher  die  Momente 
für  6  solche  Axen  gleich  Null,  so  ist  auch  das  Moment  flir  jede  7.  Axe 
Null  und  ist  das  Kräftesystem  im  Gleichgewicht.  In  B.  I,  S.  33  wurde 
gezeigt,  dass,  wenn  das  Moment  eines  ebenen  Systems  für  drei  nicht  in 
gerader  Linie  liegende  Punkte  Null  ist,  das  System  äquivalent  Null  ist. 
Ebenso  kann  bei  einem  räumlichen  System  die  Aequivalenz  mit  Null  oder 
das  Gleichgewicht  geschlossen  werden,  sobald  das  Verschwinden  des  Mo- 
mentes für  6  unabhängige  Axen  constatirt  ist  Dies  folgt  auch  aus  dem 
B.  I,  S.  59  gegebenen  Ausdrucke  ftir  das  Moment  eines  Systems  von  Strecken 
(oder  Kräften).  Denn  wenn  dasselbe  für  6  Axen,  d.  h.  für  6  verschiedene 
Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  a;j,  y^,  z^,  a,  /3,  y,  verschwindet, 
80  folgen  aus  diesen  6  Bedingungen  die  Gleichungen  Ä  ^^  B  =  C  '^=  0^ 
i  «»  ilf  =  -AT  =  0,  welche  das  Gleichgewicht  des  Systems  bedingen. 

Wenn  das  Moment  eines  nicht  im  Gleichgewicht  befindlichen  Systems 
für  5  Axen  Null  ist,  so  ist  es  auch  Null  für  jede  6.  Axe,  welche  dem 
doroh  die  5  Axen  bestimmten  Complexe  angehört,  aber  für  keine  andere. 
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Alle  6^^  Azen  eines  Punktes,  für  welche  also  das  Moment  verschwindet, 
liegen  in  einer  Ebene  und  alle  Axen  einer  Ebene,  für  welche  dasselbe  der 
Fall  ist,  gehen  in  ihr  durch  einen  Punkt. 

§.  10.  Die  in  den  §§.  5.  und  6.  entwickelten  Bedingungen  für  die 
Existenz  von  Kräften,  welche  längs  gegebenen  Geraden  wirkend  einander 
Gleichgewicht  halten,  sind  zugleich  die  Bedingungen  daftir,  dass  ein  fijrftfte- 
System  einer  Einzelresultante  (ohne  zugehöriges  Paar)  äquivalent  sei.  Denn 
halten  sich  n  Kräfte  P  längs  n  Geraden  wirkend  Gleichgewicht,  so  ist  jede 
von  ihnen,  im  entgegengesetzten  Sinne  genommen,  die  Resultante  der  n  —  1 
übrigen.  Sind  daher  diese  Bedingungen  für  n  Richtungslinien  erfCQlt,  so 
kann  auch  umgekehrt  eine  Ki-aft,  welche  längs  einer  derselben  wirkt,  in 
n  —  1  Kräfte  zerlegt  werden,  welche  längs  den  übrigen  gerichtet  sind. 
Wir  wollen  dies  für  einige  specielle  Fälle  näher  ausführen. 

1.  Drei  Kräfte  können  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein^  wenn  ihre 
Richtungslinien  in  eine  Ebene  fallen  und  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
der  übrigens  auch  im  unendlichen  liegen  kann.  Daher  kann  jede  fijraft 
in  2  andere  zerlegt  werden,  deren  Richtungen  sich  auf  ihrer  Richtung 
schneiden  oder  ihr  parallel  sind  (mit  Hülfe  des  Parallelogramms  der  Kräfte 
und  des  Satzes  über  die  Momente). 

2.  Bei  vier  Kräften  kann  nur  dann  Gleichgewicht  stattfinden^  wenn 
die  vier  Richtungslinien  einem  Hyperboloid  als  Erzeugungslinien  derselben 
Schaar  angehören.  Daher  kann  eine  Kraft  nur  dann  nach  drei  gegebenen 
Richtimgen  zerlegt  werden  ^  wenn  diese  drei  Richtungen  mit  ihrer  eigenen 
Richtimg  einem  Hyperboloid  als  solche  Erzeugungslinien  angehören.  Da 
diese  Bedingung  z.  6.  für  4  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  erfüllt  ist, 
so  folgt,  dass  jede  Kraft  P  nach  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  zerlegt 
werden  kann,  dessen  Ebene  durch  ihre  Richtungslinie  hindurchgeht.  Denn 
man  verlege  P  an  den  Durchschnitt  D  ihrer  Richtimg  mit  BC  und  zer- 
lege sie  dort  in  zwei  Kräfte  Q  längs  ^C  und  T  längs  DA.  Die  Kraft  T 
zerlege  man  weiter  in  A  nach  den  Richtungen  AB  und  ii (7  in  die  Com- 
ponente  R  und  Ä,  so  ist  Pe^  (^,  B,  S), 

Drei  Kräfte,  längs  den  Seiten  eines  Dreiecks  wirkend,  können  nicht 
im  Gleichgewicht  sein,  da  die  Resultante  von  zweien  der  dritten  nicht  ent- 
gegengesetzt gleich  werden  kann.  Ist  ihre  geometrische  Summe  nicht  Null, 
so  sind  sie  äquivalent  einer-  einzigen  Kraft,  die  man  findet,  indem  man  die 
Resultante  zweier  mit  der  dritten  zusammensetzt.  Im  andern  Falle  sind 
sie  äquivalent  einem  Paare,  dessen  Moment  der  doppelte  Inhalt  des  Drei* 
ecks  ist,  wie  sich  durch  Reduction  der  Kräfte  für  irgend  eine  Ecke  des 
Dreiecks  ergibt. 

Man  kann  die  drei  Strecken  Q^  B^S  in  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
als  Coordinaten  der  Bichtungslinie  von  P  ansehen,  indem  sie  diese  bestim- 
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men.  Dabei  wird  man  dem  Umfang  des  Dreiecks  einen  bestimmten  Sinn 
als  den  positiven  beilegen  und  jede  der  Coordinaten  als  positiv  oder  als 
negativ  betiuchten,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  Sinne  der  betreffenden 
Seite  harmonirt  oder  nicht  harmonirt.  Sind  g,  r,  s  die  von  einem  Punkte 
M  der  Biohtungslinie  von  P  auf  Q,  B^  8  gefällten  Perpendikel,  so  ist 
g^  +  ri?  +  sS  =  0  als  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  Qy  jB,  S, 
oder  also  als  Moment  von  P.  Diese  Gleichung  ist  daher  die  Gleichung 
der  Richtung  von  P. 

3.  Für  7  Kräfte,  welche  längs  7  gegebenen  Geraden  wirken  sollen, 
ist  das  Gleichgewicht  möglich,  mithin  kann  jede  Kraft  nach  6  gegebenen 
Richtungen  zerlegt  werden.  Unter  allen  in  diesem  Sinne  möglichen  Zer- 
legungen einer  Kraft  P  ist  die  einfachste  die  nach  den  6  Kanten  eines 
gegebenen  TetraMers  AB  CD.  Bestimmt  man  den  Schnittpunkt  E  von  P 
mit  der  Seitenfläche  ÄBC^  so  kann  man  P  in  zwei  Kräfte  zerlegen,  von 
denen  die  eine,  5,  in  die  Ebene  ABC  fllllt^  während  die  andere,  T,  längs 
ED  gerichtet  ist.  Die  Kraft  8  zerfällt  nach  2.  in  drei  Componenten 
d,  Uj,  8^  längs  den  Kanten  BC^  CA^  AB^  die  Kraft  T  in  drei  andere 
$2»  -^)  ^^2  l^gs  ^^^  Kanten  DA^DB.DC  und  sind  folglich  die  6  Kräfte 
ön  ^25  ^n  -^2»  ^u  ^2  ^®^  Kraft  P  äquivalent. 

Die   6  Grössen  ^ ,    "^ »   ^  >   "^  i  "B  >    p  können  als  Coordinaten  der 

Richtungslinie  von  P  gebraucht  werden.  Sie  dienten  Cayley  (Cambridge 
Philosoph.  Transactions  Vol.  IX)  und  Zeuthen  (Mathem.  Annalen,  B.  I) 
zu  ihren  Untersuchungen  über  Complexe. 

§.  11.  Im  Anschlüsse  an  das,  was  wir  B.  I,  S.  69  —  72  und  S.  297  u.  298 
mitgetheilt  haben,  fägen  wir  noch  einiges  weitere  über  Complexe  und  Congruenzen 
1.  Grades  hinzu,  was  insbesondere  die  analytische  Behandlung  derselben  betrifft. 

In  §.  3.  fanden  wir  für  die  Momentensumme  zweier  Streckensysteme  P^ ,  Pg , . . . 
und  Q, ,  Q,  . . .  in  Bezug  auf  einander 

^ZZPyt,  (P^,  O  )  =.  BO'  cos  {BO')  +  B! Q  cos  {BG),  (1) 

Nun  ist  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  O 
der  gemeinsame  Bednctionspunkt  der  Strecken  beider  Systeme  ist,  wenn 

[Ä]  -  [X]  +  [Y]  +  [z],  [ff]  =  [X]  +  [üf]  +  m, 

[iT]  =  [X]  +  [F]  +  [Z-],   [ff-J  =.  [L']  +  [Af  ]  +  [iVj, 
also  mit  X,  Y,  Z,  .  .  .  abkürzend  die  Summen  ^X,  EY^  EZ,  .  .  .  bezeichnet 
werden,  wofür  wir  früher  die  Bezeichnung  A,  B,  C  gebrauchten: 

,„^,,       XL'  +  YM'  +  Zir           ,^_^       X'i  +  TM+Z'N 
cos  (BG)  — EG'        '    ^^^  ^    ^  ^ ^~BG      

imd  mithin 

ßZEPi^,  (P^,  e,)  =  LX'  +  MT  +  NZ'  +  XL'  +  YHT  +  Zlf, 

Reduciren  wir  das  System  (Q)  auf  eine  Einzelstrecke  12',  deren  Moment  in  Bezug 
auf  das  System  (P)  verschwindet,  sq  geht  die  Gleichung  über  in 

Ä  —  LX  +  MT  +  NZ*  +  XL'  +  YM'  +  ZIT  =  0.  (2) 
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Da  das  Sjstem  (P)  anf  unzählige  Arten  durch  zwei  conjngirte  Sirecken  r,  ^  er- 
setzt werden  kann,  so  ist  diese  Bedingung  aequivalent  der,  dass  die  Bichinngs- 
linie  yon  IH  die  Bichtungslinien  zweier  solcher  conjugirter  Strecken  zugleich 
schneide,  dass  sie  also  eine  doppelt  coi\jugirte  Gerade  des  durch  das  System  (P) 
bestimmten  Nullsystems  sei. 

Neben  derselben  besteht  die  Bedingung  i'X'  +  JTF  +  ITZ^  —  0  oder 
G'^  SB  0 ,  weil  das  zweite  System  sich  auf  eine  Einzelstrecke  reducirt.  Die  Grössen 
X\  Y*^  Z ^  L\  M\  N'  können  als  Coordinaten  der  Strecke  i^  angesehen  werden 
und,  indem  wir  sie  variabel  denken,  stellt  die  Gleichung  die  Gesammtheit  der 
Bichtungslinien  aller  Strecken  B'  dar,  deren  Moment  in  Bezug  auf  das  Strecken- 
system (P)  verschwindet,  d.  h.  sie  ist  die  Gleichung  des  durch  das  System  (P) 
bestimmten  Complexes  1.  Grades.  In  dieser  Gleichung  spielen  X,  Y,  Z,  JL,  3f,  N 
die  Bolle  von  Constanten,  mit  deren  Hülfe  nach  den  früheren  Lehren  auch  die 
Centralaxe  und  der  Parameter  O^  :  R  des  Complexes  gefunden  werden  kann.  Die 
Bichtungslinie  von  R'  erhält  man,  indem  man  auf  die  Ebene  der  Strecken  B^,  G' 
im  Ursprünge  0  die  Normale  errichtet,  auf  ihr  die  Strecke  G* :  R  nach  links  TOn 
G'  aus  gesehen  aufträgt  und  durch  deren  Endpunkt  eine  Parallele  mit  1^  legi. 
Denn  da  B^  und  G'  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  folgt,  dass  durch  die  Ueber- 
tragung  von  Bf  an  jenen  Endpunkt  entstehende  Paar  das  Paar  G'  ist. 

§.  12.  Wir  können  die  Gleichung  (1)  vereinfachen,  indem  wir  die  beiden 
Systeme  durch  ihre  Beductionen  {B,  Gq)  und  (B\  G'^)  auf  ihren  Centralaxen  ver- 
treten lassen.  Es  sei  CC  s=  z  der  kürzeste  Abstand  der  Centralaxen  B,  B!  und 
wählen  wir  den  Fusspunkt  C  zum  Beductionspunkt  für  B!^  G'^.  Indem  wir  B!  in 
seinem  und  im  entgegengesetzten  Sinne  an  den  Punkt  C  verlegen,  entsteht  das 
Paar   (i^,  — B'\  dessen  Moment  B^z  mit  G'q  zusammengeht  in  das  Moment  Q^ 

=  (Ö'o*  -f  B:^z^)\,  ffiemit  wird  G'  cos  {ßG')  —  G'^  cos  {BB!)  -  Bfe  an  (BB!) 
und  hiermit  die  Gleichung  (1) 

(jZZFyr,  (P^,  Q^)  =  (Ä6?;  +  Bl G^)  cos  (EJT)  —  BB:z  sin  {BB!) 
oder 


(yZZPyr.  (P„,  Q;i  =  [5  +  J  ^  '  *«  ^^^^l  ^^  ^'  (^^)- 


(3) 


Im  Falle  dass  das  System  (Q)  sich  auf  die  Einzelkraft  B'  reducirt,  wie  in 
§.11,  ist  G'^^  =  0  und  ergibt  sich,  wenn  B!  ein  Stral  des  Complexes  (12,  G^  ist 

^-zig  ifiE)  =  0 

als  die  einfachste  Gleichung  dieses  Complexes.  Sie  spricht  die  B.  I,  S.  71  be- 
wiesene Eigenschaft  desselben  aus. 

§.  13.  Die  gemeinsamen  Stralen  zweier  Complexe  1.  Grades  bilden  eine 
lineare  Congruenz  (B.  I,  S.  297).  Sie  stellt  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit 
von  Geraden  dar.    Sind 

Ä  -:  LX  +  MT  +  NZ:  +  XL'  +  YM'  +  ZN'  =- 0 

Äi  -  L,X'  +  M,  r  +  N,Z'  +  XjL'  +  Y,M'  +  Z^K  =  0 

die  Gleichungen  beider  Complexe,  so  stellt  das  System  derselben  die  Congmens 
dar,  nämlich  alle  Stralen  (iT,  6?'),  deren  Coordinaten  X',  Y\  Z,  V,  -Äf,  N*  bei- 
den Gleichungen  zugleich  genügen.  Die  Congruenz  ist  der  Durchschnitt  der  beiden 
Complexe  (12,  G)  und  (i^^,  G^),  Wenn  die  -  Coordinaten  eines  Strales  den  Qlei* 
chungen  A  =  0,  A^  »0  genügen,  so  genügen  sie  auch  der  Gleichung  ß4~^Ai  ""0, 
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welche  gleichfalls  einen  Complex  darstellt.  Die  Congruenz  gehört  also  unendlich 
vielen  Complexen  zugleich  an,  welche  man  erhält,  indem  man  die  willkührliche 
Constante  X  varüren  lässt.  Ein  Complex  ist  durch  6  Stralen  bestimmt,  4  bestim- 
men daher,  wenn  man  den  5.  Stral  variiren  lässt,  das  ganze  Complexbfischel, 
welches  durch  die  Congruenz  hindurchgeht.  Zwei  conjugirte  Gerade,  welche  meh- 
reren Complexen  angehören,  die  sich  paarweise  in  der  Congruenz  schneiden,  heissen 
die  Directricen  der  Congruenz;  ihr  kürzester  Abstand  ist  die  Axe,  und  die 
Ebene  senkrecht  zur  Axe  in  deren  Mittelpunkt  errichtet,  die  Centralebene  der- 
selben. Die  Axe  der  Congruenz  schneidet  die  Centralaxen  aller  Complexe  recht- 
winklig. 

Die  Aufgabe,  die  Centralaxen  und  die  Parameter  aller  Complexe 
zu  finden,  welche  eine  gegebene  Congruenz  mit  zwei  Directricen 
Fr^  Dq  gemein  haben  (Fig.  5),  wurde  bereits  B.  I,  S.  297  gelöst,  jedoch  ohne 
bestimmt  ausgeprägte  Formeln  zu  liefern;  wir  kommen  daher  nochmals  auf  sie 
zurück.   Es  sei  FD  ^=  d  der  kürzeste  Abstand  und  a  der  Winkel  beider  Directricen; 

ein  Complex,  welcher  aus  einem  Streckensystem  ent- 
springt, welches  zwei  Strecken  r,  q  auf  den  Directricen 
äquivalent  ist,  deren  Verhältniss  gegeben  ist,  hat 
eine  bestimmte  Centralaxe  mit  bestimmtem  Para- 
meter Gq  i  R^  wo  [R]  =  [r]  +  [p]  ist,  und  trifft  die 
Centralaxe  den  kürzesten  Abstand  der  Directricen  in 
einem  bestimmten  Punkte  C,  Indem  man  das  Ver- 
hältniss  r :  q  variiren  lässt ,  ergeben  sich  alle  Com- 
plexe, um  deren  Bestimmung  es  sich  hier  handelt. 
Indem  man  die  Reduction  der  Strecken  für  den  Punkt 
F  ausführt,  erhält  man 
f 

-,  JJ*  =  9*  +  ***  +  äpr  cos  a. 


R 


sin  a        sin  Rr        sin  qR 
Das  Axenmoment  G  des  bei  der  Reduction  entstehenden  Paares  ist  G  =  qd  und 
senkrecht  zu  q  .    Daher  ist  seine  Projection  G^  auf  R ,  nämlich 

G^^G  cos  {RG^  —  G  cos  {^n  +  Äp)  =.  —  ö  sin  JBp  ==  —  pd  sin  i?^ 

und  hiemit  wird  wegen  q  i  R  =  %\vl  Rr  :  %m  a  der  Parameter  des  Complexes 

cos  (er  —  2Ä9) —  cosa 


G^ sin  i2r  sin  i2p ,   sin  (g  —  Rq)  sin  Jgg 


sin  a 


sm  a 


kd 


sm  a 


Für  die  Lage  G  des  Schnittpunktes  der  Centralaxe  mit  dem  kürzesten  Abstände 
d  ist  12 .  FC  =»  G^  sin  {RG)  »  G  cos  Rq  »  qd  cos  Rq^  also 

sin  Jßr  cos  2^9 


FC 


sm  a 


und  wenn  für  die  Mitte  M  von  d  der  Abstand  MC==  FC  —  ^d=^z  gesetzt  wird 

sin  (a  —  ^Rr) 


z  =^\d 


Brno 


Es  gibt  4  Complexe,  deren  Centralaxe  gleichen  Abstand  ±  z  von  der  Mitte  M 

des  kürzesten  Abstandes  d  haben.    Setzt  man  nämlich  a  —  22?r  =»  +  u,   so  ist 
filr  zwei  derselben  Rr  =  i(^  ±  ^)»  ^^^  ^i®  beiden  andern  Ar  =»  4  «  +  -^  (er  ±  u). 
Will  man  die  Formeln  für  (?„  :  R  und  z  rein  durch  9,  r,  er,  d  darstellen^  so 
bat  man  in 


G 


0 
R 


d  .  -^fdn  RQy  FC  =  d,-^  coB  qR 
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zu  substituiren 


Bin  Rq  BS  — ^  gin  0,    R  cos  Rq  =  9  4~  '*  <^b  0, 

XV 


wodurch  man  erhält 


ö^o  1^  2yg  BIP  tf  ^       t   ,  ^•  — r« 


R  ^     r* -{- Q* -{-  r  Q  cos  a  ^  ^       r*  +  p*  +  2r^  cosa 

Wir  behandeln  auch  noch  die  weitere  Aufgabe:  Wenn  zwei  Complexe 
Sl,  Slj  durch  ihre  Centralazen  und  die  Rednctionen  (i?,  tr^),  (R^,  G'q) 
gegeben  sind,  die  Directricen  Fr,  Dq  der  ihnen  gemeinsamen  Con- 
gruenz  zu  finden. 

Da  die  Axe  der  Congruenz  die  Centralaxen  der  beiden  Complexe  rechtwinklig 
schneidet,  so  ist  sie  die  Linie  kürzesten  Abstandes  CC  dieser  Centralaxen.  Als  ge- 
gebene Grössen  sind  daher  anzusehen  der  kürzeste  Abstand  CC  ^=*  2d  der  Central- 
axen, ihr  Neigungswinkel  (ÄJB')  »  ^  und  die  Parameter  G^  :  R^ap,  O'qiR'  =^  p' 
der  Complexe.  Indem  wir  für  den  Punkt  F  (S.  Fig.  5)  reduciren,  folgt,  wie  beim 
vorigen  Problem :  Gq  =«  —  G  iia  Rq  y  R  ,  FC  =»  G  cos  Rq  ,  mithin  R  .  FC 
=  —  Öq  cotg  Rq  und  ebenso  R!  ,  FC  =  —  G'q  cotg  R!q,    Hiermit  erhält  man: 

cotg  JK9  = —  ,    cotg  Kq  ^ -7-  • 

Indem  wir  die  Mitte  0  von  CG'  zum  Ursprung  der  Abstände  auf  CC*  wählen, 
hat  man  ^  —  OC  =  —  OC  und  wenn  OF  ==  —  «  gesetzt  wird,  FC  «»  «  —  ^, 
FC*  =  ^  +  *,  mithin 

cotg  Rq  =  -— —  ,    cotg  Rq  =       \ 

p  p 

und  da  Rq  =  "Kq  +  JBi?,  so  wird 

.     „         1  —  cotg  ^  cotg  Rq 

cotfir  Äo  =^ -^ -=5 — -  . 

^     ^         cotg  -^  +  cotg  Ä^ 

Diese  Gleichung  liefert  nach  Einsetzung  des  Werthes  für  cotg  Rq  nach  leichten 
Transformationen : 

Sfiz  sin  -^  —  d?'  —  1»)  cos  ^]*  =  [2*  sin  -^  —  (j)  +  p)  cos  -^J*  —  4  pp. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  für  z  sind  reell,  imaginär  oder  einander  gleich,  je 

nachdem   [2 ^  sin  -O-  —  (p  +  P)  cos  -0"]*  —  ^pp'  ^  0   ist.    Für  die  Mitte  M  TOn 

FD  wird 

OiVf  «  i  (OF  +  OD)  =  Kl)'  —  p)  cotg  «•. 

§.  14.    Als  Hauptsätze  über  die  lineare  Congruenz  führen  wir  an: 

1.  Jede  der  beiden  Directricen  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Büschels 
von  Straleu  der  Congruenz,  dessen  Ebene  durch  die  andere  Directrice  hindurch- 
geht. Jede  der  Directricen  ist  die  Axe  eines  Ebenenbüschels,  von  dessen  Ebenen 
jede  Congruenzstralen  enthält,  welche  alle  in  dem  Schnittpunkt  derselben  mit  der 
anderen  Directrice  zusammenlaufen.  Denn  die  Directricen  sind  conjugirte  Gerade 
in  jedem  Complexe,  welchem  die  Congruenz  angehört;  daher  sind  alle  Geraden, 
welche  beide  Directricen  schneiden,  gemeinsame  Stralen  aller  dieser  Complexe, 
also  Stralen  der  Congruenz. 

2.  Durch  einen  Punkt  M  ausserhalb  der  Directricen  geht  nur  ein  Stral  der 
Congruenz;  man  kann  denselben  ansehen  als  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen, 
welche  in  zwei  Complexen,  denen  die  Congruenz  angehört,  den  Pnnkt  üf  zum  Fol 
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haben  oder  anch  als  die   Schnittlinie  zweier  Ebenen,  welche  von  M  aus  durch 
die  Directricen  gelegt  werden  können. 

3.  Jede  Ebene  enthält  nur  einen  Congruenzstral ;  man  kann  denselben  ansehen 
als  die  Verbindungslinie  der  beiden  Pole,  welche  diese  Ebene  in  zwei  Complexen 
besitzt,  denen  die  Congruenz  angehört,  oder  auch  als  die  Verbindungslinie  der 
Schnittpunkte  der  Ebene  mit  den  beiden  Directricen. 

4.  Alle  Stralen  der  Congruenz,  welche  eine  gegebene  Gerade  schneiden,  liegen 
auf  einem  Hyperboloid.  Denn  sie  schneiden  zugleich  beide  Directricen  der  Con- 
gruenz. 

5.  Nach  B.  I,  S.  74  liegen  zwei  Paar  conjugirte  Gerade  eines  Complezes  auf 
einem  Hyperboloid.  Einer  Geraden  ist  in  jedem  der  Compleze  Sl  -f~  ^^i  ="  ^f 
welchen  eine  Congruenz  angehört,  eine  bestimmte  Gerade  coigugirt  und  da  die 
Directricen  in  allen  Complexen  sich  conjugirt  sind,  so  folgt,  dass  alle  Geraden, 
welche  einer  gegebenen  Geraden  in  den  verschiedenen  Complexen 
conjugirt  sind,  die  eine  bestimmte  Congruenz  gemein  haben,  mit 
ihr  auf  einem  Hyperboloid  liegen,  welches  auch  die  Directricen  der 
Congruenz  enthält,  und  die  eine  Schaar  dieser  Fläche  bilden.  Die 
andere  Schaar  wird  von  allen  Stralen  der  Congruenz  gebildet,  welche 
die  gegebene  Gerade  schneiden. 

6.  Dreht  sich  eine  Gerade  in  einer  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte,  so  erfüllen 
alle  Stralen,  welche  sie  und  die  beiden  Directricen  schneiden,  in  jeder  Lage  ein 
vei^nderliches  Hyperboloid,  dessen  Erzeugungslinicn  der  Schaar,  welche  die  Gerade 
schneidet,  die  Congruenz  bilden.  Denn  jeder  Stral  der  Copgruenz  trifft  die  Ebene 
in  einem  Punkte  und  durch  diesen  geht  eine  Lage  der  beweglichen  Geraden. 
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Kräften  oder  die  Axen  von  Winkelgeschwindigkeiten  sein  können,  welche  sich 

im  Gleichgewicht  befinden.)    Note  sur  Tinvolution  de  six  lignes  dans  Tespace 
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IV.  Capitel. 

AeqnivaleDz  nnd  Gleichgewicht  der  Eräftesysteme   am  nnveränder- 
liohen  Fnnktsysteme   bei  beschränkter  Beweglichkeit   nnd  am  ver- 
änderlichen Punktsysteme,  welches  in  unveränderliche  Systeme 

zerlegt  werden  kann. 

§.  1.  Das  unveränderliche  System,  an  welchem  ein  Kriiftesjstem  an- 
greift, kann  Bedingungen  unterworfen  sein,  welche  seine  Beweglichkeit  be- 
schränken. Sie  bestehen  darin,  dass  das  System  gezwungen  wird,  mit 
anderen  unveränderlichen  Systemen  in  gewisser  bestimmter  Verbindung  zu 
bleiben.  Diese  Verbindung  kann  sehr  mannigfach  sein;  sie  kann  z.  B.  darin 
bestehen,  dass  gewisse  Punkte  des  Systems  auf  gewissen  Flächen  oder 
Curven,  die  den  anderen  Systemen  angehören,  bleiben,  oder  dass  gewisse 
Flächen  desselben  durch  Punkte  jeuer  Systeme  hindurchgehen  sollen,  oder 
dass  Flächen  mit  Flächen  in  Berührung  zu  bleiben  genöthigt  sind  u.  s.  w. 
Dabei  können  die  Systeme,  mit  welchen  das  gegebene  verbunden  sein  soll, 
unbeweglich  (fest)  oder  beweglich  sein.  Man  kann  das  gegebene  System 
und  alle  anderen  Systeme,  mit  welchen  es  verbunden  ist,  als  ein  einziges  ver- 
änderliches System  ansehen,  dessen  Theile  ihre  Beweglichkeit  gegenseitig 
so  beschränken,  dass  eine  Bewegung  des  einen  auf  die  Bewegung  der  an- 
deren Einfluss  hat.  Dabei  können  an  allen  einzelnen  Systemen  Kräfte  an- 
greifen, oder  nur  an  einzelnen.  Es  kann  somit  das  Studium  der  Wirkung 
eines  Eräftesystems  an  einem  unveränderlichen  Punktsystem,  welchem  Be- 
dingungen seiner  Beweglichkeit  auferlegt  sind,  als  ein  specieller  Fall  des 
allgemeinen  Problems  der  Wirkung  von  Kräften  auf  ein  aus  unveränder- 
lichen, mit  einander  nach  bestimmten  Normen  verbundenen  Systemen  ge- 
bildetes   veränderliches   Gesommtsystem   aufgeüasst    werden«    Wir   werden 


III.  Th.,  Cap.  IV,  §§.  2. 3.     Kräftesy  st.  am  unv.  Punktsyst.  bei  beschr.  Beweglichkeit.    51 

diesen  Weg  betreten  und  zunächst  allgemeine  Sätze  über  das  Gleichgewicht 
von  Kräften  an  solchen  Systemen  aufstellen. 

§.  2.  Ein  im  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesystem  kann  den  Ge- 
schwindigkeitszustand des  Kräftesystems,  an  welchem  es  angreift,  nicht 
ändern,  welches  derselbe  auch  immer  sei.  Der  Geschwindigkeitszustand 
kann  daher  verändert  werden,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  zer- 
stört wird,  so  lange  dadurch  au  der  Intensität,  Bichtung  und  Lage  der 
Kräfte  nichts  geändert  wird.     Hiei*aus  folgt  insbesondere:  ' 

Findet  Gleichgewicht  zwischen  den  Kräfben  statt,  welche 
an  einem  veränderlichen  System  angreifen,  so  besteht  dasselbe 
fort,  wenn  das  System  in  Ganzem  oder  in  einzelnen  Theilen  un- 
veränderlich wird  (erstarrt).  Denn  dadurch  wird  blos  die  Beweglich- 
keit beschränkt  und  werden  gewisse  früher  mögliche  Geschwindigkeits- 
zustände  ausgeschlosseiL     Hieraus  folgt  weiter: 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  von  Kräften  am  un- 
veränderlichen System  gelten  auch  für  das  Gleichgewicht  von 
Kräften  am  veränderlichen  System  als  nothwendige  (aber  nicht 
hinreichende)  Bedingungen. 

Ebenso  ergibt  sich  weiter: 

Das  Gleichgewicht  von  Kräften  an  einem  beliebig  verän- 
derlichen System  besteht  fort,  wenn  Theile  desselben  unbeweg- 
lich werden.  Denn  auch  hiedurch  wird  blos  der  umfang  der  Beweglich- 
keit und  der  möglichen  Geschwindigkeitszustände  eingeschränkt.  Man  darf 
diesen  Satz  nicht  umkehren.  Denn  das  Gleichgewicht  von  Kräften  an 
einem  zum  Theil  unbeweglichen  System  kann  der  Art  sein,  dass  es  nur 
mit  Hülfe  von  Hindernissen  des  Beschleunigungszustandes  zu  Stande  kommt, 
welche  aus  der  Unbeweglichkeit  entspringen.  Da  aber  Hinderungen  von 
Beschleunigungen  selbst  durch  Beschleunigungen  dargestellt  werden  können, 
so  sieht  man,  dass  die  Hindernisse,  welche  sie  hervorrufen,  durch  Kräfte 
ersetzbar  sind.     Daher  kann  man  den  Satz  aufstellen: 

Sind  Theile  eines  Systems,  auf  welches  Kräfte  einwirken, 
unbeweglich  und  findet  zwischen  den  Kräften,  welche  an  den 
beweglichen  Theilen  angreifen,  Gleichgewicht  statt,  so  ist  es 
immer  möglich,  an  den  unbeweglichen  Theilen  solche  Kräfte 
anzubringen,  dass  das  Gleichgewicht  am  Gesammtsystem  zwi- 
schen ihnen  und  den  ursprünglichen  Kräften  fortbesteht,  wenn 
die  unbeweglichen  Theile  gleichfalls  beweglich  werden. 

§.  3.  Das  veränderliche  Gesammtsystem  bestehe  aus  einem  unver- 
änderlichen Systeme  Z  und  einem  Punkte  A^  welcher  blos  auf  einer  Fläche 
S  von  E  beweglich  sei.  An  A  wirke  eine  Kraft  P,  an  i?  ein  Kräftesystem. 
Beducirt  man  die  Kräfte  an  i?  für  den  Punkt  A^  der  Fläche  8^  mit  welchem 
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A  zusammenflällt  und  lässt  das  Cresammtsysteiii  unveränderlich  werden,  so 
folgt,  dass  das  Kräftesystem  au  £  einer  durch  Aq  gehenden  Einzelresnl- 
tante  B  äquivalent  und  dass  diese  der  Kraft  P  entgegengesetzt  gleich  sein 
muss.  Beide  Kräfte  müssen  aber  zugleich  normal  zu  S  sein.  Denn  sser- 
legt  man  P  in  zwei  Componenten  P^ ,  Pj, ,  ebenso  11  in  i^i ,  ü^  normal  und 
tangential  zu  6',  so  halten  sich  P^  und  Jl^  Gleichgewicht,  da  ^  in  die 
Fläche  S  nicht  eindringen  kann,  allein  P^  an  A  und  jß^  an  dem  Flächen- 
punkte  Aq  angreifend  nicht,  obgleich  sie  entgegengesetzt  gleich  sind^  da 
der  Punkt  A  in  der  Tangentenebene  beweglich  ist  und  über  den  Punkt  Aq 
hingleiten  kann.  Daher  müssen  die  tangentiellen  Componenten  für  sich 
verschwinden,  d.  h.  P  und  B  müssen  normal  zu  S  sein. 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem 
unveränderlichen  System  2  und  einer  Einzelkraft,  welche  an 
einem  Punkte  A  angreift,  welcher  auf  einer  Fläche  8  von  £ 
beweglich  ist,  ist  nothwendig,  dass  das  Kräftesystem  einer 
Einzelresultante  äquivalent  und  dass  diese  jener  Einzelkraft 
entgegengesetzt  gleich  und  zur  Fläche  S  normal  sei. 

Wird  Z  fest,  so  halten  sich  die  Kräfte  an  ^,  welches  sie  auch  immer 
seien,  Gleichgewicht  und  bleibt  für  die  Kraft  P,  welche  an  dem  auf  der 
festen  Fläche  S  frei  beweglichen  Punkte  A  angreift,  blos  die  Bedingung, 
dass  sie  normal  zu  S  sei. 

Wird  der  Punkt  A  fest,  so  fällt  P  hinweg  und  bleibt  für  das  Kräfte- 
system, welches  an  dem  System  U  angreift,  von  welchem  eine  Fläche  8 
an  dem  festen  Punkte  A  gleiten  kann,  als  die  Bedingung  des  Gleichgewichts, 
dass  es  äquivalent  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Einzelresultante  sei. 

Sind  A^  Bf . . .  Punkte,  welche  in  der  Fläche  8  des  Systems  £  be- 
weglich sind  und  auf  welche  Kräfte  P,  Q,  .  . .  wirken,  während  £  von  einem 
Kräftesystem  weiter  afficirt  wird,  welches  mit  P,  Q, ...  an  dem  Gesammt- 
systicm  im  Gleichgewicht  ist,  so  ist  das  Kräftesystem  äquivalent  dem  System 
der  Kräfte  —  P,  —  ö,  .  .  •  d.  h.  es  müssen  sich  dem  Kräftesystem  Kräfte 
substituiren  lassen,  welche  den  an  A,  B^  .  , .  angreifenden  Kräften  einzeln 
Gleichgewicht  halten.  Lüsst  man  nun  £  und  damit  auch  S  fest  werden 
während  die  Punkte  A,  B^,,.in  S  beweglich  bleiben,  so  folgt,  dass  P,  ^, . . . 
normal  zu  8  in  diesen  Punkten  sein  müssen. 

Werden  A,  B^ ,  . .  unbeweglich,  Vährend  £  beweglich  bleibt,  so  fallen 
Pf  Q,  . .  ,  hinweg  und  folgt,  dass  die  Bedingimg  des  Gleichgewichts  von 
Kräften  an  einem  unveränderlichen  System,  welches  mit  einer  Fläche  8  an 
festen  Punkten  A^  B^ .  . .  hingleiten  kann,  die  ist,  dass  das  System  dieser 
Kräfte  durch  Kräfte  ersetzt  werden  könne,  welche  in  den  festen  Punkten 
normal  zur  Fläche  8  sind. 

Ist  die  Fläche  8  des  Systems  £  an  einem  oder  mehreren  festen  Punkten 
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verschiebbar  und  sind  in  der  Fläche  S  Punkte  beweglich,  auf  welche  Kräfte 
wirken,  während  an  2  für  sich  ein  Kräftesystem  angreift,  so  ist  zum  Gleich- 
gewicht aller  Kräfte,  der  an  den  beweglichen  Punkten  und  der  an  2^  an- 
greifenden, noth wendig,  dass  alle  zusammen  durch  Kräfte  ei*8etzbar  sind, 
welche  in  den  festen  Punkten  normal  zur  Fläche  S  sind. 

§.  4.  Die  Möglichkeit  das  Kräftesystem  durch  ein  ihm  äquivalentes  zu 
ersetzen,  dessen  Kräfte  die  Bichtung  der  Normalen  an  die  Fläche  aS  in  den 
gegebenen  Punkten  Ay  B^  . .  ,  haben,  hängt  von  der  Zahl  n  dieser  Pimkte 
ab.  Denn  wenn  Ä^  B,  C^  L,  31,  N'^  Ä\  B",  C\  L\  M\  N\  die  Reductions- 
elemente  des  Systems  der  gesuchten  n  Kräfte  und  des  gegebenen  Kräfte- 
systems sind,  so  müssen  die  6  Gleichungen  bestehen 

A=^A\       L  =  L\ 
B  =  B\      M=^M\ 

Für  n  =  6  folgen  hieraus  die  Intensitäten  der  gesuchten  Kräfte  eindeutig; 
für  »  >  6 ,  kann  man  n  —  6  Kräfte  willkührlich  annehmen  und  die  6  übrigen 
bestimmen;  für  n  <  6  aber  kann  man  die  Intensitäten  der  n  Kräfte  elimi- 
niren  und  bleiben  dann  6  —  n  Bedingungen  übrig,  denen  die  Bichtungs- 
linien  dieser  Kräfte  genügen  müssen.  Für  n  >  6  ist  es  also  immer  mög- 
lich ein  dem  gegebenen  äquivalentes  System  von  n  Kräften  zu  finden,  welche 
normal  zu  S  m  A,  B^  , . .  sind  und  zwar  sind  diese  Kräfte  für  «  =«  6  völlig 
bestimmt,  während  sie  für  »>6  zum  Theil  willkührlich  bleiben;  für  w<6 
ist  es  nicht  immer  möglich,  solche  Kräfte  zu  finden.  Für  n  ^  6  herrscht 
also  immer  Gleichgewicht,  welches  auch  das  gegebene  Kräftesystem  sein 
möge.  In  der  That  ist  das  System,  an  welchem  die  Kräfte  angreifen,  un- 
beweglich, sobald  die  Fläche  S  durch  6  gegebene  Punkte  hindurchgehen 
soll,  während  für  w  <  6  Beweglichkeit  verschiedener  Grade  stattfindet. 
Wir  wollen  gegenwärtig  diesen  Gegenstand  nicht  ausführlich  besprechen, 
sondern  ihn  nur  andeuten,  weil  wir  bei  Gelegenheit  des  Princips  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  ohnehin  tiefer  auf  ihn  eingehen  müssen. 

§.  5.  Das  Gesammtsystem  bestehe  aus  zwei  unveränderlichen  Systemen 
£,  £'y  welche  sich  mit  zwei  Flächen  iS,  S'  in  einem  Punkte  berühren,  so 
dass  in  diesem  Punkte  eine  bestimmte  Tangentenebene  und  Normale  existiri 
An  jedem  System  £,  £'  wirken  Kräfte,  welche  zusammen  ein  Kräftesystem 
bilden,  welches  an  dem  veränderlichen  Gesammtsystem  im  Gleichgewicht 
ist.  Die  Berührung  der  Flächen  kann  man  sich  so  denken,  dass  ein  Punkt 
A  vorhanden  ist,  welcher  in  beiden  Flächen  S,  S'  zugleich  beweglich  ist. 
Es  steht  nichts  im  Wege,  diesen  Punkt  als  eine  verschwi^dende,  zwischen 
beiden  Flächen  an  der  Berührungsstelle  befindliche  Kugel  anzusehen.  Indem 
man  dieselbe  unbeweglich  macht,  wird  das  Gleichgewicht  nicht  gestört  und 
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folgt,  dass  die  Kräfte  an  2  sowohl,  als  auch  die  Kräfte  an  ü' 
einer  £inzelre8ultante  R,  I(  äquivalent  sein  müssen,  welche  in 
die  Richtung  der  gemeinsamen  Normale  der  Flächen  S^S^  fallen. 
Diese  Resultanten  müssen  ferner  entgegengesetzt  gleich  sein, 
weil  das  Gleichgewicl^t  fortbestehen  muss,  wenn  E^  2'  zu  einem  Gesammt- 
system  erstarren.  Diese  beiden  Bedingungen  sind  auch  hinreichend  zum 
Gleichgewicht.  Denn  sind  sie  erfUllt,  so  bringe  man  an  der  Zwischen- 
kugel die  beiden  entgegengesetzten  Kräfte  —  Jt  und  —  72'  an  den  Berüh- 
rungspunkten mit  S^  S'  an.  Dieselben  halten  sich  an  der  Kugel  Gleich- 
gewicht und  stören  daher  die  Wirkimg  der  übrigen  Kräfte  nicht.  Es  sind 
aber  Jt  und  —  B  &n  S  und  It,  —  Kf  B,n  S\  jedes  Paar  für  sich  im  Gleich- 
gewicht, mithin  ist  auch  das  ganze  Kräftesystem  im  Gleichgewicht. 

Von  den  beiden  Kräften  R,  1^  drückt  die  erstere  die  Wirkung  des 
Kräftesystems  an  £  auf  das  System  2'  oder  den  Druck  auf  £'  aus;  ebenso 
die  zweite  den  Druck  des  Kräftesystems  an  2^  auf  U,  Die  Kraft  —  R, 
welche  an  U  angreifend  mit  den  Kräften  an  £  Gleichgewicht  hält,  heilst 
auch  der  Widerstand  von  2^  gegenüber  der  Einwirkung  der  Kräfte  von  £ 
auf  2^' ;  ebenso  ist  —  R^  der  Widerstand  von  £  gegenüber  2^. 

Im  Falle  des  Gleichgewichts  von  Kräften,  welche  an  zweien, 
mit  zwei  Flächen  in  einem  Punkte  berührend  verbundenen 
Systemen  wirken,  ist  es  immer  möglich,  im  Berührungspunkte 
längs  der  gemeinschaftlichen  Normale  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Kräfte,  an  jedem  System  eine,  derart  anzubringen,  dass 
an  jedem  Systeme  für  sich  zwischen  den  an  ihm  wirkenden 
Kräften  und  der  zugefügten  Kraft  Gleichgewicht  besteht. 

Berühren  sich  die  Flächen  Sy  S'  in  mehreren  Punkten,  so  kann  man 
an  jeder  Berührungsstelle  eine  uneudlichkleine  Zwischenkugel  einschalten, 
welche  auf  beiden  Flächen  beweglich  ist.  Indem  man  sich  sämmtliche  Zwi- 
schenkugeln unbeweglich  denkt,  erkennt  man,  dass  das  Kräftesystem,  welches 
an  £  angreift,  äquivalent  sein  muss  einem  Kräftesystem  P,  Q,  . . .  dessen 
Kräfte  längs  den  gemeinsamen  Normalen  a,  /?, .  . .  in  den  Berührungs- 
punkten der  Flächen  5,  S'  wirken  und  dass  ebenso  das  Kräftesystem  an 
£'  äquivalent  sein  muss  einem  anderen  Kräftesystem  P',  Ö, . .  •  dessen  Kräfte 
gleichfalls  in  die  Richtungen  der  Normalen  a,  jS,  .  .  .  fallen.  Indem  man 
hierauf  die  Systeme  £,  £'  zu  einem  Gesammtsystom  erstarren  lässt^  sieht 
man,  dass  P  -{-  P\  ö  +  Ö, .  . .  ein  an  diesem  im  Gleichgewicht  befind- 
liches Kräftesystem  bilden  müssen. 

Es  kann  sein,  dass  das  System  der  Kräfte  P,  Q, . .  .  welches  dem 
Kräftesystem  an  £  äquivalent  ist,  eindeutig  bestimmt  ist;  dann  folgt  aus 
dem  Gleichgewicht  von  P  -}-  -P',  C  +  C»  •  •  •  dass  das  System  — P',  — ^, . . . 
äquivalent  P,  Q, . . .  und  von  diesem  nicht  verschieden  sein  kann  (weil  es 
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nur  ein  System  P,  C, .  .  .  gibt).  Daher  ist  P  +  P'  =  0,  ^  +  ^  «=  0, . . . 
d.  h.  es  halten  sich  die  Kräfte  P,  P']  Q,  Qfy » -  -  längs  den  Normalen 
a,  /?,...  an  jeder  Berührungsstelle  für  sich  Gleichgewicht.  Es  kann  aber 
auch  der  Fall  eintreten,  dass  von  den  Kräffcen  P,  Q,  . . .  einige  willkührlich 
angenommen  werden  können  und  erst  dann  die  übrigen  eindeutig  bestimmt 
sind.  In  diesem  Falle  folgt  ebenso,  dass  für  jede  einzelne  willkührliche  An- 
nahme solcher  Kräfte  an  allen  Berührungsstellen  P+P'  =  0,  Q'\'Qf=0^.,. 
sein  müsse. 

Halten  sich  an  zweien,  mit  zwei  Flächen  in  mehreren 
Punkten  berührend  verbundenen  Systemen  Kräfte  Gleichgewicht, 
so  ist  es  immer  möglich,  längs  den  gemeinschaftlichen  Normalen 
der  Berührungspunkte  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte,  die  einen 
am  einen,  die  anderen  am  anderen  System,  derart  anzubringen, 
dass  an  jedem  System  für  sich  zwischen  den  an  demselben  an- 
greifenden und  den    zugefügten   Kräften   Gleichgewicht  besteht. 

Berühren  sich  die  Systeme  mit  1,  2,  3, ...  6  Punkten,  so  sind  diese 
zuzufügenden  Kräfte  oder  Widerstände  bestimmt;  bei  7,  8, .  .  .  und  mehr 
Berührungsstellen  bleiben  sie  unbestimmt.  Bei  1,  2,  3,  4,  5  Berührungs- 
stellen  findet  Beweglichkeit  der  Systeme  an  einander  statt,  bei  6,  7, .  . . 
Berührungen  aber  bilden  die  Systeme  im  Allgemeinen  ein  unveränderliches 
Gesammtsystem  und  findet  das  Gleichgewicht  als  an  einem  solchen  statt. 
Sind  Sy  S'  Ebenen,  Kugeln  oder  Schraubenflächen,  so  kann  auch  bei  mehr 
als  6  Berührungspunkten  Beweglichkeit  stattfinden,  da  solche  Flächen  in 
unendlich  vielen  Lagen  in  Coincidenz  sich  befinden  können.  Erhalten  die 
Normalen  a,  /?,...  der  Berührungsstellen  die  Bedingungen  des  Cap.  III, 
so  dass  längs  ihnen  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein  können,  so  werden  die 
Widerstände  gleichfalls  unbestimmt,  denn  man  kann  einem  solchen  System 
von  Widerständen  ein  System  von  Kräften,  welches  sich  längs  den  Nor- 
malen wirkend  Gleichgewicht  hält,  hinzufügen  und  dadurch  die  einzelnen 
Widerstände  ihrer  Intensität  nach  modificiren.  Auch  die  Richtung  der 
Widerstände  kann  unbestimmt  werden,  wenn  nämlich  die  gemeinschaftlichen 
Normalen  a,  /3,  .  .  .  es  werden.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  Flächen  S,  S' 
sich  beide  mit  singulären  Punkten  oder  Linien  (Spitzen,  Kanten  etc.)  be- 
rühren. Solche  Fälle  bedürfen  einer  besonderen  Untersuchung.  Man  muss 
die  besonderen  Elemente  als  Fälle  von  Einschnürungen,  Zusammenschrum- 
pfungen etc.  der  Flächen  5,  S'  ansehen  und  erst  den  allgemeinen  Fall  be- 
handeln, um  durch  einen  Grenzenübergang  aus  der  Lösung  desselben  den 
speciellen  abzuleiten. 

Wird  das  System  U'  fest,  während  2  mit  der  Fläche  S  dasselbe  in 
verschiedenen  Punkten  der  Fläche  S'  berührt,  so  ist  das  Kräftesystem^  an 
Z'  mit  den  Kräften  P',  Qf, . ,  *  unter  allen  Umständen  im  Gleichgewicht 
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und  kann  dasselbe  auch  fehlen,  indem  die  Festigkeit  die  Drucke  des  Systems 
S  auf  Z'  tilgt.  Dann  brauchen  also  blos  die  Gleichgewichtsbedingnagen 
für  das  bewegliche  System  S  erfüllt  zu  sein,  nämlich: 

Halten  sich  an  einem  beweglichen  unveränderlichen  System, 
welches  ein  anderes  unbewegliches  System  an  verschiedenen 
Stellen  berührt,  Kräfte  Gleichgewicht,  so  können  längs  den  Nor- 
malen derBerührungsstellen  stets  weitereKräfte(Widerst$ndede8 
unbeweglichen  Systems)  gefunden  werden  derart,  dass  sie  mit 
den  gegebenen  Kräften  Oleichgewicht,  wie  an  einem  freien  System 
halten. 

§.  6.  Wir  wollen  einige  hieher  gehörige  Fälle  näher  untersuchen. 

1.  Es  sei  das  bewegliche  System  21  mit  dorn  unbeweglichen  System 
blos  in  einem  Punkte  0  und  zwar  so  verbunden,  dass  dieser  mit  einem 
bestimmten  Punkte  desselben  fortwährend  vereinigt  bleibt,  d.  h.  das  be- 
wegliche System  besitze  einen  festen  Pimkt,  um  welchen  es  rotiren  kann. 
Die  Reduction  der  Kräfte  für  0  liefere  eine  Resultante  TL  und  ein  Paar 
vom  Axenmomente  G.  Der  Widerstand  N  des  festen  Punktes,  nach  dessen 
Einführung  das  bewegliche  System  als  ein  freies  behandelt  werden  kann, 
muss  mit  beiden  Gleichgewicht  halten,  d.  h.  es  ist  1 7?]  -f-  [K]  =  0,  [G]  =  0. 
Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem  un- 
veränderlichen, um  einen  festen  Punkt  beweglichen  System  an- 
greift, ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  dasselbe  einer  durch 
den  festen  Punkt  hindurchgehenden  Einzelresultante  äquivalent 
sei.  Der  Widerstand  des  festen  Punktes  ist  dieser  Resultanten 
geometrisch  gleich  und  entgegengesetzt. 

Sind  in  Bezug  auf  irgend  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  Ä^ 
JB,  C  iVa;,  -ZVy,  JV,,  7y,  3f,  iS^,  rt,  6,  c  die  Componenteusummen  der  Krftfte 
parallel  den  Axen,  die  Componenten  des  Widerstandes,  die  Componenten 
des  resultirenden  Axenmomentes  in  Bezug  auf  den  Coordinatenursprung  und 
die  Coordinaten  des  festen  Punktes  0,  so  sind  die  6  Gleichgewichtsbedingungen: 


7.  -I-  '   ^    ' 


=  0,     M  + 


c    a  ■ 

((    b 

—  0, 

N^ 

A^  iV, 

N^N„ 

0. 

Es    bleiben    daher    nach    Elimination    des   Widerstandes    als    eigentliche 
Gleichgewichtsbedingungeu : 

\  b  c  c  u  ^  fi  h  ' 


oder,    wenn    man    den    Ursi)rung    in    den    festen    Punkt    verlegt:    Z»  =  0, 

M  =  o,  iv  =  ü,  d.  h.  I  r;]  =  0. 

2.    Ist   das  System  £  der  Bedingung  unterworfen,  dass  ein  Punkt  0 
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desselben  anf  einer  festen  Curve  ohne  Beibung  zu  bleiben  oder  auch,  dass 
eine  Curve  des  Systems  durch  einen  festen  Punkt  hindurchzugehen  ge- 
zwungen ist,  so  ist  zum  Gleichgewicht  des  an  £  angreifenden  Kräfte- 
Systems  nothwendig  und  hinreichend,  dass  dasselbe  einer  Einzelresultante 
äquivalent  sei,  deren  Richtung  die  Curve  rechtwinklig  schneidet.  Sind 
X,  y,  z  die  Coordinaten  von  0,  welche  also  den  Gleichungen  der  gegebenen 
Curve  genügen  müssen,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  unter 
Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen,  wenn  x\  y\  z  Differentiationen 
nach  dem  Bogen  s  der  Curve  bedeuten: 

^4.iV;,  =  0,     i5  +  i\ry  =  0,     C+.V.  =  0, 


i  + 


y  z 


\ 


N,N, 


=  0,     M  + 


=  0,     N  + 


X    y 


N.N. 


y 


=  0, 


9 


y 

BC 


=  0,     M  — 


=  0,     N-- 


X  y 
AB 


=  0, 


z    X 

Ax  +  By  +  Cz  =  0, 

aus    welchen    nach    Elimination    des    Widerstandes    als    eigentliche   Gleich- 
.ge Wichtsbedingungen  übrig  bleiben: 

z  X 

CA 
Ax  +  By  +  Cz  =  0. 

Für  0  als  Ursprung  werden  dieselben^  wenn  man  die  Tangente  der  Curve 
in  0  zur  a;-Axe  wählt,  d.  h.  x'  =  1,  y'  =  /  =  0  sezt: 

X  =  0,     3f  =  0,     iV=0,     ^  =  0. 

Die  vorliegende  Frage   ist  einer  Entwickelung  föliig,  wie  die  analoge  ein- 
fachere in  Cap.  n,  §.  3. 

3.  Ist  der  Punkt  0  auf  einer  T'läche  beweglich,  oder  ist  eine  Fl&che 
von  Z  durch  einen  festen  Punkt  zu  gehen  genöthigt,  so  muss  das  Erftfte- 
sjstem  einer  zur  Fläche  normalen  Einzelresultanten  äquivalent  sein.  Ist 
Z7  =  0  die  Gleichung  der  festen  Fläche  und  sind  x,  y^  z  die  Coordinaten 
von  0  in  ihr,  so  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen 

A  +  N^=^0,     B  +  N,  =  0,     C+N^^O 


J^  + 


y  z 


=  0,     M  + 


z    X 


=  0,     N  + 


X   y 


0 


u'.     uij     u:' 

Für  0  als   Ursprung  und  die   Normale  in   0  als  j^-Axe  werden  sie  nach 
Elimination  des  Widerstandes 

^  =  0,     J5  =  0,     7>  =  0,     Jtf=0,     N=0. 
4.    Sind    zwei    Punkte   0,  0'   des    Systems  £  und    mithin    auch    die 
Gerade  00'  fest,  so   halten  die  Widerstände  derselben  dem  an  £  angrei- 
fenden Kräftesystem   Gleichgewicht.     Ihre  Richtungen   sind  ein  Paar  con- 
jugirter   Geraden   in   dem   durch   das  Kräftesyst^m  bestimmten  Complexe, 
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welche  die  Axe  0C(  schneiden.  Sind  JV^,  Ny,  Nr,  N'x,  2Vj,  If,  die  Com- 
ponenten  der  Widerstände  A,  B,  C,  L,  M,  N  die  Reductionselemente  des 
Kräftesystems  für  0  als  Ursprung  und  Off  =  h  als  ;;-Axe  eines  recht- 
winkligen Coordinatcnsystems,  so  bestehen  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

^  +  jv,  +  jv;  =  o,  i+  "  "     ■    "  * 


5  +  jVj,  +  jv;  =  0,  M-\- 


0    o 

N,jN. 

j    0    0 

N.N^ 

O     0 

N,N, 


+ 


+ 


+ 


0 

h   o 

n:k 

O     0 

NiN' 


=  0, 


0, 


=  0, 


oder 


L  —  hN',,  =  0, 


A  +  N,  +  K  =  0, 

b  +  n,  +  n;  =  o, 

c+n,  +  n:  =  o, 

Die  letzte  dieser  sechs  Gleichungen  ißt  die  einzige  von  dem  gegebenen 
Kräftesystem  für  sich  zu  erfüllende  Bedingung,  die  fünf  anderen  liefern  die 
Comj)onenten  der  Widerstände,  welche  die  festen  Punkte  leisten  mttssen 
und  mithin  auch  der  Pressungen,  welche  das  Kräftesystem  auf  sie  ausübt. 
Aus  der  4.  und  5.  Gleichung  erhält  man  N!^,  N'y  und  hiemit  aus  der  1. 
und  2.  Njc,  Ny,  während  die  3.  JV^.  +  N'^  gibt,  wie  natürlich  ist,  da  die 
Kräfte  N;  und  Nl  längs  derselben  Geraden  wirken.  Man  kann  daher  eine 
von  ihnen  willkührlich  annehmen.  Die  von  den  Widerständen  unabhängige 
Gleichung  drückt  aus,  dass  zum  Gleichgewicht  des  um  eine  feste 
Axe  beweglichen  Systems  blos  erforderlich  ist,  dass  das  Moment 
des  Kräftesystems  in  Bezug  auf  diese  Axe  Null  seL 

5.  Ist  von  den  beiden  Punkten  0,  O'  in  Nr.  4  blos  0  fest,  dagegen 
Cf  auf  einer  festen  Curve  beweglich  und  sind  a,  ß,  y  die  Neigungswinkel 
der  Tangente  dieser  Curve  in  Cf  gegen  die  Coordinatenaxen,  so  mnss  der 
Widerstand  von  0'  normal  zur  Curve  sein,  tritt  zu  den  Gleichgewichts- 
bedingungen  der  vorigen  Nr.  noch  die  weitere 

Nx  cos  a  -^  N'y  cos  ß  '\-  Nl  cos  y  =  0 
hinzu  und  hört  jetzt  die  Unbestimmtheit  von  N^  und  Ng  auf.  Nur  in  dem 
Falle,  dass  die  Curve  die  Axe  OC/  rechtwinklig  schneidet,  d.  h.  cos  y  =  0 
ist,  besteht  diese  Unbestimmtheit  dennoch  fort,  indem  die  hinzutretende  Be- 
dingung N',  dann  nicht  enthält.  Um  die  Betrachtung  zu  vereinfachen, 
wollen  wir,  was  wegen  der  willkührlich en  Lage  der  x-Axo  immer  möglich 
ist,  annehmen,  dass  die  Tangente  der  Curve  parallel  der  a:-Axe,  d.  h. 
cos  a  BS  1  und  cos  ß  =^  0  sei.  Dann  folgt  noch  ^  =  0  und  wird  mitbin 
M  '==  0  sein  müssen.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  verlangt  also  in  diesem 
Falle  If  -=  0  und  ^  =  0,  d.  h.  das  Verschwinden  des  Momentes  der  Krftfte 
für  die  Axe  0(/  und  die  zu  der  Ebene  senkrechte  Axe,  welche  0(/  mit 
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der  Tangente  der  Cnrve  in  (f  bestimmt.  Die  Bedingung  ^  =  0  schliesst 
die  Drehung  des  Systems  um  OCX,  die  Bedingung  itf  =  0  eine  unendlich 
kleine  Verrückung  des  Punktes  Cf  auf  der  Curve  aus. 

6.  Sind  beide  Punkte  0,  Cf  auf  gegebenen  Curven  beweglich  und 
sind  of,  /?,  y;  «',  j3',  y  die  Richtungswinkel  der  Tangenten  dieser  Curven 
in  0,  (X  gegen  die  Coordinatenaxen,  so  treten  zu  den  6  Bedingungen  von 
Nr.  4  die  beiden  neuen 

^x  cos  a  +  iVy  cos  /3  +  iV,  cos  y  =  0, 

'N'x  cos  a'  +  -^y  COS  ^  +  ^i  cos  /  ==  0 
hinzu,  wodurch  die  Unbestimmtheit  von  JV,  und  JV^  gehoben  wird,  zugleich 
aber  ausser  ^=0  noch  eine  neue  von  den  Widerständen  unabhängige  Be- 
dingung eingeführt  wird,  die  man  durch  Elimination  der  Widerstandscompo- 
nenten  findet.  Ist  z.  B.,  um  den  einfachsten  Fall  zu  erwähnen,  die  ;er-Axe 
die  (doppelt  gedachte)  Linie,  in  welcher  0,  Cf  beweglich  sind,  so-  ist  cos  a 
^=  cos  /?  =  0,  cosa  =  cos  j3'  =  0,  also  'Nz  =  0,  -^i  =  0,  also  C  =  0  die 
hinzutretende  Bedingung,  d.  h.  ein  um  eine  Axe  drehbares  und  zu- 
gleich parallel  derselben  verschiebbares  System  erfordert  zum 
Gleichgewicht  von  Kräften,  welche  an  ihm  angreifen,  dass  das 
Moment  derselben  in  Bezug  auf  diese  Axe  und  ihre  Projections- 
summe  auf  sie  zugleich  verschwinde.  Beide  Bedingungen  zusammen 
hindern  jede  Schraubenbewegung  um  die  Axe. 

7.  Berührt  das  System  2^  mit  zwei  Punkten  0,  Cf  eine  feste  Ebene 
und  wählt  man  0  zum  Ursprung,  OCf  zur  x-Axe  und  die  feste  Ebene  zur 
0?!/- Ebene,  so  sind  iV^,  ^y,  ^x,  ^  Null  und  bleiben  als  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  ^  =  0,  jB  =  0,  0  + -?^*  + J^- =  0,  Z  =  0,  3f  — J\";ä  =  0, 
JV  =  0,  d.  h.  als  eigentliche  von  den  Widerständen  unabhängige  Bedingungen 
^  =  0,  i5  =  0,  X  =  0,  JV^  =  0. 

8.  Besitzt  das  System  Z  drei  feste  Punkte  0,  (X,  C(\  so  ist  dasselbe 
unbeweglich  und  gibt  es  keine  von  den  Widerständen  unabhängige  Be- 
dingung des  Gleichgewichts,  vielmehr  ist  jedes  Kräftesystem  an  2^  im  Gleich- 
gewicht. Wählt  man  0  zum  Ursprung,  OCf  zur  ic-Axe  und  die  Ebene  OCf  Cf' 
zur  a;y- Ebene,  so  erhält  man,  wenn  a',  o,  o\  d\  l>\  o  die  Coordinaten  von 
Cf  und  Cf'  sind,  die  Gleichungen  für  die  Componenten  der  Widerstände 

A  +  Nx  +  K  +  K  =  0,     B  +  Ny  +  Ny  +  ir;  =  0, 

c  +  n,  +  n:  +  N,  =  0 

ff 


L-h 


0    0 


+ 


0     0 

N  + 


+ 


o 


N'^N": 


-=0,   Jf  + 


0     0 


+ 


0  a 

N'.K 


+ 


0  a 


0, 


0     0 


+ 


a 


n:n: 


+ 


ff 


.ff 


=  0 


woraus  sich  nicht  alle  Widerstände  bestimmen  lassen. 
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Sind  die  drei  Punkte  auf  der  festen  Ebene  beweglich,  so  sind  Ngj 
N,j,  Nx^  N;,,  Nx\  Ny  Null  und  bleiben  blos  iV^,  ^,  N'J  zu  bestimmen, 
wozu  die  Bedingungen 

^  =  0,  i5  =  o,  r  + A',  + .v:  + .<  =  (>,  i  +  &"jv:'  =  o, 

M  —  aN[  -  ay:  =  0,     .V  =  0 
ausreichen. 

Berühi*t  aber  das  System  mit  n  Punkten  eine  fitste  Ebene,  so  können 
fUr  n  >  8  die  Widerstände  nicht  mehr  aus  den  in  diesem  Falle  geltenden 
Gleichungen 

A  =  0,  B  =  0,  C  +  N,  +  Nl-i h  JVj")  =  0, 

L  +  h"N:  +  irN^'  -\ (/("J.V^«)  ==  0, 

M  —  a'N'  —  a'N"  - —  n^'O^i^)  =  o,  N=0 

bestimmt  werden,  da  dieselben  nur  in  dreien  von  ihnen  vorkommen.  Selbst 
bei  drei  Punkten  tritt  schon  eine  Unbestimmtheit  ein,  wenn  sie  in  gerader 
Linie  liegen.  Vgl.  hierüber  Abel  und  Cr  eile  in  Crelle's  Journal  B.  I; 
S.  117. 

9.  Andere  hieher  gehörige  Fälle  sind:  drei  Pimkte  des  Systems  Z 
sind  auf  drei  festen  Flächen  beweglich,  oder  zwei  sind  auf  festen  Corven, 
der  dritte  auf  einer  festen  Fläche  beweglich  oder  ein  Punkt  ist  fest,  die 
beiden  anderen  sind  auf  zwei  Flächen  beweglich  u.  s.  w. 

§.  7.  Kann  das  System  blos  parallel  einer  Axe,  z.  B.  parallel  der 
o^Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  eine  Translationsbewegong 
annehmen,  so  ist  die  von  den  Widerständen  unabhängige  Bedingung  des 
Gleichgewichts  des  an  ihm  angreifenden  Kräftesystems  ^  =  0.  Ebenso 
sind  i5  =  0,  C-  =  0  die  Bedingungen,  entsprechend  den  möglichen  Trans- 
lationen.  parallel  den  Axen  der  y  und  s,  Bestehen  alle  drei  Gleichungen 
^  =  0,  J?  =  0,  C«==0  zugleich,  so  ist  jede  Translation  des  Systems  aus- 
geschlossen, da  eine  solche  sich  aus  drei  Translationen  parallel  den  Axen 
zusammensetzen  lässt.  Bestehen  nur  zwei  derselben,  so  sind  blos  Trans- 
lationen parallel  der  Ebene  beider  unmöglich. 

Kann  das  System  blos  eine  Rotation  um  die  ;?-Axe  annehmen,  so  ist 
die  von  den  Widerständen  unabhängige  Bedingung  des  Gleichgewichts  JV«»  0. 
Ebenso  stellen  L  =  0 ,  ilf  =  0  die  entsprechenden  Bedingungen  bezüglich 
der  anderen  Axen  dar.  Das  gleichzeitige  Bestehen  der  Gleichungen  1/  a»  0, 
31  =  0,  N=0  zeigt  an,  dass  das  System  um  keine  durch  den  Ursprung 
gehende  Axe  rotiren  kann.  Da  jede  Rotation  um  eine  Axe  äquivalent  ist 
einer  Rotation  um  eine  parallele  Axe  um  dieselbe  Amplitude  in  Verbin- 
dung mit  einer  gewissen  Translation  und  Rotationen  und  Translationen  sich 
gegenseitig  nicht  tilgen  können,  so  folgt,  dass  das  System  alsdann  audi 
um  keine  Axe  des  Raumes  rotiren  kann. 
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ÄU8  dem  Gesagten  erhellt,  welclie  Bedeutung  jede  der  Gleichgewich ts- 
bedingnngen  -4  =  0,  B  =  0,  C  =  0,  i  =  0,  M  •=  0,  N  =  0  Aee  freien 
Systems  einzeln  und  in  Verbindung  mit  anderen  von  ihnen  hat  in  Bezug 
anf  das  System,  wenn  es  hinsichtlich   seiner  Beweglichkeit,  beschränkt  ist. 

§.  8,  Dieselben  Betrachtungen,  welche  in  den  letzten  §§.  fllr  zwei 
sich  gegenseitig  hinsichtlich  ihrer  Beweglichkeit  beschränkende  Systeme 
durchgeführt  wurden,  lassen  sich  auch  für  mehrere  solche  durchfahren.  Es 
ist  allein  erforderlich,  dass  zwischen  den  auf  einander  influirenden  Systemen 
die  gegenseitigen  Widerstäude  eingeführt  werden,  nach  deren  Einführung 
man  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  au  Jedem  einzelnen  System  fBr  sich, 
wi«  das  an  einem  freien  System  untersuchen  kann. 


V.  Capitel. 

StatiMlie  Probleme  über  EriLftesysteme  an  unTeränderliobeu  und 
veiAnderlioben  Fonktaystemen. 


§.  1. 

Einige  A« 

fgab 

n  übe 

r  die  Gl 

eichgewicbtslage 
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unter- 

stütiten 

«cbweren 

cylin 
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en  Stab 

es  (ebenes  Eräftesystem  in 
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gewicht> 
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n  homoge 

ner  a 
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r  KrniB 

ylinder  (Fig.  6)   vo 

n  de 
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21  und  d 

em  Uadiu 

a  des 
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chnitts 

gleich  r  stützt  si 

Cbm 

it  zwei 
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A,  B   B 

einer  Bagiskreise 

gegen  eine 

y 

ho 
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ale  und 

eine  vertikale  Wa 

nd,  B 

0  zwar 

dass  die  Vorbindungslinie  j1£  der  BerQhrnngB- 
punkte  in  eine  Vertikalebene  senkrecht  zur 
Durchschnittalinie  derW&nde  fällt  und  mit  dem 
Horisonte  den  Winkel  m  bildet;  man  sucht  eine 
am  nnteren  Stützpunkte  A  angreifende  hori- 
zontale Kraft  X,  welche  das  Ausgleiten  des  Cy- 
lindere  hindert,  sowie  die  Pressungen,  welche 
die  Wände  in  den  Punkten  A  und  £  erleiden 
oder  die  Widerstände,  welche  sie  in  diesen 
Punkten  zu  leisten  haben. 
Da«  System  ist  zwei  Bedingungen  unterworfen,  nämlich  mit  zwei  Punkten 
zwei  fette  Ebenen  zu  berflhren;  die  Normalwidentände  dieser  Kbenen  in  A,  B 
seien  H,  N";  da  der  Cylinder  homogen  ist,  so  hegt  der  Hittelpunkt  sämmtlicher 
paralleler  Scbwerkr&fte  im  Mittelpunkte  S  des  Cylinders)  in  welchem  wir  ihre 
Bendtante,  das  Gewicht  G,  statt  ihrer  angreifend  denken.  Es  muss  zwischen  den 
vier  KiUlen  O,  ü,  K,  X  Gleichgewicht  bestehen;  rednciren  wir  also  die  Knlfte 
fOr  irgend  einen  Punkt  des  Kanmes,  z.  B.  fOr  A,  so  muKS  die  ßesultante  and  das 
reaaltirende  Paar  venchwinden.  Diese  Kcdnction  gibt  in  horizontaler  Richtung 
X  —  N"  nnd  in  vertikaler  6  —  N  und  da  die  Resultante  dieser  nnr  verschwinden 
kann,  wenn  sie  einzeln  venchwinden,  so  folgt  N  ^  G,  N"  •—  X,  i.  )i.  der  Druck 
auf  die  horizontale  Wand  bt  gleich  dem  Gewichte  des  Cylinders,  der  Druck  auf 
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die  vertikale  gleich  der  gesachten  Kraft,  welche  das  Gleichgewicht  herbeiführt. 
Ferner  ergeben  sich  zwei  Kiüftepaare  {N\  —  N*)  und  (Ö,  —G)  von  parallelen 
Azen,  aber  entgegengesetztem  Sinne  mit  den  Momenten  X  •  22  sin  id  nnd 
—  G  '  {l  cos  CO  —  r  sin  oo),  deren  resnltirendes  Paar  verschwinden  mnss.    Bian  hat 

daher  2ZX  sin  w  —  6r  (2  cos  co  —  r  sin  co), 

f 
woraus  folgt:  X  ==  ^'  =  ^  Ö  cotg  m  —  ^  -r  G.  ~    Die  gesuchte  Kraft   X  wird 

Null,  wenn  die  Dimensionen  des  Cylinders  oder  der  Winkel  a  so  beschaffen  sind, 
dass  -rr  BS  cotg  CO ;  in  diesem  Falle  geht  nämlich  G  durch  den  Punkt  Ä  und  liegt 


r 
T 


der  Cylinder  ohne  Druck  an  der  vertikalen  Wand. 

Um  die  Aufgabe  rein  analytisch  zu  lösen,  wählen  wir  die  Ebene  der  Kräfte 
zur  xy- Ebene  f  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Durchschnittslinie  der  Wände  zum 
Ursprung;  da  alle  ;?-Coordinaten  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  und  alle  Z-Com- 
ponenten  Null  sind,  so  sind  blos  die  Gleichungen  Ä  ^^^  2X  =m  0,  B  ^=»  ZY  =>  0^ 
N  =«  S  (xY —  ^X)  =  0  zu  bilden,  für  die  wir  folgende  kleine  Tafel  entwerfen: 


Kräfte 

X 

y 

X 

y 

«r-yx 

G 

0 

G 

2  cos  eo  -f-  **  sin  eo 

2  sin  00  -|-  **  cos  00 

—  6r  (2cosiD-|-rginiD) 

X  . 

X 

0 

2  2  cos  00 

0 

0 

N 

0 

N 

22  cos  00 

0 

22  cos  00. JV' 

N' 

JV^' 

0 

0 

2  2  sin  00 

—  22  sin  00. 2V^' 

Demnach  sind  die  Gleichgewiohtsbedingungen:  —  X  -{-  N'  ^  0,  —  6r  +  ^=0, 
—  6r  (2  cos  00  +  r  sin  oo)  +  22^  cos  oo  —  22^'  sin  oo  »  0 ,  woraus  sich  dieselben 
Folgerungen  ergeben,  wie  vorher. 

2.  Der  Cylinder  soll  unter  denselben  Bedingungen  wie  in  der 
vorigen  Aufgabe  nicht  durch  eine  neu  einzuführende  Kraft  X,  son- 
dern durch  die  Reibung  an  den  Punkten  Ä  und  B  im  Gleichgewicht 
erhalten  werden  (Fig.  7):  man  sucht  die  äusserste  Lage  desselben,  d.h. 

den  kleinsten  Winkel  co,  bei  welchem  das 
Gleichgewicht  noch  möglich  ist.  Zu  den  Kräftien 
6r,  N^  N'  treten  jetzt  noch  die  Reibungskräfte  bei  A 
und  B  hinzu;  dieselben  wirken  den  Beschleunigungen 
des  Ausgleitens  der  Berührungspunkte  A  und  B  ent- 
gegen und  sind  proportional  den  daselbst  stattfinden- 
den Pressimgen  N^  N\  Bezeichnen  fi,  (i  die  Reibungs- 
coefficienten  zwischen  dem  Material  des  Cylinders  und 
der  horizontalen  und  vertikalen  Wand,  so  sind  die 
Intensitäten  der  beiden  Reibungskräfte  ^N  und  fi  N'\ 
die  Reduction  der  Kräfte  für  den  Punkt  A  ergibt  da- 
her ähnlich  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  die  Gleichgewich tsbedingungen: 

/^ JV  —  2^' =- 0,    N  +  iiir  —  G'='0, 

2N'l  (sin  00  +  ^'  cos  oo)  —  G{1  cos  oo  —  r  sin  oo)  s»  0. 

Aus  den  beiden  ersten  folgen  die  Drucke  N  == 7,    N'  =  — ? r% 

I  +  ^^  ^  +(^(^ 

1  —  lift 


Fig.  7. 


aas 


der  letzten  erhält  man  tg  00 


2(1 +  (l  + tili')  j 
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3.  Die  vorige  Aufgabe  soll  dahin  verallgemeinert  werden,  dass 
der  Cylinder  zwischen  zwei  Ebenen  mit  Reibung  aufliegt,  welche 
eine  Rinne  mit  horizontaler  Kante  bild#n  und  gegen  die  Horizontal- 
ebene nach  rechts  und  links  unter  den  Winkeln  a  und  ß  geneigt  sind- 
Die  Axe  des  Cylinders  kreuzt  die  Kante  der  Rinne  rechtwinklig.   Man 

sucht  die  beiden  äussersten  Grenz- 
lagen, d.  h.  die  Winkel  ^,  welche 
die  Axe  des  Cylinders  mit  dei:  Ho- 
rizontalebene im  Falle  des  äusser- 
sten  Gleichgewichtes  bildet  und 
die  Normalwiderstände  N,  N*  der 
Ebenen  n  in  ^  und  B,   (Fig.  8.) 

Da  die  Richtungen  von  N  und  N' 
den  Winkel  a  -{-  ß  und  N'  und  fiN  den 
Winkel  \n  —  (a  -{-  ß)  bilden,  so  liefert 
die  Reduction  für  den  Punkt  JB,  wenn 
man  die  Richtungen  von  N'  und  fiN'  zu 
Projectionsaxen  wählt,  für  die  eine  Lage 
iUt'  8.  des  äuBsersten  Gleichgewichts: 

2^'  +  JV  cos  (a  +  (J)  —  fi  JV  (sin  a  +  (J)  «  6?  cos  (J, 
^'JV"  +  JV sin  (a  +  (})  +  /üiV  cos  (a  -f  (J)  =  G  sin  (J, 
—  2lN  cos  (a  4-  ^)  +  2lNii  sin  (a  +  ß)  ^  G  (l  cos  »  +  r  sin  ^), 

oder  indem  man  zusammenzieht 

N'  +N  [cos  («  +  (J)  —  ^  sin  (a  +  ß)]  =  G^cos  (J, 

I^N'  +  N  [sin  (a  +  ß)  +  n  cos  («  +  (J)]  =-  G  amß, 

21N  [cos  (a  -f  -e-)  —  ft  sin  (a  +  ^)]  =«  G^  {l  cos  ^  -f  r  sin  -e-). 

Diese  Gleichungen  wird  man  durch  Einführung  der  Reibungswinkel  9,  q\  wo- 
für tg  9  =»  fi  und  ig  Q  s=s  fi  ist ,  vereinfachen,  so  dass  man  erhält 

N'  cos  Q  -^  N  cos  (a  -\-  ß  -^  q)  ^=»  G  cos  ß  COB  ^, 

IT  cos  Q  ig  Q  -{-  N  6vn{a  -^  ß  -jr  9)  =  G  sin  ß  cos  9, 

21 N  [cos  (a  +  9)  cos  ^  —  sin  (a  -|-  q)  sin  ^]  =  6r  cos  ^  (Z  cos  ^  +  *"  sin  ^). 

Aus  den  beiden  ersten  folgt 

V  _      «in  0?  ~  g')  cos  g  ,  sin  (g  -f  g)  cos  9^ 

^V    =   — ; — ^ — i jr  •  tr,       IV     =    -^ ■ — - — j jr   W 

smCcc  +  ß  +  Q  —  9)  gin  (a  +  p  +  ^  —  ^ ) 

und  hierzu  liefert  die  dritte 

tg^=.- 


2  sin  (a  —  P  +  ^  +  9) 


r  sin  (a -|- p -|- ^  —  p') -f- 2 1  sin  (« -|- 9)  sin  ((J  —  p') 

Für  die  andere  äusserste  Lage  des  Gleichgewichts  wechseln  die  Reibungen  den 
Sinn.    Es   genügt   daher   — 11  und  —  fi'    für  11,  (i    zu  setzen ,   wodurch  9  und  q 
gleich&lls  in  —  ^  und  —  q   übergehen. 
Sind  die  Reibungen  Null,  so  wird 

iV «.       "PP       /2      X7'  _       »i» «       /2      *«A_  I  sin  («  -f  ß) 


G,    N' 


G,    tg^-- 


8in(a  +  (J)~''    •'         sin(a  +  (J)^'     "^ "  rsin(a  +  (J)-f  2Zsina8injJ 

i.    Der   cylindrische   Stab,   der  jetzt  auf  eine  homogene  schwere 
Linie  il£  von  der  Länge  l  und  dem  Gewichte  G  reducirt  werden  möge, 
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7. 

\ 


ßX 


stütze  sich  mit  dem  unteren  Ende  A  (Fig.  9)  anf  eine  horizontale 
Ebene  und  sei  mit  seinem  oberen  Ende  B  an  eine  yerticale  Ebene 
mit  Reibung  vom  Coefficie%ten  fi  schräg  angelehnt.  Das  untere 
Ende   A   kann    mit   Reibung    vom   Coefficienten   y^    l&ngs    einer   cur 

Schnittlinie  OX  beider  Ebenen  senkrech- 
ten Geraden  OY  gleiten.  Welches  sind 
die  äussersten  Gleichgewichtslagen  des 
Stabes  und  welches  sind  die  Widerstände, 
welche  bei  A  und  B  von  den  Ebenen  und 
der  Gleitungslinie  su  leisten  sind? 

Es  seien  OX^  OY  und  die  Yerticale  OZ.  die 
.  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  und  bilde  der 
Stab  AB  mit  AO  den  Winkel  a  und  seine  Pro- 
jection  OB  auf  die  yerticale  Wand  mit  OX  den 
Winkel  d'.  Es  sei  femer  N  der  normale  Wider- 
stand  der  verticalen  Wand  bei  B  und  folglich 
ft^  die  Reibung  bei  B^  senkrecht  zu  OB ^  näm- 
lich tangential  an  einen  mit  OB  um  0  in  dieser 
Wand  beschriebenen  Kreis.  Der  normale  Wider- 
stand der   horizontalen   Ebene  bei  A  sei  Z,   der  der  Gleitungslinie    OY  sei  X 

und  folglich  die  Reibung  Y  an  der  Gleitungslinie  Y  =>  fi  yTx*  -j^  Z^,  im  Sinne 
AO  gerichtet. 

Als  Bedingungen  des  Gleichgewichts  ergeben  sich 

1.  X  —  /üiV'  sin  ^  =-  0  4.     Z  —  Niga  sin  »=^iG 

2.  Y—N  =0  6.     jüAT  ={(ycos^ 

3.  Z  +  fiN  cos  ^  =^0  6.     —  X-f  JV'tgffcos^«  0 

Die    Gleichungen    1.  und  6.    liefern    tg  ^  =  —  tg  <f    und    hiermit    gibt 

cos  9"  G 

N  =^  ^G =  ^      - ■_■-_  .    Hiezu  liefern  sodann  1.,  2.,  3.  die  Grössen 


Fig.  9. 


6. 


X=  },G     , 


+  tg« 


\ 


G 


.-- » 


V^*  +  tg»  o 


^-\Cr    '^^ +;X^  . 


^*  +  <«' 


Die  Bedingung  ^'«  (X*  +  Z^  =^  Y*  gibt  für  a  die  Gleichung 

tg^  <; + 1  ^5^»  -  ^v.)  tg«<; + iii'^  d'^'^T^)  ^  ^• 

Von  den  .beiden  reellen  Werthen  für  tg  a, 
welche  hieraus  folgen,  ist  nur  der  positive 
brauchbar.    Ihm  entspricht  ein  Werth  von  ^, 

welcher  aus  tg  ^  «  -  -  tg  <y  folgt.  Uebrigens 

kann  ^  diesseits  und  jenseits  OZ  construirt 
werden.  Für  alle  Winkel  <y,  grösser  als  der 
Minimalwerth  bis  zu  <f  =  4[  tt,  findet  Gleich- 
gewicht statt,  aber  f^r  verschiedene  Winkel  ^. 
-  6.  Ein  homogener,  schwerer  Cylin- 
der  (Fig.  10)  von  der  Länge  2Z,  dem 
Durchmesser  2r  und  dem  Gewichte  O  liege    im    Innern   einer  festen 


Fi»   10. 
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Hohlkugel  vom  Badias  B  mit  Reibung  vom  Coefficienten  [i  in  einer 
änssersten  Gleichgewichtslage  bei  A  und  B  auf.  Welches  sind  die 
Widerstände  iST,  N'  der  Kugel  in  diesen  Punkten  und  unter  welchem 
Winkel  d"  ist  die  Aze  des  Cylinders  gegen  die  Horizontalebene  ge- 
neigt? 

Wenn  2  a  der  zu  22  in  der -Kugel  gehörige  Centriwinkel  ist  und  die  Rich- 
tungen der  Cylinderaxe  und  der  Halbirungslinie  des  Winkels  2  a  zu  Projections- 
axen  gewählt  werden,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes,  welche  iV,  N\  9" 
liefern: 

{N  +  N')  cos  a  —  f»  (JVr  —  N')  sin  a  =»  G  cos  &, 

II  {N+  N')  cos  a  +  (N—  N')  sin  a  =  6?  sin  ^, 

li(N+  N')  B=^  Gc  sind', 

wo  c  =>  08  den  Abstand  des  Massenmittel^rnnktes  S  des  Cylinders  vom  Kugel- 
mittelpunkte bedeutet.    Aas  den  beiden  ersten  folgt,  wenn  (i  =  ig  Q  gesetzt  wird 


N+  N' 
und  hiemit 


^y  cos  (^  —  q)  cos  q 

Cr 


cos  a 


N—  N'^G- 


sin  (^  —  q)  cos  g 


sin  a 


sin  (a  -f-  ^  —  ^)  cos  g 


sm  2  a  sm  2  a 

Hiezu  liefert  die  dritte  der  Gleichungen 

.     _        2c  cos  a         . 

cotg^  ==  -— tg  p. 

^  Ä  sin 2p         *  '^ 

Für  die  entgegengesetzte  äusserste  Gleichgewichtslage  ist  —  fi  an  die  Stelle  von 
fi  zu  setzen.  Dadurch  wird  tg  q  durch  —  tg  p  und  sin  2  p  durch  —  sin  2  p  ver- 
treten. Hieraus  folgt,  das  cotg  ^  für  die  zweite  Lago  einen  Werth  annimmt, 
welcher  mit  dem  der  ersten  Lage  entsprechenden  Werthe  zusammen  Null  gibt. 
Daher  stehen  die  Axenrichtungen  des  Cylinders  für  beide  Lagen  auf  einander 
senkrecht.    Jede  Zwischenlage  ist  gleichfalls  eine  Gleichgewichtslage. 

6.    Der  Cylinder  liege  mit  Reibung   auf  der  festen  Kugelfläche 

auf  (Fig.  11)  und  sei  am  unteren  Ende 
mit  einem  Gewichte  P  beschwert;  man 
soll  die  äussersten  Gleichgewichtslagen 
finden  und  den  Widerstand  N  der  Kugel 
bestimmen.  Man  hat,  wenn  x  der  Abstand 
des  Massenmittelpunktes  S  von  der  Normalen 
des  Berührungspunktes  M  ist,  die  Bedingungen: 

N—{G  +  P)co8^=o0, 
tiN—lG  +  P)sin^=-  0, 
G  [x  coB  d"  —  r  sin  ^]  —  P  (I  —  a;)  cos  ^  =1  0 , 


Fig.  11. 


woraus 


tg^ 


N 


G  +  P 


X 


Pl  +  nGr 


i/r+^«'  0  +  P 

folgt.  Die  Berührungspunkte  der  äussersten  Gleichgewichtslagen  liegen  auf  einem 
Kreise,  den  eine  Gerade  auf  der  Kugel  bestimmt,  die  unter  dem  Winkel  ^  gegen 
den  verticalen  Kugeldurchmesser  geneigt,  um  diese  rotirt 

§.  2.    Geneigte   Fallthür  (räumliches  Kräftesystem  im  Gleichgewicht  an 
einem  nnveränderlichen  Punktsystem  mit  fester  Aze). 

SoniLL,  MecliMTiik.    II.  5 
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Eine  homogene,  schwere,  parallelepipedische  Platte  (Fig.  12)  yod 
der  Länge  22,  der  Breite  2b  und  der  Dicke  2d  ist  am  eine  gegen  den 
Horizont  unter  einem  Winkel  n  geneigte,  die  Mitten  der  zwei  Gegen- 
seiten von  der  Länge  2d  einer  parallelogrammatischen  Seitenfläche 
verbindende  Axe  drehbar;  sie  ist  aus  der  Gleichgewichtslage  um  den 
Winkel  9  herausgedreht  und  soll  durch  eine  zur  Seitenfläche  4^2  senk- 
rechte, in  der  Mitte  derLängendimension  im  Abstände  cvonderAxe  an- 
greifende Kraft  P  im  Gleichgewichte  erhalten 
werden.  Wie  gross  ist  P,  wenn  das  Gewicht 
der  Platte  G  beträgt?  Die  Schwerkräfte  der  Platte 
ersetzen  wir  durch  ihre  Resultante,  das  am  Schwer- 
punkte S  angreifende  Gesammtgewicht  G  derselben;  der 
Schwerpunkt  der  Platte  ist  der  geometrische  Mittel- 
punkt derselben.  Die  Widerstände  der  Axe  denken 
wir  an  deu  Enden  der  Axe  wirkend  und  bezeichnen 
den  am  höher  gelegenen  Ende  wirkenden  mit  N,  den 
anderen  mit  N\  Wählen  wir  eine  durch  die  Mitte 
der  Länge  21  senkrecht  zur  Axe  gelegte  Ebene  snr 
xy- Ebene  und  ihre  Schnittlinie  mit  der  Gleichgewichts- 
lage der  Platte  zur  x-Aze,  senkrecht  dazu  die  y-Axe 
und  die  feste  Axe  zur  2: -Axe,  so  erhalten  wir  behufs 
der  Reduction  der  Kräfte  für  den  Coordinatenursprung  die  Tabelle: 


Fig.  12. 
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und  mit  Hülfe  derselben  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

1.  G  cos  n  —  P  sin  9  -|-  X  +  X'  = 

2.  p  cos  9  +  r  +  y  = 

3.  -  Gf  sin  n  +  Z  +  //  ^ 

4.  —  bG  sin  tp  sin  n  --  l  (Y  —  Y')  = 

5.  bG  cos  9  sin  n  +  Z  (X  —  A'^')  = 
0.  —  bG  sin  tp  cos  n  +  I*c                  = 


0 
0 
0 
0 
0 
0, 


Die  sechste  Gleichung  löst  die  Hauptfrage  der  Aufgabe,  indem  sie  P  liefert  Man 
findet  diese  Gleichung  unmittelbar,  indem  man  G  parallel  und  senkrecht  zur 
festen  Axe  zerlegt;  da  G  mit  der  xy -Ebene  den  Winkel  n  bildet,  so  ist  die  letz- 
tere Componente,  welche  der  a;-Axe  parallel  läuft,  G  cos  n  und  da  der  Arm  des 
G  cos  n  entsprechenden  Paares  b  sin  9  ist,  so  erhält  man  für  das  Moment  dieses 
Paares,  dessen  Axe  parallel  der  £:-Axe  ist,  —  bG  sin  9  cos  n;  Pc  ist  das  Moment 
des  anderen  Paares,  welches  diesem  Gleichgewicht  halten  muss.  P  wird  ein 
Maximum  für  9  =  ^ « ,  es  wird  Null  für  9  =  0  oder  n.  Für  n  ==  ^ «  ist  P  stets 
gleich  Null  bei  jedem  9  (die  offenstehende  Thüre  mit  vertikaler  Axe).  Je  grösser 
n,  desto  kleiner  wird  P,  für  n  =»  0  wird  P  ein  Maximum.  Für  n  =-  0  und 
9  =3  -^  TT  tritt  das  absolute  Maximum  von  P  ein  (horizontale  Fallthür). 
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Z+  Z'  ^G%m  n. 


Die  übrigen  Gleichungen  liefern  X,  X';  Y,  Y' ;  Z  -j-  Z\  nämlich: 
X  =       i  G^  I  ( —  sin*  (p  —  l)  cos  n j-  cos 9  sinn  [  , 

X'  =       ^Ol  f —  sin*  (p  —  1)  cos  n  -f-  -7-  cos  9  «in  w  |  , 

Y  =  —  ^  6r  j  —  cos  tp  cos  n  +  -=-  sin  n  [  sin  9  , 

y '  =  —  ^G  {    -  cos  9  cos  n ^  sin  n  I  sin  9 , 

Z  und  Z*  können  nicht  getrennt  werden,  da  sie  längs  derselben  Geraden  wirken. 
Für  n  =  4  Tc ,  wofür  P  =  0  ist,  erhält  man  bezüglich  der  Widerstände : 

bG 


X  +  X'  =  0,  y  +  y  =  0,  z+z'  =  G,  x  -  x'  = 

mithin 

x  =  — x'=-^  ^,  G,    y==-y'=o, 


l 


cos  qp ,  y  —  y  =  0 


z+  ;f'  =  Gf, 


da  man  9  =  0  setzen  kann.  Bei  einer  vertikalen  Thüre  wird  also  der  obere 
Kloben  herausgedrückt,  der  untere  hineingedrückt.  Ueber  die  £r-Componenten  der 
Widerstände  ist  hinsichtlich  ihrer  Vertheilung  auf  die  Kloben,  welche  hier  als 
absolut  fest  gelten,  nichts  zu  ermitteln. 

§.  3.     Sauveur  und  de  THospitaTs  Zugbrücke. 

Es  sei  AB  (Fig.  13)  die  Breite  einer  homogenen,  schweren  Platte 
vom  Gewichte  G,  welche  um  eine  horizontale  Axe  Ä  drehbar  ist;   in 

B  ist  ein  gewichtloser  Faden  befestigt 
und  über  den  Punkt  C,  welcher  in  der  Höhe 
AC  =^  h  vertikal  über  A  liegt,  hinweg- 
gespannt; am  anderenEnde  3f  der  Länge  a 
des  Fadens  wirkt  das  Gewicht  Q  einer 
grossen  Masse,  deren  Schwerpunkt  M  sich 
auf  einer  gewissen  Curve  CM  bewegen 
kann.  Welches  ist  die  Beschaffenheit  der 
Curve,  wenn  das  System  für  jede  Lage 
von  M  auf  ihr  im  Gleichgewichte  sein 
soll? 
Die  Aufgabe  ist  von  einiger  Bedeutung  für  die  Construction  der  Zugbrücken, 
wenn  A  B  die  Brückenbahn,  B  CM  die  Zugkette  ist,  deren  Gewicht  hier  gegenüber 
den  grossen  Gewichten  der  Bahn  und  der  Masse  Q  nicht  in  Betracht  kommt,  und 
die  Kette  über  eine  Rolle  C  läuft,  deren  Dimensionen  ebenfalls  unbedeutend  sind. 
Die  Figur  stellt  einen  Verticälschnitt  der  Zugbrücke  dar,  durch  die  Mitte  der 
Axe  der  Brückenbahn  senkrecht  zu  dieser  Axe  geführt.  Statt  der  Zugkette  und 
der  Laufcurve  der  Figur  gibt  es  in  Wirklichkeit  zwei  symmetrisch  gegen  den 
Verticälschnitt  liegende  congruente  solche  Ketten  und  Curven  und  ist  Q  die  Re- 
sultante aus  den  Gewichten  zweier  gleich  grosser  Massen,  deren  Massenmittelpunkte 
anf  beiden  Curven  laufen.  Die  Aufgabe  wurde  dem  Marquis  de  THospital  von 
Sauveur  1695  gestellt,  welcher  erstere  eine  Lösung  in  den  Actis  eruditorum 
Lipsienatum  von  1695  (Februar)  S.  56  gab.  Joh.  Bernonlli  schrieb  gleichfalls 
hierüber,  ebendas.  S.  59. 

Denkt  man  eich  den  Faden  zwischen  B  und  C,  sowie  zwischen  C  und  M 
dnrcligeBohnitten,  so  sind  an  der  ersteren  Stelle  zwei  gleiche  Kräfte  T  nnd  an 

5* 
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der  letzteren  ebenfalls  zwei  gleiche  Kräfte  T'  in  entgegengeBeixiem  Sinne  Iftngi 
der  Richtung  des  Fadens  anzubringen,  um  den  Zusammenhang  des  SystemB  an 
diesen  Stellen  durch  Kräfte  auszudrücken.  Dadurch  zerfällt  aber  das  Gesammt- 
system  in  drei  Partialsysteme,  von  denen  jedes  für  sich  im  Gleichgewichte  ut, 
nämlich:  1.  das  System  der  Platte,  welches  um  die  feste  Axe  A  drehbar  ist  und 
an  welchem  das  Gewicht  G  der  Platte  am  Schwerpunkte  S  derselben  angreifend 
und  die  Kraft  T  (Spannung  des  Fadens)  wirkt,  2.  das  System  des  festen  Ponktea 
C  mit  den  Kräften  T,  T'  und  3.  das  System  des  auf  der  gesuchten  Gnrve  beweg- 
lichen Punktes  M  mit  den  Kräften  T'  und  Q, 

Wir  zerlegen  das  Gewicht  G  in  zwei  Parallelkräfte  P  und  P',  in  B  und  A 
angreifend  und  P  weiter  in  zwei  Componenten,  die  eine  in  der  Richtung  des 
Fadens  CB,  die  andere  in  der  Richtung  BA.  Die  letztere  wird,  an  A  verlegt, 
mit  P'  zusammen  den  Druck  auf  die  Axe  der  Platte  bestimmen,  welcher  von 
dem  Widerstände  dieser  getilgt  wird;  das  Gleichgewicht  des  Systems  der  Platte 
verlangt,  dass  die  erster e  Componente  gleich  T  sei.    Man  hat  daher: 

BC^  AG' 

Hinsichtlich  des  zweiten  Systems  ergibt  sich  T'  =^  T.  Denn  der  Punkt  C 
kann  angesehen  werden  als  eine  unendlich  kleine  Rolle  mit  dem  festen  Mittel- 
punkte C  und  wenn  der  Radius  derselben  a  ist,  so  findet  man  durch  Reduction 
der  Kräfte  auf  (J:  T«  —  T'a  =  0,  d.  h.  T  =  T\ 

Zerlegt  man  im  dritten  System  das  Gewicht  Q  nach  den  Richtungen  CM 
und  der  Normalen  der  Cnrve,  so  folgt,  dass  die  erstere  von  diesen  Componenten 
gleich  T,  die  letztere  aber  dem  Normalwiderstande  N  der  Curve  gleich  sein 
müsse.  Ist  daher  A'  der  Schnittpunkt  der  Normalen  mit  AC^  so  folgt  aus  dem 
Farallelismus  der  Linien  der  Figur  weiter: 

T  Q  N         ,        CM  CK  MK 


CM       CK       MK  sin  KM(i       hiuKMI'       sin  KCM 

Beziehen  wir  nun  die  unbekannte  Curve  auf  l^olarcoordinaten,  mit  C  als  Pol 
CA  als  Polaraxe  (Fi^.  18a)  und  setzen  den  Radiusvector  CM  =s  q  und  den  Polarwinkel 
KCM=^»,   HO    wird    sin  KMQ  =  cos  QMM*  =  GG':  MM'  ^d.CG:  MM' 

=  (/  (9  cos  -0^)  :  ds  und  sin  KMT  =  cos  TMM'  =  dqids, 
^  sowie  sin  KCM  =^  sin  -0^.    Hiemit  gewinnt  man  die  Proportion: 

^V  V  :i|.  d .  Q  cos  &        dQ        ds .  sin  ^ 

^         /f\:^'f^j^/       Kliminirt  man  aus 

^      y'  BC'^  AC  d,Q  cos  ^'^  dQ 

die    Spannung   T,   so   ergibt   sich   zur   Bestimmung   der   ge- 

F»»  13a-  suchten  Curve,  wenn  A(7  =  Ä,   ^  Ä  =  ft  gesetzt  und  berück- 

sichtigt wird,  dass  BC  =»  a  —  q  ist,  die  Differentialgleichung 

(a  —  q)  dg  =  b  d .  Q  cos  ^, 

deren  Integration  zu  der  Gleichung  der  Curve  in  9,  ^  führt,  nämlich: 

Const.  —  (a  —  9)"  =  2^^  cos  ^. 
Um  die  Constante  zu  bestimmen,  mnss  die  Curve  noch  einer  weiteren  Be* 


III.  Th.,  Cap.  V,  g,  3.     Sanvenr  n.  de  l'HospitarH  Zngbrfloke.  69 

dingnug  oütorworfen  werden.  Fügen  wir  die  Bedingang  hinEu,  dasa  sie  durch 
den  Punkt  C  hindarcbgehen  soll,  so  muBB  fOr  jeden  Werth  von  #  die  Gleicbnog 
einen  Werth  des  RadiuBvecton  ;  gleich  Nall  liefern,  d.  h.  sie  moBs  p  als  Factor 
besiticn.  Dies  fflhrt  in  Const.  —  a'  =  0,  womit  die  Gleichung  der  Cnrve  nach 
AaMcheidung  des  Factors  «  die  Form  anDimint 

p  — !a  —  26  cos«. 
cODstmiren,  Sachen  wir  xanächst  die  Bedeutung  der  GrOsae 
h  auf.  Trägt  man  auf  der  Richtung  dea  Radiusvectors  CM  (Fig.  13b) 
die  Strecke  CD  —  a,  nämlich  gleich  der  Lftnge  des  Fadens  auf 
and  siebt  DE  parallel  AC  bis  sum  Schnittpunkt  E  mit  der 
Normalen  KM  der  Curve,  so  wird  MD  =—  a  —  p  =  BC.  Ans 
den  obigen  Proportionen 

_«_ 

'  CM       CK 


Um  die  Curre 
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ir^  —  -rr.  0"^  7 


folgt  aber 


mithin  h  ^  -- 
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Weiter  ist  ^5-=^  =—  lir-n  ^  nTT  ""'^  hiermit  wird  6  ■—  DE. 
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lat   daher   die  Eigenschaft,  dasa    ihre 
les  Punktes  D,    in  welchem  die  Rich- 
um  den  Pol  C  mit  dem  Radins  a  be- 
jnatante  Lä.nge  b  abschneidet. 
Die  Länge  b  kann  Qbrigena  grösser,  gleich  oder  kleiner  ala  a  aein.    Für  den 
Fall,   dasa  AB  =  AC  ist,    wird  g^a  der   längste  Radiuavector,  welcher  der 
mechanischen    Aufgabe   entapricht.      Der    Ereia    um    C  vom    Radins    a    schneidet 
daher  die  Curve  in  dem  äussersten  Punkte  H,  welchen  der  Uasseumittelpnnkt  M 
von  Q  auf  der  Curve    erreichen  kann  und  bestimmt  den  Bogen  CH  der  Cnrvc, 
1  Punkte  die  Orte  von  M  sind.    In  diesem  Punkte  H  ist  ein  Punkt  M  mit 
dem  zugehörigen  Punkte  D   vereinigt  und 
mitbin  die  Normale  HJi  verUcal  nnd  die 
Tangente  dasetbet  horizontal.    Es  ist  daher 
H  ein  tiefster  Fnnkt  der  Cnrve.     In  dem 
Falle,  dasB  AB^^ACaad  AC~AB  =  d 
ist,   bestimmt  ein   Kreis   um    G  mit  dem 
Radius  a  —  d  den  äussersten  Pnnkt,  wel- 
chen M  erreicht. 

Verlängert  man  AC  über  C  hinaus 
(Fig.  18  c)  um  CR  —  ft  nnd  beschreibt  um 
R  mit  a  als  Radius  einen  Kreia,  so  kann 
man  fflr  jede  Richtung  des  Badiuavectors 
CM,  der  unter  dem  Tariabelen  Winkel  9 
gegen  CA  geneigt  ist,  den  ihr  angehören- 
den Cnrvenponkt  M  finden.  Zieht  man 
Dämlich  durch  R  die  Gerade  RS  parallel 
CM  nnd  legt  in  ihrem  Schnittpunkte  T 
mit  dem  Kreise  die  Tangenl«  TF  an  dieseu,  so  bestimmt  sie  auf  CM  den  Pnnkt 
V  so,  dau  Ctr— o  — fccos*,  alaoS.Cy^  — 8a— 26coe#  —  p  —  CM  wird. 
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Nimmt  man  TS  ebenfalls  p^lcich  a,  so  bestimmt  die  Gerade  SV,  welche  mit 
Sit  den  Winkel  ^  bildet  und  also  Seite  des  gleichschenkligen  Dreiecks  RSV 
ist,  den  Punkt  M  unmittelbar. 

Da  CM  paraUel  BS  und  Ali  SV  gleichschenkUg  ist,  so  wird  MS^CE^b. 
Die  Punkte  M  liegen  also  von  den  ihnen  zugehörigen  Punkten  S  um  die  constante 
Strecke  b  ab.    Beschreibt  man  auch  um  S  mit  a  als  Radius   einen  Kreis,  bo  ist 
in  diesem   wegen  -«^  liSV^d"  der  Bogen   TO  gleich  TÄ.    Dreht  sich  daher 
der  Radiusvector  CM,  so  folgt  ihm  RS  parallel  nach,  rollt  der  Kreis  S  auf  dem 
festen   Kreise  R  und  beschreibt  der  Punkt  M  als  ein  dem  Systeme  des  rollenden 
Kreises  im  Abstände  MS  =  b  von  S  angehörender  Punkt  die  Curve.    Die  Cnrve 
ist  daher  eine  Epicycloide,  entsprechend  demFalle,  dass  der  Radius  a 
des  rollendenKreises  gleich  dem  des  festenKreises  ist,  auf  welchem  er 
rollt  und  der  beschreibende  Punkt  den  Abstand  b  vom  Mittelpunkte 
des  beweglichen  Kreises  besitzt.    Diese  Epicycloiden  sind  die  Pasc aTschen 
Schneckenliuicn  (S.  B.  I,  S.  238).    Der  Punkt  T  ist  das  Momentancentrum  der  Be- 
wegung des  Kreises,  daher  ist  TM  die  Nor- 
male der  Curve  in  M,    Auch  erhält  man 
sie,  indem  man  die  Radienvectoren  von  einem 
Punkte  C  eines  Kreises  vom  Radios  b  um 
die  Strecke  2  a  verlängert  (Fig.  13  d).   Der 
Radiusvector  CM'  ist  9'=  2a-{- 26  cos^, 
der  andere   CM,  in  dieselbe  Richtongs- 
linie  fallende   q  =  2a  —  2b  cos  ^.     Anch 
sind    die    Curve n    Fusspunktcurven    des 
Kreises   vom   Radius   2a,    wenn   2b   der 
Abstand  des  Poles  C  vom  Mittelpunkt  des 
Kreises  ist. 

Die  Curve  unseres  Problems  hat  für  b  =  a  in  C  eine  Spitze,  für  &  ^  a  eine 
Schleife,  für  &  <  a  kann  sie  nicht  mehr  durch  C  gehen. 

Für  die  Spannung  T  erhalten  wir  aus  den  obigen  Proportionen: 


FJg.  13  d. 


T 


BC 


•  P    oder  da 


Q 


Q 


h  ist:  T=  -^  ■  BC. 
0 


AC  h       ^     ^^   P 

Sie  ist  proportional  BC  ='  a  —  9  =  —  a  +  26  cos  -0^. 

Die  vorige  Aufgabe  werde  dahin  abgeändert,  dass  vom  Punkte  B 
aus  eine  starre,  um  B  drehbare  Linie  von  der  Länge  l  zum  Punkte  M 
führe,  in  welchem  das  Gewicht  Q  wirkt.  Welches  ist  die  Curve  des 
Gleichgewichtes,  auf  welcher  M  1    ufen  muss? 

§.  4.  Ein  homogener  schwerer  Stab  vom  Gewichte  G  und  der  Länge 
21  ist  an  beiden  Enden  .i  und  B  mittelst  zweier  gleich  langer  Fäden  an 
zwei  Punkten  a,  b  im  Abstände  21  aufgehangen.  An  A  und  B  wirken 
senkrecht  zum  Stab  und  horizontal  die  beiden  Kräfte  P  eines  Paares 
2P^  In  welcher  Lage  findet  Gleichgewicht  statt?  (Bifilare  Auf- 
hängung.) 

§.  6.  Gleichgewicht  von  Kräften  an  den  Ecken  eines  veränder- 
lichen einfachen  Vierecks  von  constanten  Seiten. 

An  den  Ecken  eines  einfachen  Vierecks"^)  ABCD  (Fig.  14)  im  Räume, 


*)    n  Punkte  in  der  Ebene  heissen  ein  vollständiges  n£ck,  die  \n  (tt  —  1) 
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dessen  Seiten  constante  Längen  haben,  dessen  Winkel  aber  veränder- 
lich sind,  greifen  vier  Kräfte  P,  Q,  B,  S  an;  es  sind  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  derselben  aufzustellen. 

Schneidet  man  die  Seiten  AB ^  BCy  CD^  DA  durch 
und  führt  längs  ihnen  die  paarweise  entgegengesetzt  glei- 
chen Spannungen  (Pressungen)  T,  —  T;  T\  —T\  T\ 
—  T"  \  T"\  ~  T"  ein,  so  erfordert  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte  T"\  T,  P  am  Punkte  ^;  T,  T',  §  an  5; 
T\  r\  B  ün  C;  r\  T"\  Ä  an  2>,  dass  P  in  in  die 
Ebene  DAB,  Q  in  ABC,  B  in  BGB,  S  in  CDA  falle 
und  ergeben  sich  an  jedem  der  vier  Punkte  zwei  Gleich- 
gewichtsbediugungen ,  welche  ausdrücken,  dass  jede  der 
dort  angreifenden  Kräfte  der  Resultanten  der  beiden  anderen  entgegengesetzt  gleich 
ist  und  welche  unter  den  Formen  ausgedrückt  werden  können: 
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Durch  Multiplication  des  Gleichungssystems  rechts  ergibt  sich  für  die  Richtungen 
der  Kräfte  P,  Q,  B,  S  die  Bedingung: 

sin^P^J?      8in_9BC      sin  BCD      vinSDA 

6m  PÄD  '  "sin  QB  Ä  '  ^mBC^B'  '  sin  SDC  ""     ' 

geeignete  Combinationen  der  Gleichungen  dieses  Systems  liefern  die  Verhältnisse 
der  Kräfte;  die  letzte  liefert  S  :  P;  die  Multiplication  der  beiden  letzten  B  :  Pi 
der  drei  letzten  ^  :  P  u.  s.  w. 

Ist  die  Gestalt  des  Vierecks  und  sind  die  Richtungen  dreier  Kräfte  P^  Q,  B 
in  den  Ebenen  DAB,  ABC,  BCD  gegeben,  so  kann  mit  Hülfe  der  Bedingungs- 
gleichung die  Richtung  der  vierten  Kraft  S  bestimmt  und  können  die  Verhält- 
nisse der  Intensitäten  der  vier  Kräfte  gefunden  werden.  Dasselbe  leistet  auch 
folgende   Construction.    Man  nehme   die  Intensität  von  P  in  der  Richtung  AP 

Geraden,  welche  durch  sie  bestimmt  werden,  seine  Seiten;  n  Gerade  in  der  Ebene 
heissen  ein  vollständiges  nSeit,  die  ^  n  (n  —  1)  Punkte,  in  welchen  sie  sich 
schneiden,  seine  Ecken,  n  Punkte  in  einer  bestimmten  Aufeinanderfolge  genom- 
men heissen  ein  einfaches  nEck  und  die  n  Geraden,  welche  in  dieser  Ordnung 
die  Punkte  aufeinanderfolgend  verbinden,  seine.  Seiten;  n  Gerade  in  bestimmter 
Aufeinanderfolge  heissen  ein  einfaches  nSeit  imd  die  n  Punkte,  in  welchen  sie 
sich  in  dieser  Ordnung  aufeinanderfolgend  schneiden,  seine  Ecken.  Das  voll- 
ständige Viereck  hat  sechs  Seiten,  das  vollständige  Vierseit  sechs  Ecken;  das 
einfache  Viereck  hat  vier  Seiten,  das  einfache  Vierseit  vier  Ecken.  Beim  voll- 
ständigen nEck  heissen  Nebenscheitel  die  Schnittpunkte  der  Seiten,  welche  nicht 
Ecken  sind,  beim  vollständigen  n  Seit  sind  Diagonalen  die  Verbindungslinien  der 
Ecken,  welche  nicht  Seiten  sind.  Das  vollständige  Viereck  hat  drei  Nebenscheitel, 
das  vollit&ndige  Vierseit  drei  Diagonalen. 
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willkürlich  an;  da  —  P  die  Resultante  von  T"*  und  T  sein  musB,  so  liefert  die 
Zerlegung  dieser  Kraft  mit  Hülfe  eines  Parallelogramms  nach  den  Seiten  J.Z>, 
AB  die  Spannungen  T"\  T ,  Da  —  ^  die  Resultante  von  T'  und  T  ist,  so 
liefert  ein  weiteres  Parallelogramm  die  Intensit&ten  von  Q  und  T';  hieran  reiht 
sich  ein  drittes,  aus  welchem  22  und  T"  sich  ergeben.  Aus  T"  und  T'"  am 
Punkte  2>  folgt  dann  H  nach  Richtung  und  Intensität. 

Die  Richtung  der  vierten  Kraft  kann  man  auch  direct  finden.  Nach  Cap.  III, 
§.  0,  S.  35  müssen  nämlich  die  Richtungen  der  vier  im  Gleichgewicht  befindlichen 
Krä.fte  derselben  Schaar  eines  Hyperboloids  angehören.  Durch  die  Richtungslinien 
der  drei  Ki^te  P,  Q,  1^  ist  dasselbe  bestimmt  und  jede  Gerade  X,  welche  sie 
schneidet,  muss  auch  H  schneiden.  Da  S  der  Ebene  CDA  angehört,  so  braucht 
man  blos  den  Schnittpunkt  einer  solchen  Geraden  L  mit  dieser  Ebene  eu  suchen ; 
die  Gerade,  welche  ihn  mit  D  verbindet,  ist  die  Richtungslinie  von  S,  AUe  (Ge- 
raden h  schneiden  die  Ebene  CDA  in  Punkten  von  >S>.  Die  beiden  Diagonalen 
ACy  BD  sind  Linien,  welche  die  vier  Kraftrichtungen  schneiden  und  gehören 
mithin  der  zweiten  Schaar  des  Hyperboloids  an.  Sie  werden  daher  von  den  vier 
Kraftrichtungen  nach  demselben  Doppelverhältnisse  geschnitten,  nämlich  so,  dau, 
wenn  AC  m  Q^  S  von  Qy  S  und  BD  in  P,  jB  von  P,  1{  getroffen  werden,  die 
Gleichung  besteht: 

AQ     AS  _  BP    Bit 

QC  ' SC        PD' BD' 

Will  man  die  projectivische  Theilung  der  Erzeugungslinien  des  Hyperboloids  nicht 
als  bekannt  zu  Hülfe  rufen,  so  ergibt  sich  dieselbe  auch  aus  den  Dreiecken  PAB 
und  PÄD;  QBC  und  QBA;  BCD  und  BCB ;  SDC  und  SD  A.  Man  hat 
nämlich : 

sin  PAB  :  üinPAD  =-  ?^:  ^,,      sin  ^PC:  sin  QBA  =  ^  :  %|, 

sin  BCD  :  sin  BCB  =  -^jj  :  ^^  ,      sin  SDC  :  sin  SDA  =  ^jj-  :  ^j-=- 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  miteinander  multiplicirt  und  die  oben  entwickelte 
Bedingungsgleichimg  für  die  Richtungen  der  vier  Kräfte  berücksichtigt,  so  ergibt 
sich  dasselbe  Resultat. 

Man  kann  die  Yerhältnisso  der  Kraftiutcnsitäten  leicht  durch  die  Abschnitte 
ausdrücken,  welche  die  Kraftrichtungen  auf  den  beiden  Diagonalen  bestimmen. 
Zunächst  hat  man  ans  den  ganz  zu  Anfang  aufgestellten  Gleichungen: 

sin  DAB    Bin  ABC 

^  ^  ""  Bi^PAD  '  sin  QBC' 
Nun  ist  aber 

sin  DAB  :  sin  PÄD  =  ^  :  :^,      sin  ABC:  sin  QBC=  4S  :  ^, 

AB    AP^  ^  AB    QB^ 

mithin 

'^""       PD       ''        QC 
Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  die  übrigen  Verhältnisse. 

Schneiden  sich  die  beiden  in  zwei  Gegenecken  P,  D  angreifenden  Kräfte  Q 
und  S  auf  der  Diagonale  AC,  60  fällt  S  mit  Q  zusammen  und  löst  sich  die  Glei- 
chung -^^,:^-^  =  J^:  J|aiifin^<^:ÖC7=-^5:5CundPP:PI>=-PP:ÄI). 
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■  lettterer  Gleichung  Folgt,  äaae  auch  H  nad  IJ  Eiisnmin anfallen  und  die  Kräfte 
|nnd  D  »ich  auf  der  Diagonale  BLi  Bohneiden. 

Sind  vier  Kraft«  1\  Q,  li,  •?  an  einem  uiiTerunderlicb«!)  S^Btcm  im  tileicfa- 
iiQendlich  viele  verilnderliche  eiofache  Viert'L'ke  von  uu- 
Inderlichen   äeiten   finden,   au   denen   diese   Kräfte,   durch   die    Echon   gebend, 
bstilalla  einatidur  Uloichgc wicht  halten.    Denn  da  die  vier  Rieht ungslinicii  der- 
1  Sohuir  eines  Hyperboloid h  angehören ,  ao   kann  man  auf  nnendlicb  viele 
i   Gerade   finden,   von   denen   jede  sie   alle   vier  achneidet,  die  erote  in 
lAltten  A,  Q,  Ü,  Ä.  die  zweite  in  Pnnkteu  P,  B,  11,  D.    Nun  bestimme  man 
iUknrlich  eine  Ordnnng  der  Kt^fte  als  erste,  zweite,  dritte  und  vierte  and  wähle 
in  Angriffspunkten  der  ersten  und  dritten  ihre  Schnittpunkte  mit  der  einen  Ge- 
raden,  tu  Angritfdpunkteu  der   zweiten   und    vierten   ihre   Schnittpunkte   mit   der 
andern.     Verbindet  man  hieranf  in  derselben  Ordnung,  wie  die  Kriifte,  ihre  An- 
jffcininkte  aufeinanderfolgend  dnrch  unveränderliche  Strecken  ta  einem  einfachen 
lereck,   deuien   tSeiten    in    den   Ecki-n  gelenkartig   beweglich   mit   einander   ver- 
)  besteht  das  Gleichgewicht  un  diesem  verlinderlicheu  Viereck  fort, 
li  der  Ordnung  P,  Q,  P,  S  ist  sowohl  AlIGJJ  als  auch  PQTIS  ein  solcboa  Vier- 
jk,  bei  der  Ordnung  P,  R,  Q,  .S'  sind  APQD  und  PCBS  solche  Vierecke. 

Ut  das  Viereck  eben,  HO  fallen  die  vier  Kräfte  in  dessen 
Kbene,  weildioEbcneDdetDreieokeJJ^B,  JBC,  iCZ», 
CDA,  in  welchc-n  sie  liegen,  zusammenfallen.  Der 
Sat«  von  der  bjperboloidischen  Lage  ihrer  vier  Eich- 
tungslinien  und  die  sich  daran  knflpfende  Construction 
der  vierten  Kraft  gestaltet  sich  folgendcnnaseen  um. 
Sondern  wir  die  Eeken  A,  B  (Fig.  16)  mit  der  sie 
verbindenden  Seite  vlJJ  ab,  indem  wir  die  anstossen- 
don  Seiten  ÄD  und  BC  durchschneiden  und  die  Span- 
nungen T'"  nnd  T'  an  A  und  B  längs  AD  und  BG 
einführen.  An  der  unveründerlichen  Linie  AB  halten 
sich  sodann  T'" .  P,  Q,  7"  Gleichgewicht.  Daher  sind 
die  l^Bultante  von  P,  Q  einerseits  ntid  die  Kcsnitante 
andererseits  entgegengesetzt  gleich  nnd  fallen  mithin  in  die  Ver- 
nlnngilinir  der  Suhnittpnnkte  R  von  P,  Q  und  i"  der  Seiten  DA,  CB.  Gleiche» 
von  den  KrUtlen  un  der  ubgctrennten  Seite  CD.  Nun  halten  sich  aber  auch 
',  Jl,  tV  wie  un  einem  unvern^nderl leben  System  Gleichgewicht;  es  muss  daher 
I  Itasnltante  von  P,  <j  der  Resultanten  von  U,  S  entgegengesetzt  gleich  sein 
i  der  Schnittpunkt  St'  der  Hicbtungslinien  von  R,  ü  in  die  Gerade  Sl£  fallen. 
I  also  die  Kichtangslinien  von  P,  Q,  Jt  gegeben,  wird  aber  die  von  iS  ge' 
ibt,  so  hat  man  nur  von  D  nach  dem  Schnittpunkte  U'  von  B  mit  der  Linie  SIZ 
t  0«*de  zu  eieben.  Dieselben  Betrachtungen  anf  das  andere  l'aar  Gegoiistriten 
iP,  BG  des  Vierecks  ABCD  angewandt,  ergibt  sich,  dass  der  Schnittpunkt  S' 
1  CI/.  BA  mit  den  SchnittpunkU-n  0,  «'  von  P,  8  nnd  Q,  B  in  gerader 
S  liegt     Wir  erhalten  daher  den  Satx: 

Wann  vier  KrÜfte  P,  ^,  B,.S  an  den  Ecken  eines  einfachen  ebenen 
LrKnddrtlchon  Vierecks  ABCD  von  nn verUnderlicben  Seiten  im 
[«ichgewioht  sind,  so  bilden  ihre  ßiohtnngen  in  derselben  Ordnung 
ie  die  Koken,  an  wulohen  nie  angreifen,  ein  jenem  nm- 
nfaohes  Vicrseit  PIJBS  derart,  dass  die  beiden  Dingo 
t  na',  ««'  des  letzteren,  welche  die  Gcgcneoken  Ü,  Sl';  tf,  «'  ver' 
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binden,   dorch  die  Nebenscheitel  2^,  £'  gehen,    in  w-elchen   sich  die 
Gegenseiten  AD^  BC  und  AB^  DC  des  ersteren  schneiden. 

Man  kann  den  Inhalt  dieses  Satzes  auch  etwas  anders  fassen.  Die  anfein- 
anderfolgenden  Ecken  A^  B,  nämlich  die  1.  und  2.  und  der  Schnittpunkt  A  der 
in  ihnen  angreifenden  aufeinanderfolgenden  Ki^fte  P,  Q  bilden  ein  Dreieck  ABSl^ 
die  beiden  andern  Ecken  D,  C7,  nämlich  die  4.  und  3.,  bilden  mit  dem  Schnitt- 
punkt Sl'  ihrer  Kräfte  R^  S  ein  zweites  Dreieck  BCSl\  dessen  Ecken  2),  C,  Sl\ 
wir  den  Ecken  A^  B^  Sl  zuordnen  wollen.  Die  Verbindungslinien  AD^  BC,  Slü' 
der  zugeordneten  Ecken  schneiden  sich  im  Punkte  27.  Ebenso  bilden  die  Ecken 
B,  C  und  der  Schnittpunkt  ^'  ihrer  Kräfte  das  eine,  die  Ecken  A,  D  nnd  der 
Schnittpunkt  ^  das  andere  von  zwei  zugeordneten  Dreiecken  BC^'  und  AD9, 
so  dass  die  Verbindungslinien  AB,  DC,  ^^'  in  dem  Punkte  2?'  zusammen- 
laufen. Dreiecke  derart  beisson  perspektivisch  collineare  Dreiecke.  Man  kann  daher 
sagen: 

Wenn  vier  Kräfte  an  den  Ecken  eines  einfachen  ebenen  Vierecks 
im  Gleichgewicht  sind,  so  bilden  die  1.  und  2.  Ecke  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  1.  und  2.  Kraft  das  eine,  die  4.  und  3.  Ecke  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  4.  und  3.  Kraft  das  andere  von  zwei  perspektivisch  colli- 
nearen  Dreiecken.  Ebenso  sind  die  Dreiecke  gebildet  aus  der  2.  und 
3.  Ecke  und  dem  Schnittpunkt  der  2.  und  3.  Kraft,  und  das  Dreieck 
der  1.  und  4.  Ecke  mit  dem  Schnittpunkt  der  1.  und  4.  Kraft  per- 
spektivisch coUincar. 

Auch  kann  man  die  Figur  noch  folgendermassen  auffassen.  Die  1.  Seite  AB 
bildet  mit  der  1.  und  2.  Kraft  P  und  Q  ein  Dreiscit,  die  dritte  Seite  DC  bildet 
ebenso  mit  der  4.  und  3.  Kraft  S  und  B  ein  anderes  Dreiseit,  dessen  entsprechende 
Seiten  AB  und  DC,  P  und  S,  Q  und  E  sich  in  drei  Punkten  2^.,  *,  *'  treffen, 
welche  in  gerader  Linie  liegen.  Ebenso  bildet  die  2.  Seite  BC  mit  der  2.  und 
3.  Kraft  Q,  B  ein  Dreiseit,  entsprechend  dem  Dreiseit  der  4.  Seite  und  der  1. 
und  4.  Kraft,  so  dass  die  Schnittpunkte  Z,  Sl,  Sl'  iu  gerader  Linie  liegen  (per- 
spektivisch collineare  Dreiseite).    Daher: 

Bei  vier  an  den  Ecken  eines  einfachen  Vierecks  angreifenden,  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  bildet  jedes  Paar  Gegenseiten 
mit  den  an  ihren  Endpunkten  angreifenden  Kräften  zwei  perspekti- 
visch collineare  Dreiecke. 

Die  beiden  letzteren  Auffassungen  des  Satzes  sind  nicht  von  einander  unab- 
hängig; es  gilt  nämlich  der  Satz: 

In  zwei  perspektivisch  collinearen  Dreiecken  treffen  sich  die 
homologen  Seitenpaare  in  drei  Punkten,  welche  in  gerader  Linie 
liegen  und  in  zwei  perspektivisch  collinearen  Dreiseiten  laufen  die 
Verbindungslinien  homologer  Ecken  in  einen  Punkt  zusammen;  oder 
perspektivisch  collineare  Dreiecke  sind  stets  auch  perspektivisch 
collineare  Dreiseite  und  umgekehrt.  (S.  Steiner,  systemat.  Entwickelung 
etc.,  I,  S.  78). 

Aehnlich,  wie  das  Gleichgewicht  von  4  Kräften  an  den  Ecken  des  veränder- 
lichen Vierecks,  kann  das  Gleichgewicht  von  Kräften  an  den  Ecken  von  veränder- 
lichen Fünfecken,  Sechsecken  etc.  untersucht  werden.  Auf  den  Zusammenhang 
dieser  Untersuchungen  mit  Sätzen  der  neueren  synthetischen  Geometrie  soll  hier 
ganz  besonders  aufmerksam  gemacht  werden. 
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§.  6.  Gleichgewicht  von  ErUften,  welche  in  Punkten  der  Seiten 
eines  einfachen  Vierecks  von  unveränderlichen  Seiten  angreifen. 

Vier  Kräfte  P,  Q,  R,  8  greifen  an  den  Punkten  F,  G,  H,  J  der  Sei- 
ten eines  einfachen  Vierecks  ÄBGD  (Fig.  16)  an,  dessen  Seiten  un- 
veränderlich, dessen  Winkel  aber  veränderlich  sind;  man  soll  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  aufstellen. 

Löst  man  die  Verbindung  der  Seiten  in  A,  so  sind  statt  dessen  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Pressungen  T  längs  einer  gewis- 
sen Richtung  NK  einzuführen;  ähnlich  an  B,  C,  D 
solche  Kräfte  T\  r\  T"  längs  KL,  LM,  MN.  An 
der  Seite  AB  müssen  dann  T,  T,  P  im  Gleichgewichte 
sein  und  daher  KN  und  KL  sich  auf  der  Richtung 
von  P  schneiden.  Ebenso  folgt,  dass  die  Schnittpunkte 
X,  3f ,  N  in  die  Richtungen  der  Kräfte  Q,  Ä,  S  fallen 
müssen, 
■^j     jg  Zum  Gleichgewichte  der  vier  Kräfte  wird 

also  erfordert,  dass  es  möglich  sei,  ein  Vier- 
seit  KLMN  zu  construiren,  welches  dem  Viereck  ABCD  umschrieben 
und  dem  Vierseit  der  Kräfte  zugleich  eingeschrieben  sei,  dessen  Sei- 
ten also  durch  die  Ecken  des  ersteren  gehen  und  desisen  Ecken  in  den 
Seiten  des  letzteren  liegen. 

Zugleich  müssen  die  Richtungslinien  der  vier  Kräfte  P,  Q,  JK,  S  derselben 
Schaar  eines  Hyperboloids  angehören^  auf  welchem  also  auch  die  vier  Angriffs- 
punkte F,  6r,  ff,  J  liegen. 

Ist  das  Viereck  eben,  so  hat  die  Auffindung  des  Vierseits  KLMN  keine 
Schwierigkeiten  und  wnrde  diese  Aufgabe,  sowie  die  allgemeinere,  das  Vieleck 
betreffend,  zuerst  von  Servais,  Gergonne  und  Lhuilier  (in  Gergonne's  An- 
nales  de  mathifnatiques ,  T.  II),  später  von  Steiner  (Systematische  Entwickelung 
der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander,  S.  94)  mit  Hülfe  von 
projecti vischen  Punktreihen  gelöst.  Die  Lösung  hängt  von  den  Doppelpunkten 
zweier  vereinigter  projectivischer  Punktreihen  ab  und  ist  eine  doppelte  oder  ein- 
fache oder  unmöglich,  je  nachdem  diese  Reihen  zwei,  einen  oder  keinen  Doppel- 
punkt besitzen. 

Die  Pressungen  T  ergeben  sich,  indem  man  P,  Q,  7^,  S  an  den  Ecken  TT,  X, 
Mj  N  zerlegt  nach  den  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks.  Da  dieselben  sich 
paarweise  tilgen,  so  folgt,  dass  die  Kräfte  P,  Q,  Bj  S  an  dem  Vierecke 
KLMN  im  Gleichgewichte  sein  müssen,  wenn  dessen  Seiten  unver- 
änderlich, die  Winkel  aber  veränderlich  gedacht  werden.  Hierdurch  ist 
die  Aufgabe  auf  die  von  §.  5  zurückgeführt.  Diese  Reduction  ist  auch  noch  auf 
eine  andere  Art  möglich,  nämlich  dadurch,  dass  man  die  Kraft  P  in  zwei  ihr 
parallele  Kräfte  auflöst,  welche  in  A  und  B  angreifen,  ebenso  Q  in  zwei  Parallel- 
kräfte an  den  Punkten  B  und  0,  Ä  in  zwei  desgleichen  an  C  und  2),  5  in  zwei 
solche  an  D  und  A  und  hierauf  je  zwei  dieser  Kräfte ,  welche  an  einer  Ecke  -4, 
B,  C7,  D  angreifen,  zu  einer  Kraft  vereinigt. 

Wirken  an  dem  Viereck  ABGl)  (Fig.  17)  nur  die  beiden  Kräfte 
P,  B  in  den  Punkten  F,  H  zweier  Gegenseiten,  d.  h.  sind  Q  und  S  Null, 
80  halten  die  Pressungen  T,  T"  an  2>,  -4  sich  allein  Gleichgewicht,  sind  also  ent- 
gegengesetzt gleich  und  fallen  in  die  Richtung  der  Seite  DA.  Ebenso  T\  T" 
längs  BC.   Daher  muss  sowohl  P,  welches  mit  2\  T'  an  JIB,  als  auch  l^,*welche8 
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Fig.  17. 


/' 


B 


mit  T",  T'"  an  CD  Gleichgewicht  halt,  durch  den  Schnittpnnkt.Z  von  AD  und 

CB  gehen.  P  nnd  B  müssen  aber  auch  am  Viereck,  wie  an 
einer  unveränderlichen  Figur  Gleichgewicht  halten,  also  ent- 
gegengesetzt gleich  sein.  Die  Verbindungslinie  der  Angriffi- 
punkte  F,  II  geht  durch  E.    Das  Viereck  muss  eben  sein. 

Ist  CD  fest  und  wirkt  blos  P,  so  folgt,  dass  nur  dann 
Gleichgewicht  besteht,  wenn  das  Viereck  eben  ist  und  die  Rich- 
tung von  P  durch  den  Schnittpunkt  E  der  beweglichen  Seiten 
BCj  DA  hindurchgeht.  Die  Punkte  A,  B  sind  in  der  Ebene 
auf  Kreisen  um  D  und  C  beweglich  und  beschreibt  F  eine 
Schleifenlinie  (B.  I,  S.  233);  E  ist  das  Momentancentrum  für  die 
Beweglichkeit  des  Systems,  EF  ist  die  Normale  der  Schleifen- 
linie. Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  kommt  also  mit  der 
Bedingung  überein,  dass  der  Punkt  F  auf  der  Schleifenlinie  in  einer  Gleich- 
gewichtslage sich  befinden  muss. 

Sind  BC,  DA  parallel  (Fig.  18),  so  müssen  auch  Fi/,  die  Verbindungslinie 
der  Angriffspunkte  der  Kräfte  P,  B  und  diese  selbst  mit  ihnen  parallel  sein.   Zwei 

andere  Kräfte  P',  B\  welche  längs  einer  weiteren  Parallelen 
F'n'  zu  BC  wirken  und  P,  B  entgegengesetzt  gleich  sind,  halten 
ebenfalls  Gleichgewicht.  Daher  sind  auch  die  Paare  (P,  P*), 
(B,  B')  im  Gleichgewicht.  Das  Paar  (P,  P')  ist  mit  den  beiden 
Pressungen  in  A  und  B  im  Gleichgewicht  und  bleibt  es  nach 
einer  beliebigen  Lagenänderung  in  seiner  Ebene;  ebenso  (22,  B^), 
Hieraus  folgt,  dass  an  einem  Trapeze  mit  constanten  Seiten,  aber 
veränderlichen  Winkeln  zwei  Kräftepaare  sich  unter  denselben 
Bedingungen  wie  an  einem  unveränderlichen  System  Gleichgewicht 
halten. 

Es  sei  eine  Ecke  D  eines  veränderlichen  Vierecks  ABCD  (Fig.  19) 
von  constanten  Seiten,  aber  veränderlichen  Winkeln  fest;  auf 
die  Punkte  F,  G  der  ihr  nicht  anliegenden  Seiten  AB^  BC  wirken  die 
Kräfte  P,  Q\  man  soll  die  Bedingungen  ihres  Gleichgewichts  auf- 
stellen. 

Trennt  man  die  Seiten  des  Vierecks  in  den  Ecken  von  einander  ab,  so  müssen, 
da  an  DA  keine  weitere  Kraft  wirkt,  die  Pressungen  der  Linie  DA  in  D  und  A 
sich  Gleichgewicht  halten,  also  längs  DA  entgegengesetzt  gleich  sein.    Daher  fällt 

auch  die  Pressung  in  A  für  AB  in 
DA.  Sie,  die  Pressung  für  AB  in  B 
und  die  Kraft  P  halten  sich  9ai  AB 
Gleichgewicht;  daher  schneiden  räch 
die  beiden  letzteren  in  einem  Punkte 
M  auf  DA.  Die  Pressung  in  B  f3r 
BC  fällt  mithin  in  BM,  die  Pressung 
in  C  aber  fällt  in  DC,  weil  die  Pres- 

Jir-'fr     — -L ^ \^-     ^^l:^-»-    sungen  in  D   und   C  an  DC  in  DC 

Yig,  lu.  fallen.  Es  müssen  daher  die  Pressungen 

der  Linie  B  CinB  und  C  mit  Q  Gleich- 
gewicht halten  und  sich  also  alle  drei  Kräfte  in  dem  Schnittpunkte  N  von  BM 
mit  DC'treftcn.  Hieraus  folgen  als  Gleichgewichtsbedingungen,  dass  das  Viereck 
eben  sein  muss,  dass  P  und  Q  in  seine  Ebene  fallen  und  ihre  Schnitt- 


Fig  18. 
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punkte  M,  N  mit  den  dem  festen  Punkte  anliegenden  Seiten  und  die 
ihm  gegenüberliegende  Ecke  £  in  gerader  Linie  liegen  müssen.  Ist 
die  Gestalt  des  Vierecks  und  die  Richtung  von  P  gegeben,  so  ergibt  sich  die 
Richtung  von  Q\  kennt  man  die  Intensität  von  P,  so  ergibt  sich  die  von  Q^ 
indem  man  P  nach  MA  und  MB^  Q  nach  NB  und  CN  zerlegt  denkt;  die  in 
MB  fallenden  Componenten  müssen  sich  tilgen.  Sind  T ,  —  T  diese  beiden  Kraft«, 
so  hat  man: 

AB     AF 


P:  T  =^  sin  AMB  :  sin  A MF  = 


BM'  FM' 


mithin 


TiC      CG 

Q:{-  T)  =  %in  BNC  :  sin  GNC  =  :^~  :   Z^^, 

BN     CrN 

_(AB     AF\      (BC      CG\ 
'  ^T'       \BM  '  FM)  *  \BN  '  GN)  ' 


Schneiden  sich  ^C,  2>^  in  U;  AB,  DC  in  X  und  treffen  die  Kräfte  P  und 
Q  die  Seiten  BC,  AB  in  F,  W^  so  hat  man  in  ähnlicher  Weise 

BM'  VM'        ^'^      ^       BN'WN' 

(ÜB      UV\      (XB     XW\ 
^  ^  ^       \MB  '  Vm)  ''  \BN  '  WNj  • 

Für  das  Parallelogramm  rücken  U  und  X  ins  Unendliche  und  reducirt  sich  wegen 
ÜB  i  UV  ^  1,  XB  :  XW  =^  1  die  letzte  Gleichung  auf 

VM      WN 

^  ^  "~        MB  '  NB  ' 

Fällt  3f  in  2>,  d.  h.  geht  die  eine  Kraft  P  durch  den  festen  Punkt,  so  fällt  auch 
N  in  D  und  geht  auch  die  andere  Kraft  Q  durch  denselben  Punkt.  Ist  das 
Viereck  zugleich  ein  Parallelogramm,  so  bleibt 

P  :  g  =  —  VI):  WD 

und  da  D  F  :  DC  =  sin  (7  :  sin  F,   2>TF  :  DA  =  sin  ^  :  sin  TF,  so  wird 

P  .  -BCsin  (P,  BC)  +  Q  -  AB  sin  (Q,  AB)  =  0. 

§.7.  Die  Kette.  Ein  System  von  Körpern,  von  denen  in  bestimmter  Ord- 
nung jeder  mit  dem  folgenden  verbunden  ist,  ohne  dass  die  relative  Beweglich- 
keit beider  aufgehoben  ist,  heisst  eine  Kette;  die  Körper,  welche  sie  bilden, 
ihre  Glieder.  Die  Kette  ist  geschlossen,  wenn  der  letzte  Körper  mit  dem  ersten 
verbunden  ist.  Hinsichtlich  der  relativen  Beweglichkeit  der  mit  einander  in  Be- 
rührung stehenden  Glieder  finden  Unterschiede  hinsichtlich  des  Freiheitsgrades 
und  hinsichtlich  der  besonderen  Arten  der  Beweglichkeit  statt.  Es  kann  z.  B. 
sein,  dass  die  relative  Bewegung  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  eine  relative 
Windungsbewegung  oder  blos  eine  Rotationsbewegung  um  eine  bestimmte  Axe 
ist,  wohl  aber  auch,  dass  diese  Axe  selbst  ihrer  Lage  nach  einen  mehr  oder 
weniger  ausgedehnten  Spielraum  hat.  Die  bisher  betrachteten  Vielecke  sind  Ketten ; 
ein  specieller  Fall,  welcher  im  Nachfolgenden  besondere  Behandlung  erfahren  wird, 
ist  der,  dass  sämmtliche  Glieder  der  Kette  verschwindend  klein  und  ihre  Anzahl 
unendlich   gross  angenommen  wird;  die   Kette  ist    dann    ein   biegsamer  Faden. 

Eine  Kette  bestehe  aus  n  Gliedern  G, ,  (r, ,  .  .  .  6r^ ,  welche  endliche  Dimen- 

•ionen  besitzen  und  aufeinanderfolgend  blos  in  je  einem  Punkte  berührend  mit- 
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einander  verbanden  sind,  wie  z.  B.  bei  einer  gewöhnlicben  ans  Ringen  gebildeten 
Kette.   An  G^  und  G^  wirken  zwei  Kräfte  P  und  Q^  es  sollen  die  Gleichgewichts- 

bedingungen  für  sie  angegeben  werden.  Sind  B^^  B^,  B^^  .  .  .  B^_^  die  Berüh- 
rungspunkte der  Glieder,  jT, ,  T,,,  1\^  .  .  ,  T^_^  die  Intensitäten  der  in  den  Be- 
rührungspunkten anzubringenden  Spannungen  oder  Pressungen,  so  halten  P  und 
—  Ti ,  Ti  und  —  T,,  Tjj  und  —  Tg,  .  .  .  T^  und  Q  Gleichgewicht,  sind  folglich 

entgegengesetzt  gleich.  Hieraus  folgt,  dass  zum  Gleichgewicht  erforderlich 
und  hinreichend  ist,  dass  sämmtliche  Berührungspunkte  in  gerader 
Linie  liegen  unddass  P  und  Q  einander  entgegengesetzt  gleich  sind. 
Die  Spannungen  sind  alle  einander  gleich  und  gleich  P  oder  Q,  Das  Gleich- 
gewicht ist  hinsichtlich  seiner  Beständigkeit  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  die 
Kräfte  P  und  Q  ziehend  oder  drückend  wirken.  Die  Unsicherheit  des  Gleich- 
gewichts ist  um  80  grösser,  je  mehr  Glieder  die  Kette  hat,  weil  das  Ausgleiten 
eines  einzelnen  Gliedes  zur  Störung  desselben  hinreicht.  Bei  einem  biegsamen 
Faden  ist  bei  drückend  wirkenden  Kräften  die  Unsicherheit  des  Gleichgewichts 
unendlich  gross,  man  betrachtet  daher  das  Gleichgewicht  bei  einem  solchen  ge- 
wöhnlich nur  im  Falle  von  Zugkiüften  als  überhaupt  möglich,  obgleich  dies  streng 
genommen  nicht  vollkommen  exact  ist  und  sagt:  Der  biegsajne,  bloss  durch 
zwei  Endkräfte  gespannte  Faden  bildet  im  Falle  des  Gleichgewichts 
eine  Gerade,  in  welche  die  Endkräfte  fallen  und  ziehend  wirken. 
Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Punkten  gleich  und  gleich 
den  Endkräften. 

§.  8.   Das  Seil-  oder  Kettenpolygön.    Eine  vollkommen  biegsame,  nicht 
dehnbare  Linie  (Fadeji,  Seil),  an  welchem  in  bestimmten  Punkten  A\,  Ä,,  K^^.,,K^ 

Kräfte  Pj,  Po,  P^^  .  .  .  P^  wirken  (Fig.  20),  heisst  ein  Seil-  oder  Ketten- 
polygon und  die  Punkte  K  sind  seine  Knoten.    Wenn  dies  System  unter  Ein- 


wirkung der  Kräfte  Peine  Gleichgewichtsfigur  annimmt,  die  im  üebrigen,  je  nach 
Beschaffenheit  der  Kräfte,  eben  oder  windschief  sein  kann,  so  ist  jede  Seite  ge- 
si>annt  und  wenn  sie  durchschnitten  wird,  so  sind  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  erforderlich,  um  das  gestörte  Gleichgewicht  herzustellen.  Nach  Einfühning 
dieser  Spannungen  besteht  an  jedem  Knoten  K  zwischen  der  Kraft  P  und  den 
beiden  Spannungen  Gleichgewicht.  Diese  Spannungen  seien  ihrer  Intensität  nach 
zwischen  K^  und  K^  gleich  T» ,  zwischen  K^  und  Ä'j  gleich  T, ,  .  .  .  an  A'^  gleich 
T^  längs  der  Schlussseite  K^K^j^^  und  an  A'^,  längs  der  Anfangseite  K^K^  des 
Polygons  wirkend,  gleich  T. 
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Das  Gleichgewicht  der  Kraft  P^.  am  Knoten  K.  und  der  Spannungen  — ^,_i 

und  T.  längs  den  Seilstücken  K.K._^  und  K.K.tj^  erfordert  nun,  dass  die  Kraft 

P.  in  die  Ebene  dieser  beiden   Seiten  falle  und  dass  jede  der  drei  Kmfte  dem 

Sinus  des  von  den  beiden  anderen  eingeschlossenen  Winkels  jiroportional  sei.    In 
Folge  dessen  bestehen  die  Gleichungen 

T  T,  P, 


sin  Pj  Kl  K^ 

Bin  P,K~K^ 

sin  Kf^  üf,  Ä'j 

T, 

T, 

p. 

sin  P^  K^  K^ 

sin  P,  K^  K, 

sin  /Lj  K^  /iC, 

T 

T 

p* 

sin  Pj  K^  K^ 

• 

sin  1\  K^  K^ 

sin  K2  A'g  A4 

• 

T 

T. 

■p» 

8i*^    KK^n^l 

sin  P.A. A:. 

I         "°-'f»      l^«*^'n+l 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  indem  man  sie  gruppenweise  miteinander 
verbindet,  die  Verhältnisse  der  Spannungen  T  und  der  Kräfte  P.  Ist  das  Polygon 
geschlossen,  so  ist  T^=»  —  T  und  tritt  zu  den  Gleich uugen  noch  die  weitere 

hinzu,  welche  für  die  Winkelsumme  des  Polygons  besteht.  Ist  das  Polygon  offen, 
so  spielen  die  Endspannungen  dieselbe  Rolle,  wie  Kräfte  P. 

Sind  ausser  den  Kräften  P  und  ihren  Richtungen  noch  die  Endspannnng  T 
und  ihre  Richtung  sowie  die  Seitenlängen  gegeben,  so  kann  die  Gleichgewichts- 
form des  Polygons  durch  folgende  Construction  gefunden  werden.  Man  ziehe  die 
Richtung  von  T  und  nehme  die  Lage  des  ersten  Knotens  K^  auf  ihr  willkürlich 
an,  trage  die  Kraft  P|  an  ATj  in  ihrer  Richtung  an  und  suche  die  Resultante  von 
T  und  Pj;  sie  gibt  die  Richtung  der  Seite  K^K,^  und  hiermit  ist  die  Lage  des 
zweiten  Knotens  gefunden  nebst  der  Spannung  —  T^ ,  die  an  ihm  im  Sinne  K^  K^ 
wirkt.  Aus  T,  und  der  Kraft  P,  an  K^  suche  man  die  Resultante  T^ ,  hierdurch 
ergibt  sich  die  Lage  des  dritten  Knotens  K^  nebst  der  längs  K^  K^  wirkenden 
Spannung  —  2,  u,  s.  f.  —  Die  Construction  wird  wesentlich  erleichtert,  indem 
man  sich  von  irgend  einem  Punkte  O  des  Raumes  aus  das  Kräftepolygon  (P)  con- 
struirt,  nämlich  so^  dass  man  von  0  aus  in  der  gegebenen  Richtung  die  End- 
kraft T  aufträgt,  daran  die  Kraft  Pj  in  ihrer  Richtung  fügt,  hieran  P^,  dann 
P3  u.  8.  f.  Die  von  O  nach  den  Endpunkten  von  Pj ,  Pjj ,  P3 ,  .  .  .  P^  hinführen- 
den Diagonalen  stellen  nach  Grösse  und  Richtung  die  Resultanten  von  2\  Pj 
oder  T, ;  von  1\ ,  P^  oder  1\ ;  von  T, ,  P3  oder  T^ ,  u.  s.  f.,  also  sämmtliche 
Spannungen  dar.    Man  braucht  also  nur  Parallellinien  mit  T,  T, ,  T^,  .  .  .  T^  zu 

ziehen  und  auf  ihnen  die  bestimmten  Seitenlängen  K^  K^ ,  A"^  A3 ,  u.  s.  f.  auf- 
zutragen, um  die  Gleichgewichtsform  des  Polygons  zu  erhalten.  Das  Kräftepolygon 
ceigt  zugleich,  dass  sämmtliche  Kräfte  P  nebst  den  Endkräften  T,  T^  an  einen 
Pnnkt  verlegt  sich  Gleichgewicht  halten  müssen. 

Wenn  die  Kräfte  P  die  Polygonwinkei  TK,K^,  K.K^K^,  K^K^K^,  .  .  .  hal- 
biren,  so  werden  die  Kräfteparallelogramme  an  den  Knoten  sämmtlich  Rhomben, 
die  Spannungen  alle  gleich  und  gleich  den  Endspannungen.  In  den  obigen 
Gleichungen  werden  die  Winkel  P^  K,  K^  =  P»  K,  A, ,  P,  K^  K,  =  P,  AT,  A;  , 
PjATjJT,  «"  PaJTjAT^,  u.  8.  f.,  nämlich  gleich  den  Supplementen  der  halben  Poly- 
gonwinkei Ao  A*!  TT, ,  A'i  A,  A3 ,  .  .  .    Daher  erhält  man  noch  vermOge 
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IIL  Tb.,  Ci^.  V,  |.  9. 


8inP,A',Ä,=8inP,if,Ä,=.BiniÄoA',Ä'„  sin PtK^K^^ na PtK^—üa\K^K,K,^. 


Px 


P. 


C08i(rif,  Ä,)        COBi(if,A',ÄJ        C0Bi(Ä.Ä'3^«) 


cogi(ir,_,jr,Jsr,+i) 


(1.  h.  es  müssen  die  Kräfte  den  Cosinassen  der  halben  Polygonwinkel  propor- 
tional sein. 

Die  Kräfte  P  nebst  den  Endspannungen  T,  T^  müssen  die  Bedingungen  des 

Gleichgewichts  wie  an  einem  unveränderlichen  System  erfüllen;  wenn  man  sie 
daher  für  irgend  einen  Punkt  reducirt,  so  muss  ihre  Resultante  und  ihr  retal- 
tirendes  Paar  verschwinden.  Dasselbe  gilt  für  jede  beliebige  abgetrennte  Parthie 
des  Polygons.  Schneiden  sich  nun  die  Kiclitungen  der  Endspannungen  einer  solchen 
Parthie  (oder  auch  des  ganzen  Polygons)  in  einem  Punkte  und  wählt  man  diesen 
zum  Heductionspunktc,  so  sieht  man,  dass  die  betreffenden  Endspannungen  mit 
der  Resultanten  aller  Kräfte  P  der  abgetrennten  Parthie  des  Systems  an  jenem 
Punkte  Gleichgewicht  halten  müssen.  Nimmt  man  daher  diese  Resultante  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  und  zerlegt  sie  nach  den  Richtungen  der  Endspannongen, 
so  erhält  man  diese  selbst;  insbesondere  kann  man  diese  Methode  benutsen,  wenn 

die  Endspannungen  durch  feste  Punkte  ersettt 
werden  sollen,  um  die  Widerstände  zu  finden, 
welche  diese  leisten  müssen. 

Da  drei  Kräfte,  welche  an  einem  Punkte  im 
Gleichgewichte  sind,  immer  in  einer  Ebene  lie- 
gen, so  folgt,  dass,  wenn  die  Richtungen  der 
^'  Kräfte  P  sämmtlich  einer  Ebene  parallel 
sind,  das  Polygon  eben  ist.  Dies  findet 
insbesondere  statt,  wenn  die  Kräfte  P 
parallel  sind.  Findet  sich  in  diesem  Falle 
eine  Polygonseite  vor,  welche  zu  der  Richtung 
der  Kräfte  senkrecht  ist,  so  lassen  sich  die 
Spannungen  besonders  einfach  ausdrücken.  Ist 
Ä',Jir,._Li  (Fig.  21)  die  Seite,  welche  diese  Eigen- 
schaft besitzt  und  1\  ihre  Spannung,  so  bringe  man  sie  mit  der  Seite  K^K^j^^^ 
d(^ren  Spannung  1\  man  sucht,  zum  Durchschnitt  und  brauche  diesen  zum  Re- 
ductionspunktc  Oder  Kräfte.  Ist  V^  die  Resultante  der  Kräfte  P  von  Ä',i|  bis  K^^ 
also  F,  ==  P,  r  I  +  P,.  I  2  +  •  •  •  P,,  80  liefert  das  Parallelogramm  der  Kräfte 
T^  ==3  T}  +  K2  und  für  die  Neigung  9,  der  Seite  K^K^_^^  gegen  K.K.j^^  : 

f  ^' 

-*» 
Die  Summe  der  Momente  aller  an  einem  beliebigen  Polygonstück 
angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Endpunkt  desselben  ist  Null. 
Denn  das  Gleichgewicht  besteht  fort,  wenn  das  Polygonstück  erstarrt  und  das 
Moment  der  durch  das  Abtrennen  desselben  nöthigen  Spannung  in  Bezug  auf  den 
Schlusspunkt  des  Stücks  ist  Null. 

§.  9.    Das  parabolische  Kettenpolygon. 

Wir  wollen  den  speciellen  Fall  der  Parallelkräfto  am  Seilpolygon  weiter  ver- 
folgen, dass  alle  Parallelkräfte  einander  gleich  sind  und  ihre  Richtungen  aufein- 
anderfolgend gleichen  Normalabstand  haben.     Das  Polygon  der  Kräfte  (Fig.  82) 


nf, 


Fig.  21. 


\ 
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geht  in  diesem  Falle  in  eine  Dreiecksform  über,  anf  deren  einer,  dem  Redactions- 
pnnkt  0  gegenüberliegenden  Seite  die  Kräfte  P  sich  snmmiren,  während  die 
beiden  anderen  Seiten  die  Endspannungen  darstellen.  Sämmtliche  Ecken  des 
Polygons  liegen  in  diesem  Falle  auf  einer  Parabel.  Nehmen  wir  nämlich  anf 

der  Richtung  der  Endspannnng   T 
X  (Fig.  22)  den  Punkt  ^  so  an,  dass 

eine  durch  ihn  zu  der  Richtung  der 
Kräfte  parallel  gelegte  Gerade  von 
der  Richtung  der  ersten  Kraft  um 
den  halben  Normalabstand  entfernt 
ist.  Diese  Gerade  sei  die  F-Aze 
und  die  Richtung  von  T  die  a;-Axe, 
positiv  im  Sinne  Ak^  genommen, 
parallel  zu  welcher  Linie  wir  auf 
den  Kraftrichtungen  die  Punkte 
^ »  ^8 1  ^4 1  •  •  •  bestimmen.  Die  Figur 
OTP^P^  ,  .  .  des  Kräftepolygons 
schneiden  wir  mit  einer  Geraden 
parallel  T  Pj  P,  .  .  .  in  einem  Ab- 
stände von  0  gleich  dem  Normal- 
abstande der  Kräfte.  Dieselbe  lie- 
fert die  Dreiecke  0tt^,0tt^^0tt^,,,,, 
welche  den  Dreiecken  K^k^K^^ 
K^  A*3  Jtj ,  K^  k^  K^ ,  .  .  .  congruent 
sind.  Wird  AK^  =^  ^  Ot  =  a,  sowie  tt^  =>  b  gesetzt,  wodurch  tt^  =»  2  6, 
tt^  :=  35,  .  .  .  wird,  so  erhält  man  für  die  Abscissen  der  Ecken  des  Polygons 
Äj  J\j  J\,,  .  ,  . 

«,  =  ^a,    x^  ^  ia,    x^  =^  ^a, x.  =  ^(2».—  l)a, 

sowie  für  die  Ordinaten  derselben: 

Vi-O,  y,  =  6,  y3«36,  a-,=c66,...y^  =  6  +  25  +  ...  +  (t-l)6  =  it(»-l)&. 
Eliminirt  man  nun  aus  den  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  K^  nämlich 

x,^i{2i-l)a,  y.  =  ii(i-l)5  ' 

den  Index  i,  so  erhält  man  die  Gleichung,  welche  für  alle  gilt^  in  o;,.,  y^  d.  h. 

die  Gleichung  der  Curve,  auf  welcher  alle  liegen.    Sind  x,  y  laufende  Coordinaten 
dieser  Curve,  so  ist  die  Gleichung  derselben: 

2^ 

~b 


Fig.  22. 


X 


Für  Ä  =  0  wird  y  =  —  — 


Verschiebt  man  daher  den  Ursprung  A  in  der  Rieh- 

2  a' 
•  -j-~  y.   Sie  drückt  eine 


tnng  der  negativen  y  um  — ,  so  wird  die  Gleichung  x^ 

Parabel  aus,  bezogen  auf  die  Tangente  im  Ursprünge  und  die  Richtung  der 
Haaptaze,  welche  durch  ihn  hindurchgeht.  Demnach  liegen  sämmtliche 
Ecken  des  Polygons  auf  einer  Parabel,  deren  Hauptaxe  der  Richtung 
der  Krljkfte  parallel  ist.  Ist  nnter  den  Seiten  eine  zur  Kraftrichtung  normal, 
to  geht  die  Hanptaxe  der  Parabel  durch  deren  Mitte. 

BnoMAf  MtohMilk.    IL  6 
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Fflr  ein  Kettenpolygon  (Fig.  23)  mit  mittlerer  horixontaler  Seite,  in  denen 
Knoten  gleiche  Gewichte  P  in  gleichen  Abständen  angreifen,  sei  h  die  Höbe  00* 

des  halben  Bogens,  %h  die  Spann- 
X  weite   2.  O'A  nnd  2fi-|-l  die  An- 

U*  i|-  ^  zahl  der  Seiten,   sodass   aaf  jeder 

^  '^  '   "  Y  Seite  des  Mittelgliedes  deren  n  lie- 

gen.   Wird  der  Abstand  zweier  auf- 


4 
^ 


l   _-       Ax* 
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;  V  •  /  A      gleich  a  gesetzt,  so  ist 

'■      ■           V*^  '             ^.-^  (2n  +  l)a-86. 

_^    -K               iÖA  J  '/y-'.^-^P  Es  sollen  nun  gefunden  werden:  fÄr 

\  ^  --^r^'^  •  /'  "^          j^  ÖO'  und  0  Y  als  Azen  der  x,  y  die 

0  k^      p               ~  ^  ~    ^~  Coordinaten  x^  =■  O  S^   y^  «■  S^-iT^ 

*^*'  '^'  der  Knoten ,  die  Neigungen  9^  der 

Glieder  gegen  die  Horizontale,  die 
Längen  7^'=»  K^K^.^  der  Glieder,  die  Horizontal  Spannung  T^  (Spannung  im  hori- 
zontalen Mittelgliede) ,  die  Spannung  T^  der  Glieder  A^A"^  .  ^  und  die  Gleichung 
der  Parabel,  auf  welcher  die  Ecken  liegen. 

Man  hat  x^  —  x^^^  =  a  tg  qp^.  __  j ,  v,  —  2/,_  1  =  «  "J^d  mit  Hülfe  der  Nebenfigur 

tg  ^>i  =•   f  • 

Setzt  man  in  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  t   -   1,  t  —  2,  ...  3,  2  ftir  t  nnd 
addiit  die  sich  ergebenden  Reihen,  so  folgt  wegen  Xy  =»0,  y,  =»  ^a: 

P 

x;  =  \i{y  —  1)  a  -  -  - ,     f/,.  =  (»  —  \)a, 

*  0 

Eliminirt  man  hieraus  den  Iudex  t,  so  folgt: 


*  -  '-^  ('.  +  '  'r^ 


oder  wenn  man  den  Urgprimg  den  CoordinatcnBystems  in  der  Richtung  der  y  nm 


1  «^        1  ^ 
—  i  "tt-  verlegt , 

-■0 


2a  jT 
Es  liegen  demnach  sämmtliche  Knoten  auf  der  Parabel  f/*  =«        —  .r,  deren  hal- 

7' 

her  Parameter  ^i  =  -    '-  ist. 

Um  die  HorizontalHpaunnng   T^  zu  finden,   hat  man  in  der  Gleichung  für  x^ 
die  Abscisse  x„  1  ^  ="  '<  einziiHetzen  und  erhält 

Ä  =  i  w  (>/  +  1)  '*-, 

und  hieraus  _,  a  P  a* 

2;,  =  i  M  (w  +  1)    ^-- ,  Howie  r  =  i  »U«  +  1)  -j- 

oder,  wenn  man  die  Spannweite  2&  ="  (2fi  -|-  1)  a  einführt: 
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Die  Länge  der  Kettenglieder  ist 

•        cos  q).  \_  \^o^  J  L  n*(n+l)'*      6*  J 

die  Spannungen   2\  ergeben  sich  ans  der  Formel 

T}  =  1-2  +  (.p)' = [5^+;^-  •  -*-)' + .']  i". 

Setzt  man  die  ganze  Belastung  des  Bogens,  nämlich  2nP  ^^  G^  so  wird,  wenn 
man  hiemit  P  eliminirt: 

•*       *  2n  +  1       Ä       '       ^         (2n  +  1)*      h 

Hiemit  erhält  man  für  n  =»  oo,  d.  h.  wenn  bei  derselben  Gesammtbelastnng  a 
und  P  immer  kleiner  werden  und  der  Bogen  selbst  in  eine  Parabel  übergeht, 
deren  Scheitel  0  wird,  die  Horizontalspannung,  den  Parameter  und  die  Glei- 
chung des  Parabelbogens: 

Zieht  man  von  0  nach  dem  Endpunkte  Ä  des  Bogens  die  Gerade  OA  und  er- 
richtet in  A  auf  sie  ein  Perpendikel,  so  schneidet  dasselbe  die  Axe  00'  in  einem 
Punkte  P,  so  dass  O*  P  =  2j)  wird. 

§.  10.    Das  schwere  Eettenpolygon  mit  gleichen  Gliedern. 

Für  ein  Kettenpolygon  mit  tiefster  horizontaler  Seite,  in  dessen  Knoten  gleiche 
Gewichte  P  angreifen,  dessen  Seiten  gleiche  Länge  a  besitzen,  hat  man,  wenn  die 
Horizontale  von  0,  umgekehrt  wie  in  Fig.  238  als  Axo  der  x^  die  Verticale 
von  0,  positiv  aufwärts  gerechnet,  als  Axe  der  y  angesehen  wird: 

iP 
^.-f  1  ~  ar,.  =  a  cos  qp.,  y._^j^  -  y.  =-  a  sin  qp.,  tg  qp .  =  — ,  T?  «  yj  j^  ^ipy , 

Für  die  Summation  der  beiden  ersten  Gleichungen  ist  .Tj  =  ^a,  ^i  »>  0;   man 

erhält 

X.  s=a  ^  a  +  ^f^  cos  9,  _  j ,     y,-  ==  ^«  sin  V,-  _  i » 

tP 

1  T, 


ros  qp .  == — r—  ,      Bin  qp .  = 


Für  die  Horizontalspann n Dg  erhält  man,  wenn  der  Bogen  rechts  und  links  vom 
tiefsten  Gliede  n  Glieder  hat  und  h  die  Höhe  derselben  ist 

y«-f-i  ^^^-^«si'^^Pn- 
Es  sei  G  das  Gewicht  der  ganzen  Belastung  des  Bogens,  also  2nP=»6^.  Wir 
wollen  unter  Festhaltung  dieses  Werthes  die  Grösse  a  ohne  Ende  abnehmen, 
die  Zahl  n  aber  ohne  Ende  zunehmen  lassen.  Die  Belastung  vertheilt  sich  als- 
dann continuirlich  über  den  Bogen  und  geht  dieser  in  eine  gewisse  Curve  über, 
die  wir  bestimmen  wollen.    Da  a  hierbei  als  Increment  des  Bogens  erscheint,  so 

können  wir  die  obigen  Gleichungen  schreiben: 

iP 

J£ } Jy_       _    _To  _ 

6» 
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Bei  dem  Grenzenuberg^ge  stellt  iP  die  Belastung  (das  Gewicht)  des  Bogens 
8  dar,  dessen  Endpunkt  die  Coordinaten  ,r,  y  hat.  Bezeichnen  wir  also,  da  die 
Belastung  continairlich  gleichförmig  erfolgt,  das  Gewicht  der  Längeneinheit 
des  Bogens  mit  p^  so  ist  iP  in  der  Grenze  gleich  sp  und  gehen  die  beiden  Glei- 
chungen über  in 

?-8 

dx  1  dy  'I\ 


ds        -m  /        "   /  «'   \  ^        dfi 


- T   > 


aus  denen  x  und  y  als  Functionen  von  s  folgen,  nämlich  mit  Rücksicht  daranf^ 
dass  X  und  y  mit  8  verschwinden 


T  T 

Verlegen  wir  aber  den  Ursprung  im  Sinne  der  y  um  --  ,  d.  h.  setzen  wir  y  für  y  -| — - , 

so  werden  di>'se  Gleichungen  nach  einfacher  Umformung 


e 


f/  +  l/'  +  (|-)''    fT »-]/•'+ (?/)"■• 


T 
Setzen  wir  — ^  =  a,  d.  h.  jT^  =  ap,  so  stellt  a  eine  Länge  dar,  deren  Gewicht, 

von  derselben  Belastung  gedacht  wie  der  Curvenbogen,  gleich  der  HorizontaLspaa- 
nnng  ist.  Diese  Länpfo,  um  welche  der  Ursprung  verlegt  wurde,  heisst  der  Para- 
meter unsrer  Curvc.    Mit  seiner  Hülfe  gehen  die  Gleichungen  über  in 


X 

€ 


Da 


ist,  so  folgt 


Hiermit  wird 

X 

e 


«   +  c    "  =  2  ]/l  +  (""X    und    e"    -  €     "^  ==  2  -^ . 

woraus  zugleich  die  Ordinate  y  und  die  Bogenlänge  der  Curve  als  Fnnctionen 
von  X  folgen,  nämlich: 

XX  XX 

Die  Curve  heisst  die  Kettenlinie.  Sie  stellt  die  Gleichgewichtsfigor  einei 
homogenen,  schweren,  vollkommen  biegsamen  Fadens  dar  und  wurde  von  Galilei 
gefunden.  Wir  werden  später  von  ihr  ausführlicher  handeln.  (Vgl.  Greta  ohel, 
Elementare  Ableitung  der  Haupteigenschaften  der  Eettenlinien.  Grunert*8  Azchif 
Thl.  48,  S.  121.) 
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§.  11.  Das  Seilpolygon  mit  beweglichen  Ecken. 
Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  die  Angrifisponkte  der  Kräfte  bestimmte 
Punkte  des  Seiles  (Knoten)  seien.  Es  kommt  aber  vor,  dass  dieselben  längs  des 
Seiles  verschiebbar  sind;  dies  tritt  ein,  wenn  die  Kräfte  vermittelst  Bingen  an 
demselben  wirken,  welche  auf  ihm  hingleiten  können  (Fig.  24).  Nehmen  wir  den 
einfachsten  Fall,  dass  ein  Seil  von  zwei  Kräften  T,  T'  gehalten  wird  und  dass 
die  Kraft  P  an  dem  Ringe  wirkend  Gleichgewicht  mit  T,  2"  herbeiführt.  Das 
Gleichgewicht  wird  nicht  beeinträchtigt,  wenn  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  jT,  T' 

fest  gedacht  werden.  Da  der  Ring  K  auf  dem  Seile 
gleiten  kann,  so  kann  er  wegen  der  Undehnbarkeit 
desselben  nur  solche  Lagen  annehmen,  für  welche 
die  Summe  der  Radienvectoren  AK  -{-  BK  constant 
bleibt;  daher  ist  K  auf  die  Fläche  eines  Rotations- 
ellipsoids um  AB  als  Axe  mit  A  und  B  als  Brenn- 
punkten beschränkt.  Daher  können  wir  das  Seil 
hinwegdenken  und  annehmen,  am  Punkte  K^  welcher 
Piff-  84.  auf  dieser  Fläche  zu  bleiben  gezwungen  ist,   wirke 

eine  Kraft  P  und  befinde  sich  derselbe  im  Gleich- 
g(*wicht.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  die  Richtung  von  P  normal  zu  dem  Ellipsoid 
ist.  Die  Normale  einer  Rotationsfläche  schneidet  aber  immer  die  Rotationsaxe » 
daher  ist  die  Richtung  von  P  die  Normale  des  elliptischen,  durch  K  geführten 
Meridianschnittes  und  halbirt  folglich  den  Winkel  AKB  der  Radienvectoren. 
Hieraus  folgt  aber,  dass  das  Parallelogramm  der  Kräfte  aus  T,  T'  und  —  P 
gebildet,  ein  Rhombus  und  folglich  T  ==»  T'  ist.  Die  Spannungen  T,  T'  der  Seil 
stflcke  sind  also  gleich  gross.  Ist  a  der  Winkel  der  Seilstücke  an  einem  Ringe, 
80  ist  P  »  2T  cos  ^of. 

§.  12.    Die  über  eine  Fläche  hingespannte  Kette  und  der  über  sie 
hingespannte  Faden.    Berühren  die  Glieder  Gi,  G^, . .  .G^  einer  Kette  (Fig.  25) 

eine  feste  Fläche  in  Punkten  ^^ ,  ^ , . . .  A^,  einander 

selbst  in  JB^ ,  Bj ,  .  .  .  5^  _  j  und  wirken  an  Gi  und 

G^  zwei  Kräfte  P  und  Q,  so  müssen  an  jedem  Gliede 

G.   die   beiden    Spannungen   — ^,— i»    ^,-   ^^^  der 

pj    25  Widerstand  N.  der  Fläche  sich  Gleichgewicht  halten. 

Es  müssen  sich  daher  die  Normalen,  iaB.__^y  B.^  N. 

errichtet,  in  einem  Punkte  K^  schneiden  und  die  Gleichungen  des  §.  8  gelten,  aus 

welchen  T,  :  T, ,  T^  :  T, , . . .  T,  ;  T^_^  und  P :  Q  sich  ergeben.    Insbesondere  ist 

P        BinA.K.B,     sin  A,K,B^  Bin  A^K^Q 


•     •    •    • 


Q        sin  A^  K^  P     sin  A^ K^ ^,  sin  A^K^ ^n  —  i 

Werden  nun  die  Kettenglieder  unendlich  klein,  z.  B.  unendlich  kleine  Kugeln, 
bei  welchen  die  Punkte  K  die  Mittelpunkte  sind  und  die  drei  Normalen  sich 
also  stets  schneiden,  so  erscheinen  K^_^K.^  K^K.,^  als  zwei  aufeinanderfol- 
gende Elemente  eines  auf  der  Fläche  aufliegenden  Fadens,  welche  mit  der  Nor- 
malen der  Fläche  in  A",.  in  einer  Ebene  liegen.     Die  Ebene  der  beiden  Elemente 

ist  aber  die  Schmiegungsebene  der  Fadencurve  und  die  Normale  derselben,  welche 
in  diese  Schmiegungsebene  föllt,  die  Hauptnormale,  welche  die  Richtung  des 
Krflmmangshalbmessers  hat.    Es   geht   daher   die   Schmiegungsebene   der 
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Fadencurve  in  allen  Funkten  derselben  durch  die  Normale  der 
Fläche,  steht  also  senkrecht  auf  der  Fläche  nnd  fällt  mithin  ihr 
Erümmnngshalbmesser  in  die  Normale  der  Fläche.  Dies  ist  aber  nach 
Bd.  I,  S.  41C  die  charakteristische  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie  auf  der 
Fläche,  wenigstens  im  Allgemeinen.  Daher  ist  die  Fadencurve  im  All- 
gemeinen zwischen  irgend  zweien  ihrer  Punkte  eine  kürzeste  Linie, 
d.  h.  kürzer  als  alle  anderen,  durch  dieselben  Punkte  gehenden,  ihr 
nächst  anliegenden  Curven. 

Die  Curve,  deren  Schmiegungsebene  durch  die  Normale  der  Fläche  geht, 
besitzt  die  Eigenschaft  des  Minimums  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen.  Denkt 
man  sich  nämlich,  von  einem  Punkte  der  Fläche  ausgehend,  uach  allen  Richtungen 
der  Tangentenebene  solche  Curvcu,  so  schneiden  sich  im  Allgemeinen  je  zwei 
aufeinanderfolgende  derselben  in  einem  Punkte  und  bilden  alle  eine  Enveloppe 
auf  der  Fläche.  Nur  in  dem  Bereiche  zwischen  dorn  Ausgangspunkte  und  dem 
Berührungspunkte  mit  der  Enveloppe  ist  eine  solche  Curve  kürzeste  Linie  zwischen 
zweien  ihrer  Punkte,  wie  Jacobi  gezeigt  hat.  Auf  der  Kugelfläche  sind  diese 
Curven  grOsste  Kreise  und  zieht  sich  ihre  Enveloppe  auf  den  Gegenpunkt  des 
Ausgangspunktes  zusammen.  Für  abwickelbare  Flächen,  deren  kürzeste  Linien 
durch  die  Abwickelung  der  Fläche  mit  einer  Ebene  in  Gerade  übergehen,  hört 
die  Enveloppe  auf  zu  existiren  und  besteht  das  Minimum  längs  der  ganzen  Curve. 
Uebrigens  muss  bemerkt  werden,  dass  das  Minimum  sich  nur  auf  die  Nachbar- 
curven  bezieht,  dass  es  also  zwischen  zwei  Punkten  einer  Fläche  mehrere  küneste 
Linien  geben  kann  und  es  z.  B.  nichts  Auffallendes  hat,  wenn  zwischen  zwei 
Punkten  der  Erzeugungslinie  eines  Cylinders  sowohl  die  Schraubenlinien,  als  die 
Erzeugungslinie  selbst  kürzeste  Linien  sind.  Sehr  irrig  reden  aber  einige  Schrift- 
steller von  einer  längsten  Linie  zwischen  zwei  Punkten  auf  einer  Fläche,  während 
ein  Maximum  doch  offenbar  nicht  statthaben  kann,  weil  man  durch  Ausweichungen 
zur  Seite,  selbst  durch  unendlich  kleine,  immer  eine  Curve  herstellen  kann,  die 
länger  ist,  als  jede  gegebene  Länge. 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Punkten  gleich  gross;  ihre 
Richtung  ist  die  der  Tangente.     Es  ist  nämlich 

T.  :  T,     ,  =  sin  A.K.K.     ,  :  sin  A,K,K,,,; 

die  Summe  beider  Winkel  und  des  Contingenzwinkels  dv  der  Fadencurve  beträgt  n; 
daher  wird  das  Sinusverhältniss  rechts  in  der  Grenze  gleich  der  Einheit,  also 
r.  =  r._i.     Ebenso  folgt 

Zum  Gleichgewicht  des  Fadens  ist  daher  erforderlich,  dass  die  Componenten 
der  Endkräfte,  welche  den  Faden  in  der  Richtung  der  Tangenten  im 
Anfangs-  und  Endpunkte  spannen,  gleich  gross  sind  und  am  Faden 
nach  entgegengesetzten  Seiten  ziehen.  Die  Spannung  des  Fadens  ist 
ihnen  gleich. 

Der  Normalwiderstand  N  der  Fläche  oder  also  auch  der  Druck,  welchen  der 
Faden  im  Punkte  K.  auf  die  Fläche  ausübt,  halbirt  den  Winkel  der  beiden  gleichen 

Spannungen  in  K.  und  es  ist  N :  2'  =  sin  K._^K.K.i^  :  sin  A^K.K^,^,  oder 

da  K^^^K^K-i^  —  jc  —  dt  ist  und  Ä.K^K^i^  =*  J  w  wird,  JST :  jT  =  dt^  also 

N=  Tdx. 

Ist  nun   Q   der   Krümmungshalbmesser  der  Fadencurve  und   ds  das  Bogen- 
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T 
element  K^K^x^^  so  wird  ds  =>  Qdx^   also  N  =* '-  -  ds.    Der  Druck  auf  die 

Fläche  ist  also  umgekehrt  proportional  dem  Erümmungshalbmesser 
der  Fadencurve  und  unendlich  klein.  Bildet  der  Faden  eine  Gerade,  so 
ist  N  s=>  0.  Für  einen  über  eine  Kugel  hingespannten  Faden  ist  der  Druck  überall 
gleich,  da  q  constant  ist.  Auf  einem  Cy linder  mit  kreisförmigem  Querschnitt 
bildet  die  Fadencurve  eine  Schraubenlinie  und  wenn  a  ihre  Neigung  gegen  die  Er- 
zengongslinie,  a  der  Radius  des  Querschnitts  ist,  so  hat  man  p  sin'  et »»  a,  mithin  wird 

T 

^  =  —  sin'  ads.     Es  wird    daher  N  ein  Maximum  für  a  =  4  «,  d.  h.  wenn  der 
a  * 

Faden  längs  eines  Kreisschnitts  um  den  Cylinder  geschlungen  wird. 

T 
Der  Coefficient    -  des  Bogenelementes  in  der  Formel  für  N  ist  einer  Inter- 

T 
pretation  fähig.   Man  kann  sich      als  die  liesultante  von  lauter  gleichen  Parallel- 

Q 
kräften  denken,  welche  in  den   Punkten  einer  der  Linieneinheit  gleichen  Länge 

angreifen.    Die  Resultante  aller  solcher  Elementarkräfte,  welche  ein  Bogenelement 

ds  afficiren,  würde  sich  dann  zu  jener  wie  ds  :  1  verhalten  und  wäre  demzufolge 

T  .      *  T 

ds.    Man  nennt  in  diesem  Sinne  oft  —  den  auf  die  Linieneinheit  redu- 

Q  9 

cirten  Druck. 

§.13.  Der  Faden,  welcher  mehrereKörper  umspannt.  Eingeschlossener 
Faden  sei  um  drei  KOrper  TTj,  if,,  K^  (Fig.  26)  geschlungen;   an  den  Körpern 

wirken  drei  Kräfte  P,  Ö,  -K.  Schneiden  wir  die  Fäden  durch 
und  führen  die  Spannungen  ein,  so  zeigt  sich  zunächst,  dass 
alle  Spannungen  gleich  sind.  Femer  müssen  die  Spannungen 
in  den  beiden  Punkten,  wo  der  Faden  den  Körper  K^  ver- 
lässt,  mit  P  im  Oleichgewicht  sein.  Daher  fällt  P  mit  ihnen 
in  eine  Ebene,  schneidet  sich  mit  ihnen  in  einem  Punkte 
und  halbirt  den  Winkel  der  Spannungen.  Die  geradlinigen 
Fadenstückc  sind  daher  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC,  so- 
dass P  :  T  s»  sin  ui  :  sin  ^  ^  =  2  cos  ^  J.  und  überhaupt 
also 

Fig.  26.  2  cos  \  Ä       2  cos  ^  B        2  cos  ^  C 

Die  Kräfte  müssen  nach  den  Aussenräumen  des  Dreiecks 
wirken,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll.  Sie  schneiden  sich  selbst  in  einem 
Punkte,  weil  sie  die  Winkel  des  Dreiecks  halbircn  oder  auch  weil  das  Gleich- 
gewicht fortbestehen  mnss,  wenn  das  System  imveränderlich  wird. 

Aehnliches  gilt  von  vier  Körpern;  das  Viereck  ist  im  Allgemeinen  windschief; 
die  Kräfte,  welche  seine  Winkel  halbiren,  liegen  auf  einem  einfachen  Hyperboloid, 
weil  das  Gleichgewicht  fortbesteht,  wenn  das  System  unveränderlich  wird.  Da 
sie  die  Halbiningslinien  der  Winkel  sind,  so  folgt,  dass  die  vier  Winkelhalbirenden 
eines  Viereck  immer  so  liegen,  dass  eine  Gerade,  welche  drei  von  ihnen  schneidet, 
auch  die  vierte  trifft. 
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VI.  Capitel. 

StatiBOhe  Probleme  über  Ki^Ute  am  vollkommen  biegflamen  imdehn- 
baren  Faden.    Allgemeine  Theorie  der  Fiidenonrven. 

§.  1.  Ein  vollkommen  biegsamer,  nndehnbarer  Faden  ^JlfJ?  (Fig.  87)  sei  in  zwei 
Punkten  A,  B  befestigt  oder  werde  an  diesen  Punkten  durch  zwei  Er&fte  festgehalten, 
auf  alle  seine  Punkte  wirken  Kräfte  und  nehme  derselbe  unter  ihrer  Einwirkung 

eine  gewisse  Gleichgewichtsform  an;  man  soll 
i|^  die  Bedingungen  des  Qleichgewichts,  die  Span- 

ri  nung  längs  der  Tangente  in  einem  beliebigen 

Punkte   M  und   die  Gestalt   der  Fadencorve 
ermitteln. 

1.    Die  Spannung,  welche  in  allen  Punk- 
— r^*'  \  ten  die  Richtung  des  Bogenelementes  oder  der 

^         Vrfff  Tangente  besitzt,  wird  von  Punkt  zu  Punkt 

varüren  und  eine  Function   der  Coordinaten 

x^y^z  des  Punktes  M  sein.    Im  Sinne  MM' 

-  —    X    genommen  sei  sie   T  und   seien   T^,   T  ,   T, 

ihre  Componenten  parallel  den  Axen.    Im  fol* 


/" 


Fig.  27.  genden  Punkte  M'  ist  sie  dann  im  Sinne  M'  M" 

gleich  T +(« rund  sind  T^+rfT,,  T^  +  dT^, 

T^-\'  dT^  ihre   Componenten.    Am  Punkte   M'  halten  sich  nun  die   gegebene 

äussere  Kraft  und  die  beiden  Spannungen,  T  im  Sinne  M'M  und  T  •\- dT  im 
Sinne  M'M"  Gleichgewicht  und  man  hat  daher  mit  Bficksicht  darauf,  dass 
—  r^,    —  3"  »    —  T^   die   Componenten   der   erstgenannten  Spannung   darstellen, 

wenn  /*  ,   /* ,   f^   einstweilen  die  Componenten  der  äusseren  Kraft  /'bezeichnen, 

dT^  +  /-^  =a  0,   dT^  4-  /-^  =  0,   dT,  +  /;  =  0.    Die  Richtung  der  Tangente  in 

M  bildet  aber  mit  den  Azen  Winkel,  deren  Cosinusse  -,— ,   —■ ,   -.—   sind,     wo 

ds      ds     ds 

MM'  =^  ds  ist,  wodurch 

7'=»r^^,     T^Tpi,     t^^t"^' 

•  *  ds  ^         y  ds'         *  ds 

wird.  In  Betreff  der  äusseren  Kraft  ist  Folgendes  zu  bemerken.  Sie  ist  unend- 
lich klein,  weil  die  Masse,  an  welcher  sie  angreift,  es  ist.  Man  denke  sich  nun 
sämmtliche  in  den  Punkten  des  Bogenelementes  MM'  angreifende  äussere  Kräfte 
für  den  Punkt  M'  auf  ihre  Resultanten  und  ihr  resultirendes  Paar  reducirt.  Das 
letztere  verschwindet  gegen  die  erstere,  da  nicht  blos  seine  Seitenkraft,  sondern 
auch  sein  Arm  unendlich  klein  ist.  Es  bleibt  also  blos  jene  Resultante.  Denkt 
man  sich  nun  die  Elemente  der  Längeneinheit  alle  in  derselben  Weise  afficirt, 
wie  dSj  so  würde  die  Gesammtresultante  aller  dieser  Einwirkungen  eine  bestimmte 
Intensität  P  besitzen  und  die  hier  in  Frage  kommende,  in  M'  anzubringende 
Kraft  f  würde  sich  zu  P  verhalten,  wie  ds  :  1.  Es  ist  daher  f  =  Pds.  Bildet  f 
mit  den  Axen  die  Winkel  a,  ß,  y ,  so  wird  f^  =»  /'cos  a,  f^  =*  f  cos  ß,  f,^=^  f  cos  y, 

oder  fg^  =  P  cos  a  •  d«,  f  =*  P  cos  ß  -  ds  ^  f^  ^=^  P  cos  y  -ds^  oder  endlich,  wenn 

die  Componenten  von  P  mit  X,  Y,  /^  bezeichnet  werden,  wobei  man  sich  P  in 
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der  Richtung  der  Kraft  f  aufgetragen  denkt,  f  »  Xc28,  f  =»  YJ«,  f  »  Zdn. 

9 

Durch  Einfühnmg  dieser  Werthe,  sowie  der  Werthe  fBr  T^,   T  .  T^  gehen  die 
Gleichgewichtsbedingtingen  im  Punkte   M'  oder  für.  das  Element  MM'  über  in 

d  .  T-y;  -\-Xds^Q,      d-T^J  -\-Yd8^0,     d'  T^  +  Zd8=^0. 
ds  ds    *  ds 

2.  Integrirt  man  die  Ausdrücke  links  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  0 
des  Bogens*  s  über  einen  beliebigen  Bogen  M^  M  hinweg,  so  erhält  man : 


«O  «0 

^2 -{''^)* /"'•'-''■ 


wo  «0  SS  OMq  ist.  Dies  sind  aber  die  drei  Gleichungen  des  translatorischen 
Gleichgewichts  des  unveränderlich  gedachten  Fadens  zwischen  der  Spannung  in 

3fo,  deren  Componenten  —  [T  -^-J,    """  (  ^  j^)»    ""  (  ^   /    ),  der  Spannung  in 

4o  *0  *0 

M,  deren  Componenten  T  -     ,    T  ~ .    T  -.-  sind  und  den  sämmtlichen  äusseren 

^  ds  ds  ds 

Klüften  Pds,  welche  längs  des  Bogens  M^M^  angreifen.  Combinirt  man  die 
Gleichungen,  wie  beim  Princip  der  Flächen,  indem  man  z.  B.  von  der  letzten, 
mit  y  mnltiplicirt,  die  vorletzte,  mit  z  multiplicirt,  abzieht,  so  ergibt  sich 

yd'  T^^^--  zd'  T^^  +  (i/Z  —  zY)d8^0 
oder 

d  (y  .  T^^^  -  z  .  T  ^1^  +  (ifZ  -  zY)  ds  ^  0, 

woraus  durch  Integration  über  den  Sogen  Mq  M 

nebst  zwei  analog  gebildeten  Gleichungen  sich  ergibt.  Diese  Gleichungen  drücken 
ans,  dass  auch  die  Bedingungen  des  rotatorischen  Gleichgewichts  an  dem  Faden, 
wie  an  einem  unveränderiichen  System  erfüllt  sind. 

Wählt  man  den  Punkt  M{x^y,z)  des  Bogens  zum  Reductionspunkt,  in  Bezug 
auf  welchen  die  Momente  genommen  werden,  so  ist  das  Moment  der  Spannung  T 
daselbst  Null  und  fällt  das  erste  Glied  der  letzten  Gleichung  aus.  Man  kann 
daher  den  Satz  aufstellen  : 

Das  Moment  aller  Kräfte  vom  Anfang  des  von  den  Kräften  affi- 
cirten  Cnrvenbogens  bis  zu  irgend  einem  Punkte  desselben  in  Bezug 
auf  diesen  Punkt  ist  Null. 
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3.  Die  beiden  Gleichungen,  welche  man  aus  den  Qleichnngen  unter  Nr.  2. 
erhält,  indem  man  T  eliminirt,  sind  die  Differentialgleichungen  der  Fadenoiir?e. 
Diese  Elimination  kann  in  verschiedener  Weise  ausgeführt  werden.  Integriri  man 
über  den  Bogen  Mf^  M  und  bezeichnet  mit  —  A,  —  B^  —  G  abkünend  die  Com- 
ponenten  der  Spannung  in  M^^  so  folgt: 


^A+fXds       -B+fYds       ^C+fZda 

da'  dy  dz 

ds  ds  ds 


—  T. 


Die  Grössen  Ä,  B,  C  spielen  hierin  die  liolle  von  drei  willkürlichen  Constanten; 
die  Integration  dieser  zwei  Gleichungen  führt  noch  zwei  weitere  ein.  Diese  fünf 
CoDstanten  bestimmen  sich,  sobald  zwei  Punkte  der  Fadencurve  und  die  Bogen- 
länge zwischen  ihnen  gegeben  sind.  Denn  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte 
müssen  den  beiden  endlichen  Gleichungen  der  Fadencurve  genügen,  wodurch  vier 
Bedingungen  für  die  Constanten  erhalten  werden ;  die  gegebene  Bogenlänge  liefert 
hierzu  die  fünfte. 

Die  vorstehende  Form  der  Differentialgleichungen  der  Fadencurve  ist  nur  in 
den  einfachsten  Fällen  brauchbar;  übrigeus  kann  man  für  diese  Curve  leicht  die 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  erhalten.  Führt  man  nämlich  die  Differen- 
tiation in  den  Gleichungen  Nr.  1.  aus,  so  kommt 


Td 


Td 


Td 


ds    *   ds 

p+^y-dr+Yds  =  o, 

ds    *  ds  * 

^^^J.dT+Zd8==:0, 

ds       ds 


Die  Elimination  von  dT  und  hierauf  von  T  ergibt: 


dy     dz 
ds      ds 

dz      dx 
ds      ds 

dx 
ds 

ds 

Y       Z             '      Z       X 

1 

-  — 

X 

Y 

T 

dy     dz 

dz      dx 

dx 

dy 

ds 

ds     ds 

ds      ds 

ds 

ds 

ds         ds 

,     dz    ,     dx 

d  •  7-  d  •   ,— 

ds         ds 

_     dx 

d  •  3— 

ds 

ds 

Um  die  Spannung  T  längs  der  Tangente   des  Punktes  {xyz)  zu  finden, 

dx    dy    dz 


multiplicire  man  die  drei  Gleichungen  unter  Nr.  3.  mit 


ds  *  ds  '  ds 


und   addire 


sie;   dies  liefert,  da   gj)'  +  (^')'  +  ß3'=  1.   al«o 


dx  ,    dx    ,    dy  ,    dy    ,    dz    ,    dz 
ds        ds        ds         ds         ds         ds 


ist: 


-  dT  ^  Xdx  +  Ydy  +  Zdz. 
Ezistirt  also  für  die  Kraft  P  eine  Kräftefunction  U^  sodass 

X=—        Y^^^        Z^^-~ 

dx'        ^  c^y '  Sz 
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wird,  80  erhält  man,  wenn  T,  U  sich  auf  den  Pnnkt  (a;,  y,  z)  und  T^*  ^o  ^^^ 
aaf  den  Pnnkt  {x^  y^  z^^  beziehen : 

In  allen  F&llen,  in  welchen  für  die  Kraft  P  eine  Kräftefunction  be- 
steht, ist  die  Spannung  des  Fadens  blos  eine  Function  des  Ortes  und 
nicht  von  der  Gestalt  der  Fadencurve  abhängig;  die  Aenderung  der 
Spannung  von  Punkt  zu  Punkt  ist  gleich  der  Aenderung  der  Kräfte- 
function mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Kraft  P  normal  zu  der  Fadencurve 

ist,  hat  man  -^  ^  +   w  -r^  +  -^t  -i-   =  0,    also    XiJx  -f  Ydy  +  Zdz  =»  0 

P  ds         P  ds         P  ds 

und  folglich  2'=»  T^,  d.  h.  die  Spannung  ist  constant.  Dies  findnt  z.  B. 
statt,  wenn  der  Faden  auf  einer  Fläche  aufliegt,  in  welchem  Falle  der  Normal- 
widerstand der  Fläche  die  Kraft  Pds  ist. 

Einen   anderen  Ausdruck  fQr  die  Spannung  2'  findet   man,   wenn   man   die 

d  X  d  ^j  dz 

Gleichungen  in  Nr.  3.  mit  d  •  -r- ,  d  -  -,~- ,  d  •   ,—  multiplicirt  und  sie  addirt.    Der 

ds  ds  ds 

Coefficient  von  dT  wird  dann  Null  und  bleibt 

'■•[(■'•;rr)'+(''sf)"+e-^:)]+[-''";;'+'-''i'+^'' £]■"="• 

Es  ist  aber  der  Krümmungshalbmesser  q  der  Curve  im  Punkte  (xyz): 

ds 


Hiermit  erhält  man: 


[es+eio'+esi 


9*  ds  ^  ds  ^  ds 


Quadrirt  und  addirt  man  dieselben  obigen  Gleichungen,  so  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  die  eben  gefundenen  Formeln  und  den  Ausdruck  far  if,  sowie  darauf, 
dass  P*  =  X»  -f  r*  -f  if»  ist: 

9»  ^    ds* 

Für  Normalkräffce  P  ist  rfr  =  0,  mithin  r=  P^.  Der  Faden  nimmt  also 
für  Normalkräfte  P  eine  solche  Gestalt  an,  dass  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Kraft  P  umgekehrt  proportional  wird. 

Durch  die  vorstehende  Formel  ist  P  in  zwei  Componenten  zerlegt,  deren  Be- 
deutung leicht  zu  ermitteln  sein  wird.  Ist  a  der  Winkel,  den  P  mit  der  Richtung 
der  Tangente  bildet,  so  liefert  die  Projection  von  P  auf  die  Tangente 

dx  dy  dz 

und  mithin  ist  der  ersten  Formel  dieser  Nummer  zufolee  —  -.-  =»  P  cos  a.    Setzt 

'^  ds 

T 
man  dies  in  die  vorstehende  Gleichung  ein,  so  folgt  —  =>  P  sin  a.    Nun   f&Ut 

9 
Pds  mit  den  beiden  Spannungen  längs  den  Tangenten,  welche  sich  im  Cnrven- 

punkte  schneiden,  in  eine  Ebene.    Diese  Ebene  ist,  weil  sie  die  beiden  anfein- 
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anderfolgenden  Tangenten  enthält,  die  Schmiegnngsebene  der  Gnrre.    Daher  stellt 

T 

—  die  Componente  von  P  vor,  welche  in  die  Richtung  der  Hanptnormale  oder  des 

9 

KrfimmungshalbmesserB   fällt.    Für   Normalkräfte   P  ist  a  =*  \ic^  alsocITtsO. 

Man  gelangt  zu  den  Ausdrücken  für  die  beiden  Componenten  von  P  auch  un- 
mittelbar, indem  man  das  Gleichgewicht  der  drei  im  Curvenpunkte  angreifenden 
Kräfte  dadurch  ausdrückt,  dass  man  die  Componentensummen  in  den  Richtongen 
der  Tangente  und  Hauptnormalen  der  Null  gleich  setzt.  Dies  liefert  nämlich, 
wenn  dz  den  Conti ngenzwinkel  bedeutet: 

Fds  cos  a  —  2'  +  (J  +  dT)  cos  dz  ^  0 
und 

Pds  sin  «  +  (r  +  dT)  sin  dz  =-  0, 

oder  reducirt:  Pds  cos  a  -\-  dT  ^==  0  und  Pds  sin  a  +  Tdz  =  0,  wo  für  dz  noch 

—  zu  setzen  ist. 
9 

6.  Liegt  der  Faden  auf  einer  Fläche  F  ^=^  0  auf,  so  tritt  zu  Pds  noch  der 
Normal  widerstand  der  Fläche  hinzu.  Ist  dieser  Nds^  wo  N  den  auf  die  Linien- 
einheit reducirten  Normal  widerstand  bezeichnet  und  sind  N^ds,  ^g^^t  N^ds  seine 

Componenten,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 

d.r]J|+  Yd»  +  N^ds  =  (i, 


WOZU  noch  kommt: 


d .  r  ^  +  ;fd«  +  N,d8  =  0, 

ds 


N^  =  3r|  +  iV2  +  Nj 


N  N  \  AT 

aF  '^  aF  -  äT^ "  f/^ A^ r/S J^'T7^^1* ' 

d^        dy        dz        l\€x)'^\d^)^\dz)  } 

Diese  Gleichgewichtsbedingungen  unterscheiden  sich  von  denen  für  den  freien 
Faden  nur  dadurch,  dass  X  +  N,  Y  +  N.  Z  +  N    an  die  Stelle  von  X,  Y,  Z 

getreten  sind.    Daher  ist 

-  dT  —  (X  +  NJ  dx +  (¥-{-  JVp  dy  +  {Z  +  N;)  dz  ^  Xdx  +  Ydy  +  Zdß, 

da  N^dx  +  N^dy  +  N^dz  :=  0  ist,  weil  N  auf  der  Fläche  senkrecht  steht  Die 
Resultante  von  Pds  und  Nds  föllt  in  die  Schmiegungsebene  der  Fadencnrven. 
Ist  daher  P  =  0,  so  geht  die  Schmiegungsebene  durch  die  Normale  der  Fläche 
und  wird  die  Curve  eine  kürzeste  Linie  (Cap.  V,  §.  12).  Für  P  =  0,  d.h.  X=»r=i!r=-0 
ist  T  constant  und  nehmen  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  die  Form  an: 

Td  .  -J^  +  X^ds  =  0,      Td-"^/  +  Nds  =  0,      Td  .  i'  +  N^ds  =  0, 
US  *  ds  y  '  ds  * 

aus  welchen  folgt: 


K 


,    dx 


^\. 

X, 

y 

» 

d.^l 

-    dz 

n  •  -: — 

ds 

ds 

-T, 


d*  ds  ds 
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zum  Beweise,  dass  N^  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  der  Fadencurve 
besitzt  Aus  dieser  und  der  obigen  Proportion  für  N^,  N^  N^  ergeben  sich  die 
Differentialgleichungen  der  Fadencurve,  nämlich 

.    dx  j    dy  j    dz 

^'di    dF       ^'di     dF       ^'ds    dF 
ds     '  dx  ds     '  dy  ds     '  dz  ^ 

welche  die  kürzeste  Linie  charakterisiren.     Stellt  man  die  Gleichung  der  Fläche 

unter   der  Form    F  =  f  (x,  y)  —  z  =  0   oder   z  =»  f  (x,  y)  dar,  so  gewinnen  sie 

^       dF       df       dz  dF       df       dz  dF  ^  , 

vermöge   ,^—  =  ^-  =.  ^—  =  p,    ^—  =  — -  =  ^_  =  g      — —  =  —  1,  wo  j)  und  q 
°     \ox       dx       dx      '^      dy       dy      dy       ^      dz  i        x-         » 

Abkürzungen  sind,  die  einfachere  Form: 

,  dx  ,  dij  d z 

ds  ds  ds 

ds  ds  ds 

T 
Der  Widerstand  N  der  Fläche  folgt  aus  P  sin  a  =  —  für  JV^  «=  P  sin  a ,  nämlich 

T 

N  =^  — ,   ist   also   dem  Krümmungshalbmesser   der  Fadencurve    umgekehrt  pro- 

Q 
portional. 

§.  2.  Die  Fadencurve  für  Parallelkräfte.  Es  seien  die  Kräfte  Pds, 
welche  an  der  Fadencurve  angreifen,,  sämmtlich  parallel.  Wählt  man  ihre  Rich- 
tung zur  Richtung  der  i/-Axe,  so  sind  X  =^  Z  =  0  und  werden  die  Gleichungen 
des  Gleichgewichts 

d'T^^O,  d-Tp^+Yds^O,     dTp^^O 
ds  ^  ds  ds 

und  die  unter  Nr.  3.  des  vorigen  §.: 

$ 
-  B  +fYd8 

—  -^  ^_^ «o_ ^^  HL?  s=- T 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

* 

d  B  dx 

Hieraas  folgt  A  -^-  =  C-j-,  also  Az='Cx4-D,  d.  h.  die  Punkte  der  Faden- 
^         da  ds^ 

curve  liegen  in   einer  mit   der  j/-Axe,    also   mit    der   Kraftrichtung 

parallelen  Ebene.    Dies  ergibt  sich  bereits  aus  Cap.  V,  §.  8,  wenn  man  die  Faden- 

corve  als  ein  Infinitesimalpolygon  ansieht.    Wählt  man  die  Ebene  der  Curve  zur 

Ebene  der  xy^   so  ist   ihre  Gleichung  2;  <»  0,   mithin  C  =»  D  =»  0   und   bleiben 

mit  Weglassung  des  in  unbestimmter  Form  —  auftretenden  Ausdrucks  —  C :  — 

die  Gleichungen 

~jB+  fYds 

dx  dy 

da  ds 

Die  Gleichung  der  Curve  wird,  wenn  Y  als  Function  von  o?,  y  gegeben  ist: 


94 


Die  Kettenlioien. 


in.TlL,CiH).yi,S.3. 


4^+" 


i 

f 


Yds; 


ist  aber  die  Gestalt  der  Curve  im  Voraaa  bestimmt,  so  liefert  dieselbe  Gleichui^ 
durch  DifferentiatioD  Y  als  Function  von  x  oder  y. 

Die  Spannung  T  ergibt  sich  ans  denselben  Gleichungen.  Zunächst  nämlich  ist 


T  — 
ds 


T     und  T  4^ 
*  ds 


-ß- 


ds 


dy 
dx 


T 


Quadrirt  und  addirt  man  beide  Ausdrücke,  so  folgt: 

dx 
Es  ist  aber  —  <=»  sin  '^,   wenn  iff  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  Tangente 

der  Fadencurve  mit  der  Richtung  der  Kraft;  bildet.    Der  Inhalt  dieser  Formeln 
ist  folgender: 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  proportional  der  Gosecante  des 
Winkels,  den  die  Tangente  der  Fadencurve  mit  der  Kraftrichtnng 
bildet,  ihre  Gomponente  senkrecht  zur  Kraftrichtnng  ist  constant, 
ihre  Gomponente  parallel  zur  Kraftrichtung  ist  der  Gotangente  jenes 
Winkels  proportional. 

§.  3.    Die  Kettenlinien. 

Sind  die  Kräfte  Pds  die  Gewichte  der  Bogenelemente  des  Fadens,  so  heisst 
die  Fadencurve  eine  Kettenlinic.    Es  ist  in  diesem  Falle  Pds  =  —  Sgds,  wenn 

d  die  specifische  Masse  des  Fadens,  also  d.ds  die 
Masse  und  gdds  das  Gewicht  des  Elementes  im 
Punkte  (xy)  ist,  welches  von  Punkt  zu  Punkt  im  All- 
gemeinen varüren  wird,  und  die  positive  y-Axe  auf- 
wärts gerichtet  ist.  FQr  einen  homogenen  Faden  ist 
d  constant.  In  diesem  Falle  heisst  die  Gurve  die 
gemeine  Kettenlinie  (Fig.  28).  Für  sie  ist,  wenn 
der  Bogen  8  =»  O^JM  von  einem  beliebigen  Pnnkte 
Oq  der  Gurve  an  gerechnet  wird  und  s^  die  Bogen- 
länge OoMq  bis  zum  Anfangspunkte  M^  des  Bogens 
MqM  bedeutet 


Fig.  28. 


f  Yds  =-  —  fSyds  =-  -  dp  (s  -  «o) 


und 


<0 


-  ^  jj  +  -B  =  -  «P  (8  -  *»)• 


Nehmen  wir  zu  den  Punkten  O^  und  M^^ ,  für  welchen  letzteren  Punkt  A  und 
B   die    Spannungscomponenten    waren,    den    tiefsten   Punkt   S   der   Gurve   (den 

Scheitel),   so  wird  Sq  ^^  0  und   da   im  tiefsten  Punkte  -^   mit  s  zugleich  ver- 

ax 

schwindet,   auch   J?  «>  0.    Hiednrch   redncirt  sich   die  Differentialgleichung    der 

Fadenciirve  auf 
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dy       Sg 
dx        A 

Darin  ist  dg  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Fadens  und  stellt  — -  den  reci- 

proken  Werth  einer  Länge  a  dar,  weil  die  linke  Seite  der  Gleichang  eine  Ver- 
hältnisszahl  ist  Indem  wir  also  Ä  :  dg  =^  a  oder  Ä  =■  dg  .a  setzen,  erkennen 
wir,  dass  a  diejenige  Fadenlänge  darstellt,  deren  Gewicht  gleich  der  Horizontal- 
componente  A  der  Spannung  ist.  Da  im  tiefsten  Punkte  S  die  Tangente  hori- 
zontal läuft,  so  hat  die  Spannung  T^  dortselbst  keine  Verticalcomponente  und  ist 
also  gleich  A,  so  dass  wir  schreiben  kOnnen,  T^  =»  dga.    Die  Differentialgleichung 

ist  abo 

dy  ^  8^ 

dx        a 

und  drückt  aus,  dass  die  Tangente  der  Neigung  der  Curve  gegen  die 
lloriiontale  dem  Bogen  vom  tiefsten  Punkte  bis  zum  Berührungs- 
punkte proportional  ist. 

Sie  ist  nochmals  zu  integriren  und  wir  wollen  dies  so  ausführen,  dass  wir  x 
und  y  als  Functionen  des  Winkels  iff  darstellen,  welchen  die  Tangente  mit  der 
Verticalen  bildet.     Dann  ist 

dx  dy  dy 

und  wird  die  Differentialgleichung 

.  8  =  a  cotg  'tjf . 

Indem -wir  sie  differentiiren,  erhalten  wir  ds  =^  ^  u    .T-  und  hiemit 

sm*  V» 


dib         ,  ,  cos  tbd^ 

:— ^  ,  dy  ^  ds  cos  v^  =-  —  a  — -  ^  - 
sm  1/;  '      "^    .  ^  sm*  '^f 


dx  =  d«  sin  -^  =»  —  a  ^.^   ^   ,  dy  ^^^  ds  cos  ^  =-  —  «      ,  ^ 


Hieraus  folgt 

/'  d'ib  r  dip 

sin  ^  /  2  sm  \  ^  cos  ^  «^ 


i^  +  ^, 


a 


+  C'. 


sin  ^ 

Legen  wir  nun  das  Coordinatensystem  so,  dass  die  verticale  Ordinatenaxe  durch 
den  Scheitel  S  geht,  so  dass  also  für  i^  =  ^9r  die  Abscisse  o; »»  o  wird,  so  ver- 
schwindet C  und  wenn  wir  den  Coordinatenursprung  0  um  die  Strecke  a  tiefer 
legen  als  ^S,  so  wird  y  =^  a  für  qp  s»  ^^r,  also  auch  C'  s=  0  und  sind  die  Glei- 
choogen  der  Eettenlinie  und  deren  Bogenlänge 

a;«-  — «ZtgJ^,    y^-j^^»    fi=-acotg^. 

Will  man  eine  Gleichung  für  die  Curve  zwischen  x  und  y  herstellen,  so  ist  ^ 
sa  eliminiren.    Die  erste  von  ihnen  gibt 

* 

tgiV'  —  « 
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und  die  anderen  geben 

a  ,       C08*  i  ^  +  Bin*  4  tfr        ,      ,    ^     ^       •    x     *     x 

^        2  sin  i  -^  cos  4  V»  sin  i  -^  cos  I  -V^  ^     ^     •»  *  r    i    -»  ^  r/ 1 

cos  ^  cos*  4  tfr  —  sin*  4  -ü»         «       ,    .     «  x    .     ^ 

Bin  -^  2  sin  ^  ^  cos  ^  'V'  *       v     «o  2  r         -b  a  r/ » 

so  dass  man  findet 


XX  XX 


Die  Gleichung  der  Curve  zwischen  x  und  y  zeigt,  dass  die  Ordinatenaxe  eine 
Sjmmetrieaxe  derselben  ist,  und  dass  die  Kettenlinie  construirt  werden  kann, 
indem  man  die  arithmetischen  Mittel  der  Ordinaten  der  beiden  symmetrisch  gegen 

X_  X 

et  o 

die   Ordinatenaxe    liegenden    logarithmisohen    Linien    x  =^  ae     und  y  sam  ae 
als  Ordinaten  aufträgt.     In  ähnlicher  Weise  kann  die  Curve  nach  der  Formel  fElr 
8  rectificirt  werden. 

Die  Kettenlinie  hängt  nur  von  einer  Gonstanten  a  ab,  dem  Parameter  der- 
selben.   Alle  Kettenlinien  sind  daher  ähnliche  Curven. 

Die  Bedeutung  des  Parameters  a  ^^  OS  ist  folgende.  Würde  man  im  Scheitel 
eine  unendlich  kleine  Rolle  (einen  festen  glatten  Punkt)  anbringen  und  von  der 
Curve  ein  Stück  gleich  a  über  dieselbe  hinabhängen  lassen,  so  würde  das  Qewioht 
desselben,  da  es  gleich  T^y  ist,  den  Bogen  SM  in  Verbindung  mit  der  Spannung 
in  M  im  Gleichgewicht  halten. 

Die  zur  Axe  der  Kettenlinie  senkrechte  Gerade,  welche  vom  Scheitel  um  den 
Parameter  absteht  und  die  Curve  nicht  schneidet  (hier  die  Axe  der  x),  heisst 
die  Directrix  der  Kettenlinie.  Durch  die  Directrix  und  den  Parameter  ist  die 
Kettenlinie  bestimmt. 

Ohne  die  Coordinaten  x,  y  als  Functionen  von  tlf  darzustellen  und  dann  fff  zu 
eliminiren,  gelangt  man  auch  unmittelbar  folgendermassen  zu  der  Gleichung  der 

Ketienlinie   in   x^  y.     Indem   man    die    Differentialgleichung    -r^  ■»  —  nochmals 


differentiirt,  erhält  man  mit  Hülfe  von  -,—  =  1/  l  +  /-~^j     die  Gleichung: 

d'y 


dx' 


V ' +&) 


deren  Integral,  wenn  — ^  =jp  gesetzt  wird,  lautet: 

ohne  Constante,  da  p  mit  x  verschwindet,  wenn  das  Coordinatensystem,  vrie  oben, 
angenommen  wird.    Daher  ist: 

X 

p  +  vr+p  - «'" 

und  da  

{p  +  Vi+  P*)  (P  -  Vi  +  p') i 

ist,  auch 
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mithin 


p- Vi +!>»  =  -«    "; 


2p 


e^  -e 


und  hieraus  durch  nochmalige  Integration: 


« 


Mit  Hülfe  der  Gudermann* sehen  hyperbolischen  Functionen 


CO 


—  to 


to 


—  W- 


Cof.  I»  =»  ^  (e  -f  «      )  ii^d  ©in.  o  =»  ^  («  —  e      ) 

kann   man   die   Gleichung   der  Kettenlinie   und   deren  Rectificationsformel  auch 
schreiben : 

y  =  a  (£of.  — ,    «  =  a  ©in.  — 
cc  et 

oder  in  cyclischen  Cosiaus  und  Sinus  mit  imaginärem  Argumente: 


sc 

a  cos  —  t ,   8 

a 


ta  sin  — t . 
a 


Wir  wollen   noch   einige   geometrische  Eigenschaften   der   Eettenlinie    auf- 
fahren. 

1.    Aus  den  Gleichungen  y  =  |a  («"  -f  *     **)»     »  =»  4«  («"  —  «     **)  folgt 


X 


X 

a 


und  mithin  weiter  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen 
X  y*  =-  ««  +  8\ 

d.Or  das  Quadrat  des  Ab  Standes  eines  Curvenpunktes  von  der  Dir  ec  tri  x 
ist  gleich  der  Quadratsumme  des  Bogens  vom  Scheitel  bis  zum 
Curveupunkte  und  des  Parameters  (Fig.  29).  Dieser  Satz  folgt  auch  un- 
mittelbar aus  der  Eigenschaft  der  hyperbolischen  Functionen,   vermöge  welcher 


Fig.  S9. 


Cof.'a»  -^  Sin.' 09  "-  1  ist.     (Ueber  die  hyperbolischen  Functionen  vgl.  Gronau, 
Theorie  und  Anwendung  der  hyperbolischen  Functionen,  Danzig  1865;  femer  den  von 
flomru.,  ÜMlMiiik.  II.  7 
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Heia  herrührenden  Abschnitt  über  dieselben  in  Sohncke^s  Sammlung  von  Auf- 
gaben aus  der  Differential-  und  Integralrechnung;  sowie  Laisant,  Eaaai  snr  let 
fonetions  hyperboliques,  Paris  1874.)  Beschreibt  man  daher  um  den  Sohnit^>imkt 
0  der  Axe  der  Kettenlinie  und  der  Directrix  mit  dem  Parameter  a  einen  Kreis, 
trägt  auf  der  Axe  die  Strecke  Gm  =^  M P  ^  y  üb  und  zieht  die  Tangente  mT 
an  den  Kreis,  so  wird  mT  gleich  dem  Bogen  SM^^s  und  wenn  mka  das 
Parallelogramm  POTZ  vollendet,  Dreieck  PZM  co  OTm,  mithin  ^  P2:ilf  —  ^ «, 
PS  =^  a  und  £M  die  Tangente  der  Kettenlinie  in  M  sein;  d.  h. 

Die  Richtung  der  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  M  der 
Kettenlinie  ist  parallel  der  Tangente  des  um  0  mit  dem  Parameter  a 
beschriebenen  Kreises,  welche  man  von  der  Projection  m  des  Punktes 
M  auf  die  Axe  der  Curve  an  diesen  legen  kann. 

Die  Länge  des  Perpendikels  PZj  welches  man  von  der  Projection 
P  des  Curvenpunktes  M  auf  die  Tangente  fällen  kann,  ist  conatant 
und  gleich  dem  Parameter  a  der  Kettenlinie. 

Die  Projection  MZ  des  Abstandes  MP  des  Curvenpunktes  M  Ton 
der  Directrix  auf  die  Tangente  von  M  ist  die  Länge  8  des  Curven- 
bogens  vom  Scheitel  S  bis  zum  Punkte  M. 

2.  Da  MZ  der  von  der  Tangente  abgewickelte  Bogen  MS  ist,  so  hat  MZ  die 
Richtung  der  Normalen  und  ZP  die  der  Tangente  der  Evolvente  der  Kettenlinie  im 
Punkte  Z.  Das  Tangentenstück  der  Evolvente  der  Kettenlinie  vom 
Gurvenpunkt  bis  zur  Directrix  der  Kettenlinie  ist  daher  constant;  die 
Evolvente  ist  eine  Tractrix,  deren  constante  Tangentenlänge  gleieh 
dem  Parameter  der  Kettenlinie  ist.    Um  eine  Qleichung  für  die  Evolvente 

zu  finden,  seien  x^  y  die  Goordinaten  des  Punktes  Z  und  Y  —  y  =^  -^  (X  —  x) 

die  Gleichung  der  Tangente  in  2^  für  X,  Y  als  laufende  Goordinaten.  Für  den 
Schnittpunkt  P  der  Tangente  mit  der  a;- Axe  ist  F  =»  o  und  die  Subtangente 

UP^X-x y^. 

^  dy 

Da  UP*  +  ^"^^^  =  «*  sein  muss,  so  ist 


dx 


• 


—  y  -r—  =  }/a*  —  y*    oder    ydx  +  dy  yä^^-^y^  =  0 
ciy 

die   Differentialgleichung    der  Evolvente.    Durch   die  Substitution   a*  —  y*  =^  g* 
geht  sie  über  in   dx  -\-  (\ ^ ^  J  dr  =-  0,   deren  Integral 

X  +  Z  <=>  iah-  i-~ 

a*  —  z* 

ist,  ohne  Constante,  da  mit  x  =»  0  die  Ordinate  y  sb  a,  also  fr  =>  0  wird.     Nach 
der  Restitution  von  y  nimmt  sie  die  Form  an 


y 


3.    Bezeichnet,  wie  oben,  ^  den  Winkel  der  Tangente  und  Axe  der  Ketten* 

ds  8 

linie,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  q  => =— ,   da  cotg  'ip  =>  — ,  also 

dfb  ds   ,  ,  a 


sin*  ^         a         '  sin*  rff 
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£b  ist  aber,  wie  leicht  ans  der  Figur  sn  sehen,  a  :  sin'  ^  die  Länge  MN  der 
Normalen.  Daher  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Eettenlinie  gleich 
der  Länge  der  Normalen  zwischen  dem  Curvenpankte  und  der 
Direetrix.    Die  obige  DifPerentialgleichnng  der  Curve  spricht  diesen  Satz  aus. 

Denn  es  ist  ^  :  fl  4-  (i^V^^^  =  - ,   mithin 


womit  die  Differentialgleichung  übergeht  inQsiu'^  =  a.  Projicirtmanden 
Krümmungshalbmesser  auf  die  Axe  und  von  da  rückwärts  auf  die 
Normale,  so  erhält  man  den  Parameter  der  Curve. 

4.  Die  Fläche  F  der  Kettenlinie,  enthalten  zwischen  dem  Abscissenstück 
X  —  x^y  dem  darüberstehenden  Curvenbogen  8  —  8q  und  den  dessen  Endpunkten 
entsprechenden  Ordinaten  ist,  da  i/  =>  «  :  sin  ^,  dx  <=»  ds  sin^  ist: 

X  $ 

F  =»  J ydx  =  C ads  =^  a  {8  —  8q), 

also  proportional  dem  Curvenbogen  8  —  8^. 

ds 
Die  Spannung  T  in  einem  Punkte  M  («,  y)  ist  zufolge  §.  2,  JS.  94  T  =  T^  -=- , 

dx 

wenn  T^  =»  8ga  die  constante  Horizontalspannang  Ta  bezeichnet,  welche  dort  A 

genannt  wurde.    Da   -7-  =  cosec  t/>  =  — ,    so    folgt    T  =  T^  cobcc  ip ,    sowie 

T 

r  =■  -^  y  =»  dgy.     Femer  ist  die  Verticalcomponente  Ty  der  Spannung: 


« 


daher  wird  auch 


Ty  =  T,  cotg  ^  =  ^0  -^ 


T«  =  r2  +  T2  -%  =  rs  +  (dgsV 


Die  Spannung  in  irgend  einem  Punkte  ist  daher  proportional  der 
Secante  der  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Horizontale,  sie  ist 
aach  gleich  dem  Gewichte  eines  Fadentheiles  gleich  dem  Abstände 
des  Punktes  von  der  Direetrix  und  der  Unterschied  ihres  Quadrates 
vom  Quadrate  der  Horizontalspannung  (im  Scheitel)  ist  gleich  dem 
Quadrate  des  Gewichtes  vom  Bogen  vom  Scheitel  bis  zum  Curven- 
pnnkte. 

In  der  letzteren  Form  folgt  der  Satz  unmittelbar  aus  der  S.  80.  gegebenen 
Methode  zur  Bestimmung  der  Spannung.  Aus  T  =>  dgy  folgt,  dass  der  Faden 
vom  Scheitel  bis  zu  irgend  einem  Punkte  M  im  Gleichgewicht  erhalten  wird, 
wenn  man  denselben  in  M  über  eine  kleine  Rolle  führt  und  ein  Stück  desselben 
bis  zur  Direetrix  überhängen  lässt.  Ebenso  folgt,  dass  die  Enden  eines  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  J*adens,  welcher  über  zwei  unendlich  kleine  Rollen  hängt, 
bii  mr  Direetrix  hinabreichen,  also  beide  in  einer  Horizontalen  liegen;  femer 
daM,  wenn  ein  geschlossener  Faden  über  zwei  kleine  Rollen  hingehängt  wird, 
die  beiden  Kettenlinien,  die  er  bildet,  eine  gemeinschaftliehe  Direetrix  haben. 
Denn  die  Spannungen  beider  Kettenlinien  in  je  einem  Aufhängepunkt  sind  gleich, 
dbo  würden  auch  die  Fadenstücke,  welche  die  Kettenstücke  im  Gleichgewicht 
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erhalten  würden,  falls  der  Faden  an  den  Aufhängestellen  dorchgeBchnitten  würde, 
bis  zu  derselben  Horizontalen  hinabreichen. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  es  sei  ein  schwerer  Faden  von  der  L&nge  l  gegeben, 
welcher  als  Eettenlinie  zwischen  zwei  Punkte  A,  B  anfgehängt  werden  toll  und 
suchen  die  Elemente  dieser  Gnrve  zu  bestimmen. 

Nimmt  man  die  noch  unbekannte  Directriz  zur  .r-Axe,  die  Vertikale  des 
Scheitels  S  zur  i/-Axe  und  bezeichnen  rc,  y  die  Coordinaten  von  -4,  Ä+a,  y  +  5 
die  von  i?,  sodass  a,  h  die  Horizontal-  und  Vertikalprojection  des  Bogen«  AB*»! 
darstellen,  so  hat  man  für  SA  =>  8  und  SB  =s  s  -{-  l  den  oben  entwickelten  Glei- 
chungen zufolge: 

x-\-a  g-fg 

worin  a  den  gleichfalls  noch  unbekannten  Parameter  OS  bezeichnet.  Durch 
Elimination  von  y  und  8  aus  diesen  vier  Gleichungen  gelangt  man  zu  zwei,  die 
Unbekannten  x,  a  bestimmenden  Gleichungen.  Die  Subtraction  der  übereinander- 
stehenden  Gleichungen  liefert  nämlich: 

b+l^ae^  (e^  ^  l),    6  -  Z -ac"  «   (c"  "  -  l)«««""«  .T«  (l  -  «" ) 

und  weiter  liefert  die  Multiplication  dieser  Gleichungen,  wodurch  x  eliminirt 
wird,  zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung: 

Z«  —  6«  =  ««  e~  "  (e^  ^  l)  . 

Setzt  mau  nun  —  =  r  und  -  -  Vi*  —  h*  =  c,    so  ergibt  sich  für  z  die  transcen- 

a  a 

deute  Gleichung: 


c 


i(e*'-r*'). 


Mit    ihrer    Hilfe    ist   zunächst   s   durch    a,  &,   2  auszudrücken,    wodurch    sodann 

a  =  —  und  hiermit  x  ans  der  Gleichung  h  -\-  l  =^  ae**  U"  —  1/  i    sowie    y     mit 

z 

X  X 

Hilfe  der  Gleichung  der  Curve  y=ia\c*'+«  "/  gewonnen  werden.  Die  ganze 
Schwierigkeit  beruht  also  in  der  Behandlung  der  transcendenten  Gleichung  für  r. 
Hierzu  kann  man  sich  dreier  Methoden  bedienen:  1.  der  Entwickelimg  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  för  c  in  eine  Potenzreihe,  nämlich: 

c  =  1+3^(1^)*+  -^\a^v  +  '-- 

2.  der  graphischen  Darstellung,  indem  man  z  als  Abscisse  des  Durchschnitts  der 

Curve  y  r^  ^\e  -—  e  )  mit  der  Geraden  y  =»  \cz  betrachtet,  oder  8.  indem 
mau  sich  eine  Tabelle  entwirft,  in  welcher  zu  einem  System  von  Werthen  c  die 
entsprechenden  Werthe  von  s  eingetragen  sind  oder  aus  welcher  dieselben  wenig- 
stens leicht  ermittelt  werden   können.    Setst  man  ^  \e     -\-  e        )  =^    .      ,   bo 

sinv 

wird  wegen     ;— -  —  y\  -|-  cotg*  -0"   der   Ausdruck   ^  (c**  --  «""  »'j  «  eotg  ^, 
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mithin  «'*  —  cotg  d  +  -: — s:  =»        .    a. —  ="  co^  4^  ^'"^^  folglich 

^  Bin  d  sin  d 

^  z  '='  l  cotg  ^  &. 
Hierdurch  nimmt  die  zu  behandelnde  transcendente  Gleichung  die  Gestalt  an: 

—  c=3  tg  d  •  2  cotg  i  d' . 
c 

Die  Tafel  hierfür,  welche  von  Broch  berechnet  wurde  (Lehrbuch  der  Mechanik, 
Berlin  und  Ghristiania  1854,  S.  46)  und  in  Moigno,  Legons  de  nUcanique  ana- 
lytique.   Statique  p.  261,   sowie  auch  in  Duhamel,    Lehrbuch   der   analytischen 

Mechanik,  deutsch  von  Schlömilch,  S.  162  aufgenommen  ist,  liefert  zu  —  den 

c 

Werth  von  &  und  es  ergibt  sich  dann  z  durch  die  Gleichung  z  «^^  21  cotg  ^^. 

Die  Anwendung  der  Gudermann* sehen  Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen 
erleichtert  die  Berechnung  von  z  und  ermöglicht  die  Aufstellung  einer  Tafel  für 

z  selbst.    Es  ist  nämlich 

@tn  \z 
c  =  — -?  - . 

Aus  der  Gleichung  c==  —  le^  —  e         \    lässt  sich  noch  eine  leichte  Fol- 
gerung ziehen.    Der  Werth  von  c,  also  auch  z  ändert  sich  nicht,  wenn  6  =>  0, 

aber  zugleich  }/2'  —  6*  für  2  gesetzt  wird.  Ist  aber  6  =>  0,  so  liegen  die  beiden 
Anfhftngepunkte  in  derselben  Horizontalen.  Bei  gleichem  a  haben  überhaupt  alle 
die  Eettenlinien  denselben  Parameter,  für  welche  l^  —  &*  denselben  Werth  be- 
sitzt. Ist  a'  dieser  gemeinsame  Werth,  also  P  =»  a*  -{-  b*  und  construirt  man 
(Fig.  30)  zu  AB  =^  a  die  Linie  A^B  =  a,  so  ergibt  sich  zu  jedem  Aufhänge- 


pnnkte  B  die  Bogenlänge  A^B  =  Z  =  }/a*  +  ^*  för  den  Kettenbogen  ASB. 
Entwickelt  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  y  =  ^a\e"+^     "/ 


/  m  eine 

1  x^        Ix* 
Reihe,  so  ergibt  sich  y  —  «  =  — [__-.___(_...  und  für  sehr  kleine  x,  also 

in   der  Nähe  des  Scheitels,   stimmt  diese  Gleichung 

x^ 
näherungsweise    mit    der    Gleichung    y  —  a  ».  ^  — 

überein,  welche  eine  Parabel  vom  Parameter  4a  be- 
deutet.   Galilei,    welcher   zuerst   die   Gestalt    eines 
schweren,  an  zwei  Punkten  aufgehängten  Fadens  zu 
bestimmen   suchte,   hielt   dieselbe   für    eine    Parabel. 
Jac.  Bernoulli  behandelte  dies  Problem  zuerst  ana- 
lytisch und  von  ihm  rührt  der  Name  „Kettenlinie"  her  {Acta  eruditortim.  Lipsiae 
1690,  p.  217,  oder  Opera  T.  I,  p.  424).    Joh.  Bernoulli,  Leibnitz  und  Huy- 
ghens  gaben  1691  gleichfalls  in  den  Act.  erudit.  Lösungen. 

g.  4.  Die  Kettenlinie  auf  der  schiefen  Ebene.  Ein  homogener, 
■cbwerer  Faden  sei  an  zwei  Punkten  einer  schiefen  Ebene  befestigt  und  liege 
auf  der  Ebene  auf;  dieselbe  bilde  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  a  und  werde 
snr  d;y- Ebene  gewählt,  sodass  in  ihr  die  a;-Aze  horizontal  angenommen  wird.  Die 
y-Aze  sei  positiv  nach  oben  gerichtet;  die  £i-Aze,  senkrecht  zur  a;y- Ebene,  liegt 
dann  mit  der  y-Aze  in  einer  VerÜkalebene,  welche  den  Neigungswinkel  a  ent- 
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hält.    Man  hat  alsdann  behufs  Anwendung  der  Gleichungen  §.  1.,  N.  6. :  X  <—  0, 
Y  =  —  dg  cos  a,  Z  =  —  d^  sin  «  und  da  F  =  «  =»  0  die  Oleichnng  der  Ebene 

des  Fadens  ist,  ^  =  -^^  =  0,  |^  =  1  und  demnach  N^r^N^  0,  N.  —  N, 

sodass  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  werden: 

dlx^^^O,    d(T^- dg  cos  ads^O,    —  dg  Bin  ada  +  Nds  ^^  0. 

Die  beiden  ersten  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen  eines  freien  Fadens,  auf 
dessen  Punkte  die  Schwerkraft  nicht  mit  der  vollen  Beschleunigung  g^  sondern 
mit  deren  Compouente  g  cos  er  wirkt;  der  Faden  bildet  daher  auf  der 
Ebene  eine  Eettenlinie  und  da  die  Bestimmung  dieser  Curve  dem  vorigen  f. 
zufolge  diese  Beschleunigung  nicht  enthält,  so  bleibt  die  Fadencurve  die-, 
selbe,  wenn  die  Ebene  um  die  Horizontale  beliebig  gedreht  wird 
und  stimmt  überein  mit  der  Kettenlinie  des  freihängenden  Fadens. 
Die  letzte  Gleichung  gibt  den  Druck  auf  die  Ebene:  N^'dgBina;  derselbe 
ist  in  allen  Punkten  der  Fadencurve  gleich,  variirt  aber  mit  dem 
Winkel  a  und  verschwindet  mit  a,  d.  h.  für  die  vertikale  Lage  des 
Fadens. 

Ueber  die  Eettenlinie  auf  der  Kugelfläche  und  auf  Rotationsflächen  überhaupt 
s.  Gudermann,  de  cur  vis  ccUenariis  sphdcricis  disserteUio  analyUco-geametrica. 
Grelle,  Joum.  Bd.  33,  S.  189  u.  281;  Biermann^  problemata  quaedam  me€hamea 
funcHontmi  ellipticarum  ape  soliUa,  Berolini  1865,  §.11  („De  cotetiartM  in  mper- 
ficiebus  curvü  nanntUlis  rotcUione  generatiB^^  —  In  mehrfacher  Hinsicht  wichtig 
ist  die  Abhandlung  von  G  leb  seh:  „Ueber  die  Gleichgewichtsfigur  eines  bieg- 
samen Fadens'*  (Grelle's  Journal  B.  67,  S.  98  [1860]). 

§.  5.  Die  Kettenlinie  von  Qonstanter  Spannung.  Ein  schwerer, 
biegsamer  Faden  sei  an  zwei  Punkten  befestigt;  er  sei  nicht  homogen,  yielmehr 
sei  die  Masse  so  über  ihn  vertheilt,  dass  die  Spannung  in  jedem  Punkte  der 
specifischen  Masse  proportional  sei.  Man  soll  die  Gestalt  des  Fadens  und  das 
Gesetz  der  Massenvertheilung  längs  desselben  ermitteln  (Goriolis). 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  sind 

wenn  9  die  specifische  Masse  im  Punkte  (a;,  y)  und  a  ein  ProportionaliiätsfiBtctor 

d  X 
ist.    Die  erste  Gleichung  gibt    T  -=—  ==  7^ ,   d.  h.  die  Horizontalcomponente  der 

Spannung  ist  constant,  also  gleich  der  ganzen  Spannung  1\  im  tiefsten  Punkte. 
Hieraus  folgt,  wenn  man  noch  T^  =>  a^^,  d.  h.  die  specifische  Masse  im  tiefeten 
Punkte  gleich  6^  setzt: 

wo  ip  den  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  Verticalen  bildet,  bedeutet.  Hiemit 
geht  die  zweite  Gleichung  nach  Elimination  von  T  und  d  wegen  T^^  =  a^^  und 


^  ■=  *o  ^—  über  in  ad  -  -t^  ^  g  l  ~\    dx ,    d.  h. 
^  dx  dx       ^  \^^) 


d^y 

d  .r*  g 

a 


+ö' 
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Diese  Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit 


d.  h.  die  Projection  des  ErümmungshaLbmessers  der  Fadenourve  auf 

die  Verticale  ist  constant. 

du  sc 

Ihre  Integration   liefert  Arctg  -7^  =—  </  —  oder 

ohne  Conetante,  wenn  der  tiefste  Punkt  der  Ursprung  und  die  Tangente  daselbst 

die  X- Axe  ist.    Die  nochmalige  Integration  liefert  y  =*  —  —  l  cos  g  —  oder 

y 
9  —  X 

e    **  •  cos  ö   -    =  1 . 
a 

Aus  -T^  =  tg  0  —  folgt  -=—  =  sec  0  —  und  hiemit 
dx       ^^  a       ^    dx  ^  a 

X  X 

T  =»  Tq  aec  g  — ,      d  =^  d^^  aec  g  — 

O)  et 

Die  Ordinatenaxe  theilt  die   Fadencurve    symmetrisch.    Die  durchaus  posi- 

X  X 

tive  Ordinate  wird  unendlich,  wenn  cos  g  —  =  0,  d,  h.  g  —  =»i«,  f«,  4%,... 

7t  1t  71  7t  7t 

d.h.   05  =  4  —  a,    i  —  a,    4 — a,  ...    wird.      Von    a;  =  4  —  abisf— a,    von 
9  9  9  9  9 

tarn  mm 

X  ma  \  —  a  bis  ^ —  a,  .. .  ist  y  imaginär.    Die  Gurve  ist  daher  aus   congruenten 

Aesten  susammengesetzt,  jeder  von   zwei   verticalen  Asymptoten   eingeschlossen, 
so  dass  der  Flächenstreifen    zwischen  je   zwei   aufeinanderfolgenden  Asymptoten 

—  a  betiAgt    Zwischen  je  zwei  Streifen,  welche  je  einen  Gurvenast  enthalten, 
9 
liegt  ein  leeter  Streifen.    Die  horizontale  Abscissenaxe  berührt  die  Aeste  in  der 

Mitte  der  Streifen. 

Die  beiden  Gonstanten  a  und  T^  oder  a  und  S^  können  bestimmt  werden 
sobald  ausser  dem  Goordinatenursprung  noch  ein  Punkt  {x^^y^)^  durch  welchen 
die  Gurre  hindurchgehen  soll  und  das  Gewicht  G  des  Bogens  vom  Ursprung  bis 
zu  diesem  Punkte  gegeben  ist.    Man  hat  nämlich  alsdann  aus  der  Gleichung 


die  Ordinate 


c  «  .  cos  ^  ?^ 
a 


«0  =»  —  Z  sec  ö  -^ , 


X 

mithin,  wenn  man  mit  Xq  dividirt  und  ^  -^-  <=»  o)  setzt: 

cos*"  »  =  «     *»  . 

X 

Ist  aus  dieser  Gleichung  0»  mit  Hülfe  einer  Tabelle  gefunden,  so  liefert  ^  —  »«  » 
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den  Propoitionalitätsfactor  a  =*  -^x^.  Ferner  ist  das  Gewicht  des  Fadenelementes 
ds  gleich 


09 

dgds  =  ^0^  sec  ^  —  •  sec  ^  —  .  da;  =  d^g  eec^g  —  •  «fcc, 


mithin  das  Gewicht  des  Bogens  von  j;  =  0  bis  a;  =  ^r^ 


'0' 

<?  =  *.<?  /  — — -  =  «».  tg  <;  J  =  r.  tg ^ ^  =  r,  tg « 


/•     dx 
=  a, 
cos«  9  ~ 


und  also 


T^,  ===  6?  cotg  öj ,    ^0  = -f  = -^cotg». 


§.  6.  Die  parabolische  Kette  nlinie.  Ein  gewichtloser  Faden  sei  in  seinen 
Elementen  ds  dnreh  Gewichte  continoirlich  belastet,  welche  proportional  den  Pro- 
jectionen  dx  dieser  Elemente  anf  die  Horizontale  sind;  man  soll  die  Gestalt  des 
Fadens  bestimmen. 

Es  sei  p  die  Last,  welche  anf  einen  Bogen  fällt,  dessen  Horizontalprojection 
die  Längeneinheit  ist,  dann  wird  — pdx  die  Belastung  von  ds  sein  und  bestehen 
folglich  die  Gleichungen: 

d.T^  =  0,     d'T^/  ^pdx^O, 
ds  '  ds       *^ 

Ans  diesen  folgt: 

wovon  die  erste  Gleichung  aussagt,  dass  die  Horizontalcomponente  der  Spannung 
constant  ist.    Weiter  ergibt  sich  aus  der  letzten  mit  Hülfe  der  ersten 

dr       "^  ^^^' 
die  nochmalige  Integration  liefert 


dx       T, 


y^i^x^  +  Cx 

■*o 

und  zeigt,  dass  die  gesuchte  Cunre  eine  Parabel  ist.  Eine  weitere  Constante 
tritt  nicht  hinzu,  wenn  einer  der  Aufhängepunkte  als  Coordinatenursprung  gilt. 
Ist  die  Spannweite  des  Curvenbogens  2a,  so  geht  die  Cunre  durch  den  Punkt 
vT  =  2a,  1/  =  0  und  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Constanten  G  die  Gleichung: 


0  =  ^,   •  2a*  +  2  Ca,     d.  h.  C  ^  —  ^- ,    wodurch    die    Parabelgleiohung    die 
Form  annimmt:  y  ==  i  ^    (a;*  —  2aa;).     Verlegt  man  den  Ursprung  in  die  Mitte 

der  Spannweite,  so  wird  sie:  y  =s  ^  t,   (^'  -4~  <*')•    1^°^   ^^    Horizontalspannung 

Tf^  durch  Elemente  der  Curve  auszudrücken,  wollen  wir  die  Länge  des  Fadens 
mit  L  bezeichnen,  d.  h. 


setzen.    In  den  Anwendungen  ist  gewöhnlich  der  Unterschied  L  —  2  a  zwischen 
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der  Bogenl&nge  nnd  der  Spannweite  sehr  klein  und  folglich  auch  die  Ordinate 
\  %=-  des  Scheitels  oder  der  Pfeil  des  Bogens  nnd  also  auch  ^  sehr  klein  nnd 
kann  man  daher  die  Wnrzelgrösse  nnd  den  Logarithmus  in  Reihen  entwickeln, 
nämlich  fdr  ^=r  =»  z : 


T 


2«        .      z* 


1/1  +  ^'  =  1  +  4  • ;-  +  i  •  V  + 


-i<^<+i 


setzen,  wodurch  L  =  2a  +  i  —^ 1 nnd  folglich  annähernd  r„  =     '^     ' 


^0  ysL-'^a 

wird. 

Besser  entwirft  man  sich  eine  Tabelle^  indem  man  in 

I  -  V- +  W + f; '  Cr. + y-^W) 

die    Grösse  ^  =  tg  o»  setzt,  wo  co  den  Neigungswinkel  der  Tangente  in  einem 

Anfhängepunkte  gegen  die  Horizontale  bedeutet.    Man  hat  dann  behufs  Berech- 
nung der  Tabelle 

-  :»  eec  CO  +  cotg  a  l  {ig  m  -\-  sec  ©). 

§.  7.  Die  Kettenlinie  constanter  Spannung  bei  einer  continuir- 
lichen  Belastung,  welche  in  horizontalem  Sinne  gleichmässig  ver- 
theilt  ist.  Der  biegsame  Faden  sei  belastet  durch  sein  eigenes  Gewicht  und 
aosserdem  durch  continuiriich  über  ihn  vertheilte,  den  Horizontalprojectionen  der 
Bog^nelemente  proportionale  Gewichte;  welches  ist  die  Gestalt  der  Fadencurve, 
wenn  das  Gesetz  der  Massenvertheilung  des  Fadens  so  bestimmt  ist,  dass  die 
Spannung  in  jedem  Punkte  der  specifisohen  Masse  S  desselben  proportional 
sein  soll? 

Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  sind  die  Gleichungen  des 
Problems: 

U)S  (*S 

von  denen  die  erste  T^  =  T^  liefert,   so  dass   T  =.  71  ^—  =  r.cosec^   und 

ds  ^  ^  dx  ^ 

ds 
ebenso  ^  «»  ^o  /2~  "^  ^o  cosec  ^  wird.    Die  zweite  Gleichung  liefert  sodann 

T^d'^^99d8  +  pdx 
oder   da   To  -  ad,    und   *  =  ^^o  ^  nnd  (^y  =  1  +  (J-|)'  ist, 

Dindirt  nnd  mnlttplicirt  man  rechts  mit  1  4-  -^  und  setzt  !/  :  1/ 1  +  v    «=>  Yi 
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80  kommt 


Dies   ist   dieselbe   Differentialgleichung,    wie    beim   Problem    §.5;  es   ist   blos 


]/■ 


9   l^  ^  +  ;»       ^^  ^^^  Stelle  von  g  getreten.    Sie  gibt  daher  die  Gleichung  der 
Fadencurve 


oder  nach  der  Restitution  von  y 


9'- 

a 

e       •  cos 


(»y'+4l)-'- 


Die  Fadencurve  ist  daher  dieselbe,  wie  beim  vorigen  Problem,  nur  ist  die  Breite 
der  Streifen  eine  andere,  nämlich: 


na 


'V 


1  + 


^o9 
§.  8.  Probleme  zur  Bearbeitung. 

1.  Eine  homogene,  schwere  Kette,  deren  Glieder  als  anendlich 
klein  angesehen  werden  sollen,  ist  mit  ihrem  einen  Ende  an  einem 
Punkte  B  fest  und  hängt  von  diesem  herab,  jedoch  so,  dass  ein  Theil 
derselben  am  anderen  Ende  Ä  auf  einer  Horizontalebene  E  mit  Rei- 
bung vom  Goefficienten  fi  aufliegt  Welches  sind  die  äussersten 
Gleichgewichtslagen  der  Kette,  in  welchen  also  ein  möglichst  kleiner 
Theil  derselben  mit  der  Horizontalebene  in  Berahrung  kommt  and 
wie  ist  die  Spannung  in  einer  solchen  Gleichgewichtslage  beschaffen? 

Ist  b  die  ganze  Länge  der  Kette,  l  die  des  aufliegenden  Stücks,  b  die  Höbe 
von  B  über  E,  x  der  Abstand  des  Scheitels  S  (des  Endpunktes  von  X,  da  die 
Kette  E  berührt),  a  der  Parameter,  so  wie  p  das  Gewicht  der  Längeneinheit,  so 

XX  X  x^ 

wird  r^  =.  «/)  =»  ^pl,  Z  —  1  =  ^^a  (c"— c    "),  6+«  =  ^  («''  +  «    ")i  woraua 
ff,  1,  a;  folgen. 

2.  Eine  homogene  schwere  Kette  von  der  Länge  l  hängt  mit  einem 
Ende  an  einem  festen  Punkte  B,  ihr  anderes  Ende  A  ist  an  einer 
schweren  Masse  vom  Gewichte  g  befestigt,  welche  mit  Beibang  f& 
auf  einer  durch  A  gehenden  Horizontalebene  über  einen  Einschnitt 
hinweggleiten  kann,  in  welchen  die  Kette  hineinhängt.  Welches  ist 
die  änsserste  Entfernung,  auf  welche  A  von  der  Verticalen  des 
Punktes  B  ohne  Störung  des  Gleichgewichts  hinweggeschoben  wer- 
den kann  und  welches  sind  Gestalt  und  Spannung  der  Kette  für 
diesen  Fall? 

3.  Von  einer  gemeinen  Kettenlinie  sind  gegeben  zwei  Punkte 
J.,  B  und  ihre  Abstände  yj,  y,  von  der  Directrix,  sowie  ihr  Horiiontftl- 
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bcitel,  den  Parameter  und  die  BogenÜnie 
(Zwei  LOsiuigeo.) 

*,   Ein  schwerer,  homogener,  ondohnbarer  Fadeo  TOn  der  LUnge  I 

wird  aber  iwei  gleichhochliegeade,    nm  die  Strecke  ia  von  einander 

abstehende  Pankte  gehangen,  sodass  die  Enden  herabralUn  nnd  er 

eine  Oleicbgewicbtalage  annimmt.    Welche  Orösie  mnsB  l  mindesteng 

^aben,  damit  das  Gleichgewicht  überhaupt  mOglicb  sei?    Wie  viele 

Kleiobgewichtslagen  sind  für  denselben  Werth   von   l  maglicb,    wie 

HnteTBcheiden  aie  sieb   statisch  und  wie  findet  man  den  Parameter  s 

Rtrr  Rettenlinie,   den   Druck   P  auf  die  Stützpunkte   und    die  Neigung 

V   der  Eudtangenteu    gegen   die   Directrix?     Wie   modificirt   eich    die 

Uotemucfauug.  wenn  die  Stützpankte  niL-bt  in  gleicher  Höhe  liegend 

Welchen  Gang  hat  die  Untersuchung  einzuschlagen,  wenn  der  Faden 

fiber  drei  Stiittpunkte  hinweglänft  and  welchen  beaondoren  Einfluea 

nbt  dabei  die  relative  Lage  des  mittelbaren  l^tiltzpuuktea  gegen  die 

Vrrbindangalinie  der  beiden  äusseren  aus? 

An   die   im    Vorstehenden    Iiebandell^u    Lehren    können    sich    weitere 
AtntereDChongen   über  biegsame  NetKo  und  biegsame  Flachen  anreiben.     Da»  Pro- 
r  Flächen  ist  eng  verwandt  mit  dem  rein  georoetrischen  ichwie- 
i  Problem  der  Deformation  der  Flächen. 


VII.  Capitel. 


I   statiaohe  Probleme   üb§r   das  Gleichgowicht   von    Eräften   an 
elastischen  Systemen. 

$,   1.    Es   seien   zwei   Punkte   ,1,  B   so   miteinander   durch   eine  veränderliche 

a  Linie  Terbunden,  dass  wenn  ihre  Entfernung  AB  durch  Kräfte  vergrösiert 

r  TOrkleinert  wird,  dieselbe  wieder  abnimmt  oder  wächst,  wenn  die  Kräfte 

I  wirken.    Wir  sagen,  die  Punkte  seien  elastisch  mit  einander  ver- 

Kehmiin  wir  an,  dass  unter  Einwirkung  tweier  Krilfte  P,  Q,  welche  an  A 

nnd   B   angreifen  (Fig.  .11)   nnd   deren  Ricbtungslinien 

jjp  in  die   Gerade  AB   fallen,   Gloicbgewicht  eingetreten 

Z± •*     '        f    sei,  nachdem  die  Linie  AB  eine  Äenderung  x  erlitten 

''  habe,  wobei  x  positiv  oder  negativ  angenommen  wer- 

*'  den  soll,  je  nachdem  es  eine  Verlängerung  oder  Ver- 

hfirzung  der  Entfernung  A  B  bedeutet.  Schneiden  wir  dte 

I   Verbindung   durch,   eo   sind,   um   dae   Gleichgewicht   zu   erhalten,  «wei 

igonotit  gleiche  Krilfte   nöthig,   eine  an    A,   die   andere   an   B,   Ungs  AH 

I  erforderlich,     Diese  beiden  gleiche«    Kräfte,  welche  die  Elasticitlt  der 

Wbindnng    mprÜBOiitiven    und    die    wir    eluntiechu    Kräfte   (Spaniiungeo    oder 

■niigen'i  nenuen,    hängen    von    der   Aendi'rung  x  ab,   welche  AS  durch  die 

3  P,  ^  erlitten  hat.    Sie  verschwinden  mit  x  und  wechseln  das  Zeichen  mit 

1  i{«iohen Wechsel  vou  x.    üeber  die  Natur  der  Function  von  -r,  welche  diese 

Krftfl«  danrt«nou  kann,  sind  verschiedene  VoranasetznngCD  möglich,  deren  jede 

«o«  be*oiul»re  Art  von  Eloaticität  der  Verbindung  ausdrückt.    Nehmen  wir 
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einfachBten  Fall  an,  dass  dieselbe  algebraisch  vom  1.  Orade  sei,  so  sind  die 
Kräfte  ex  nnd  —ex,  wo  e  eine  Constante  ist  Da  das  Gleichgewicht  nach  der 
Trennung  an  beiden  Punkten  für  sich  fortbesteht,  so  erhalten  wir  die  GleichoDgen 
P  -^-  ex  =»  0  und  Q  —  ex  »^  0^  wobei  der  Sinn  der  Kräfte  positiv  im  Sinne  von 
AB  sei  und  P,  Q  als  positive  oder  negative  Grössen  zu  betrachten  sind.  Diese 
Gleichungen  liefern  durch  Addition  P  -f  Q  ="  0,  d.  h.  die  Kräfte  P,  Q  mQssen 
der  Gleichgewichtsbedingung,  wie  am  unveränderlichen  System  ge- 
nügen, sie  müssen  nämlich  entgegengesetzt  gleich  sein.  Weiter  er- 
halten wir,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  aus  beiden  die  Aenderong  des  Ab* 

—  P        O 

Standes  AB,  nämlich  x  = =   ■    .    Ist  P  negativ,  also  Q  positiv,  d.  h.  wirken 

e  e 

P,  Q  nach  aussen  ziehend,  so  ist  x  positiv  und  drückt  eine  Verlängerung  von 
AB  aus;  ist  P  positiv  und  Q  negativ,  d.  h.  wirken  P,  Q  pressend  nach  innen, 
so  ist  X  negativ,  also  eine  Verkürzung.  Der  constante  Goefficiont  e  kann  anf- 
ge&sst  worden,  als  die  Intensität  der  elastischen  Kraft ,  welche  der  Aenderong 
der  Länge  AB  gleich  1  entspricht. 

Die  elastischen  Kräfte  sind  gedachte  Kräfte,  welche  einen  Widerstand  gegen 
die  freie  Beweglichkeit  der  Punkte  A  B  ausdrücken,  ebenso  wie  die  früheren 
Spannungen  und  Pressungen  T,  die  wir  einführten,  wenn  wir  eine  unveiiUider- 
liehe  Verbindung  zweier  Punkte  A,  B  lösten;  dort  war  der  Widerstand  ein  ab- 
soluter, hier  ist  er  abhängig  von  den  wirkenden  Kräften  P,  Q,  Die  Einführung 
der  elastischen  Spannungen  ist  nur  der  Ausdruck  einer  gewissen  dem  Punkt- 
system auferlegten  Bedingung;  sie  sind  Bedingungskräfte. 

§.  2.  Es  seien  A,  B,  C  drei  Punkte  in  gerader  Linie  und  sowohl  A  und  JS, 
als  B  und  (7,  als  auch  A  und  C  elastisch  mit  einander  verbunden.  An  ihnen 
greifen  Kräfte  P,  (),  R  an,  welche  in  die  Gerade  ABC  fallen.  In  Folge  ihrer 
Ein Wirkung  erleiden  die  drei  Strecken  AB,  BC,  AC  die  Aenderungen  x,  y^ 
z  =^  X  -\-  y  und  trete  Gleichgewicht  ein.  Die  elastischen  Kräfte,  welche  nach  Lö- 
sung der  Verbindungen  das  Gleichgewicht  erhalten,  seien  fx,  gy,  hz^  sodass 
längs  AB  die  Kräfte  fx  und  — fx,  längs  PC  die  Ki^lfte  gy  und  — gy  nnd 
hz,  — hz  längs  AC  einzuführen  sind.  Das  Gleichgewicht  an  den  Punkten  A,  B^  C 
verlangt  alsdann: 

P  +  fx  +  hz  ^0,    Q  —  fx  +  gy  ^0,    B  —  gy  —  hz^O,     wo  «  =  «  +  y. 

Aus  ihnen  folgt  durch  Addition:  P-f  Q  -f  P  »  0,  d.  h.  die  Kräfte  P,  Q,  R 
erfüllen  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  am  unveränderlichen 
System.     Weiter  erhalten  wir  die  Gleichungen 

(fg  +  9h  +  hf)  x^Qh-  Pg,      {fg  +  gh  +  hf)  y  ^  Bf --  Qh, 

(fg  +  gh-^  hf)z=-Bf-  Pg, 

von  denen  jede  eine  Folge  der  beiden  andern  ist  und  aus  ihnen  ergeben  sich  die 
Aenderungen  x,  y,  z  =>  x  -\-  y.  Sind  also  P,  Q,  R  und  die  Coefficienten  f,  g,  h 
gegeben,  so  können  die  Aenderungen  x,  y,  z  gefunden  werden,  welche  je  nach  dem 
Vorzeichen  Dehnungen  oder  Verkürzungen  darstellen  und  ebenso  die  elastischen 
Spannungen  oder  Pressungen  im  Innern  der  Strecken  AB,  BC,  AC,  nämlich 
fx,  gy,  hz. 

§.  8.  Es  seien  n  Punkte  in  gerader  Linie  paarweise  sämmtlich  elastisch  mit 
einander  verbunden  und  wirken  an  ihnen  Kräfte,  P,  Q^  B,  ,  .  ,  welche  in  die- 
selbe Gerade  fallen.  Indem  man  die  elastischen  Kräfte  einführt  und  die  Verbin- 
dungen  der   Punkte   löst,   erhält  man  n  Gleichgcwichtsbeding^ngen,  soviele  als 
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Punkte.  Aus  ihnen  ergibt  eich  dnrch  Addition  eine,  welche  frei  von  den  elasti- 
sehen  Kräften  ist,  indem  diese,  paarweise  entgegengesetzt  gleich,  durch  die  Ad- 
dition eliminirt  werden.  Sie  drückt  aus,  dass  die  gegebenen  Kräfte  der  Gleich- 
l^wichtsbedingung  Yon  Kräften  in  einer  unveränderlichen  Linie  genügen  müssen. 
Ausser  ihr  sind  noch  n  —  1  andere  Gleichungen  vorhanden,  welche  von  einander 
unabhängig  sind  und  die  Kräfte  P,  Q,  .  .  .  mit  den  elastischen  Kräften  verbunden 
enthalten.  Sie  liefern  die  Aeuderungen  der  Abstände  der  Punkte.  Bei  n  Punkten 
in  gerader  Linie  kann  man  aber  aus  n  —  1  Aendcrungen  ihrer  Abstände  die 
Aenderungen  aller  Abstände  und  hiemit  auch  alle  Spannungen  finden,  da  diese 
ihnen  proportional  sind. 

§.  4.  Es  seien  Ä^  B,  C  drei  Punkte  in  gerader  Linie],  Ä  mit  B,  B  mit  C, 
nicht  aber  Ä  mit  C  elastisch  verbunden.  An  A  und  C  greifen  KiUfte  P,  B  in 
der  Richtung  der  Geraden  an,  an  B  aber  greift  keine  Kraft  an,  sodass  Q  in  den 
Formeln  des  §.  2  gleich  Null  ist.    Dann  bestehen  die  Gleichungen: 

P+fx^O,    -fx  +  gy^O,  B-gy=^0, 

P  f  P       B 

woraus    P  +  2J  =■  0    und    aj=» 7,    y=»  —  ä  = =  —  folgen. 

f      ^       9  9.9 

Aehnlich  hat  man,  wenn  von  n  -\-  1  Punkten  in  gerader  Linie  jeder  mit  dem 
folgenden  elastisch  verbunden  ist  und  /",  ^,  A,  .  .  .  die  Coefficienten  der  Elasticitilt 
sind,  wenn  blos  am  ersten  und  letzten  Punkte  die  Kräfte  P,  Q  angreifen 

P+fx^'O,     —fx  +  gy^O,     —gy  +  hz=^0, 

woraus 

PO  P  P 

P+e  =  0,    a:---  =-^,     y -,     z ^,... 

folgen.  Die  Aenderung  X  der  ganzen  Länge  l  vom  ersten  bis  zum  letzten  Punkte 
ist  daher 


*--^(/  +  i  +  i+---)' 


Sind  insbesondere  die  ursprünglichen  Abstände  J.B,  BC,  CD,  .  .  .  alle  gleich, 
so  ist  l  =«  n  '  AB  und  wenn  die  CoefBcienten  f^  g^  h^  .  ,  .  ebenfalls  alle  gleich, 
d.  h.  die  Elasticität  in  allen  Strecken  AB,  BC,  CD^.,,  dieselbe  ist,  so  wird 
die  Gesammtänderung 

""         f    ""    /■         f-ÄB 

Es  ist  demnach  die  Gesammtänderung  der  ursprünglichen  Länge  der  In- 
tensität der  spannenden  Kraft  direct  und  der  Grösse  f  -  AB  umgekehrt  proportional. 
Nimmt  AB  ohne  Ende  ab,  so  geht  die  Strecke  l  in  eine  continuirliche ,  ho- 
mogene, gleichartig  dehnbare  oder  zusammendrückbare  Linie  über.  Der  Coefficient 
f  wird  im  Allgemeinen  von  AB  abhängen.  Lassen  wir,  da  über  diese  Abhängig- 
keit nichts  vorausgesetzt  ist,  die  Voraussetzung  eintreten,  dass  f  mit  der  Abnahme 
von  AB  sehr  rasch  wacfhse,  soda;Ss  f '  AB  sich  einer  Constanteu  E  als  Grenze 
nähere,  so  gilt,  wenn  wir  den  absoluten  Werth  der  spannenden  Kraft  P  nennen, 
die  Formel 

E 

für  die  Aenderung  X  der  Länge  l  einer  continuirlichen  homogenen,  gleichartig 
elaititchen  Strecke  dnrch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  von  der  Inten- 
sität P. 
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Die  Grösse  E  heisst  der  Elasticitätsmodalas.  In  den  Anwendimgen 
druckt  sie  die  specifische  Beschaffenheit  der  Elasticit&t  des  Materiali  ana^  aas 
welchen  die  elastische  Strecke  besteht  und  ist  meist  eine  ausserordentlich  groaae 
Zahl.  Für  P=»  1,  2  »  1  wird  l  =^  1  :  E  ^  s .  Es  ist  also  1  :  E  oder  «  die  Ver- 
längerung, welche  die  Linieneinheit  durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche,  sie  span- 
nende Krafteinheiten  erleidet  (Ansdehnongscoefficient). 

Aus  der  Formel  für  l  erh&lt  man ' 

für  die  Kraft,  welche  im  Stande  ist,  die  Strecke  2  um  X  zu  verlängern.  Für 
1=^1  wird  P  =^  E,  d.  h.  der  Elasticitätsmodulus  gibt  die  Intensität 
der  Kr&fte  an,  welche  eine  Länge  l  um  sich  selbst  xu  yerlftngern  im 
Stande  sein  würden. 

§.6.  Es  seien  n  Punkte  in  der  Ebene  elastisch  mit  einander  yerbunden  und 
wirken  an  ihnen  Kräfte  P,  Q,  .  .  .  Für  das  Gleichgewicht  eines  solchen  Systems 
bestehen  2«  Gleichungen  zwischen  diesen  Kräften  und  den  elastischen  Spannnwgen, 
nämlich  für  die  Kräfte  an  jedem  Punkte  sweL  Eliminirt  man  aus  diesen  Glei- 
chungen die  elastischen  Spannungen,  so  müssen  drei  Gleichungen  für  das  Gleich- 
gewicht am  unveränderlichen  System  bleiben.  Die  2n — 3  übrigen  Gleichungen 
dienen  dazu  die  Aenderungen  von  2n  —  3  Abständen  der  Punkte  unter  einander 
und  damit  die  Aenderungen  aller  Abtsände  sowie  die  diesen  proportionalen  elasti- 
schen Kräfte  zu  bestimmen.  Dies  ist  möglich;  denn,  wenn  2n  —  3  Abstände 
gegeben  sind,  so  können  alle  ^n  (n  —  1)  Abstände,  also  auch  ihre  Aenderungen 
gefunden  worden.  Sind  die  Punkte  nicht  alle  unter  sich  elastisch  verbunden,  son- 
dern nur  reihenweise,  sodass  jeder  Punkt  nur  zwei  sich  in  ihr  kreuzenden  Reihen 
angehört,  so  ist  das  System  ein  ebenes  elastisches  Netz,  dessen  Gleichgewichts- 
figur und  Spannungen  also  bestimmt  werden  können. 

Wenn  bei  einem  Punktsystem,  dessen  Punkte  mit  einander  verbunden  sind, 
die  Anzahl  der  Verbindungslinien  grösser  ist,  als  die  Zahl  derer,  welche  hin- 
reichen, um  die  Lage  aller  Punkte  zu  bestimmen,  und  das  Punktsystem  ist  unver- 
änderlich, 80  ist  es  nicht  möglich  alle  Spannungen  und  Pressungen  der  unveränder- 
lichen Verbindungslinien  zu  bestimmen,  dieselben  bleiben  vielmehr  zum  Theil 
unbestimmt.  Sind  die  Verbindungen  aber  elastisch  dehnbar  oder  zusammendrückbar, 
so  können  sie  alle  gefunden  werden. 

Bei  n  Punkten  im  Eaume,  welche  elastisch  mit  einander  verbunden  sind  und 
von  Kräften  afficirt  werden,  ergeben  sich  nach  Einführung  der  elastischen  Kräfte 
3  n  Gleichungen.  Eliminirt  man  diese  Kräfte ,  so  bleiben  6  Gleichungen  zwischen 
den  gegebenen  Kräften,  welche  das  Gleichgewicht  am  nin veränderlichen  System 
ausdrücken;  die  übrigen  3n  —  6  Gleichungen  liefern  ebenso  viele  Aenderungen 
von  Abständen,  aus  welchen  alle  übrigen  gefunden  werden  können.  Sind  die 
Punkte  unveränderlich  verbunden,  so  gilt  eine  der  vorigen  ähnliche  Bemerkung. 

§.  6.  Gleichgewicht  von  Kräften  am  elastisch  dehnbaren,  aber 
vollkommen  biegsamen  Faden. 

Ein  elastisch  dehnbarer  Faden  von  vollkommener  Biegsamkeit  werde  an  allen 
Bogenelementen  von  Kräften  ergriffen  und  es  trete  nach  der  Dehnung  ein  Gleich- 
gewichtszustand ein;  man  soll  die  Bedingungen  des  Gleicl^ewichts  aufstel1«n  und 
die  Gleichgewichtsfigur,  die  Spannung  und  Dehnung  derselben  finden. 
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1.  Indem  wir  die  elastischen  Kräfte  in  jedem  Bogenelemente  einführen,  können 
wir  den  Faden  als  unelastisch  aber  vollkommen  biegsam  ansehen  und  gelten  für 
ihn  die  Bedingrungsgleichungen  des  Cap.  VI.  Sind  also  x,  y,  z  die  Coordinaten 
eines  Punktes  der  Gleichgewichtsfigur  des  Fadens,  ds  das  Bogenelement,  q  dessen 
specifische  Masse,  also  ff  ds  seine  Masse,  T  die  Spannung  und  qiXds,  Q^Yds^ 
q'Zds  die  Componenten  der  Kraft  gPds^  welche  an  ds  angreift,  wo  P,  X^  1\  Z 
die  Beschleunigung  und  ihre  Componenten,  welche  die  Kraft  einem  Punkte  zu 
ertheilen  vermag  oder  was  dasselbe  ist,  die  Kraft  und  ihre  Componenten  bezogen 
aof  die  Masseneinheit  bedeuten,  so  sind  die  drei  GleichgewichtsbedinguDgen  im 
Punkte  (x^  y,  z): 

ds  ds  ds   *   ^ 

Das  Bogenelement  (2s,  dessen  ursprüngliche  Länge  da  sei,  hat  seine  Lange  durch 
Dehnung  in  Folge  der  Spannung  T  erlangt  und  ist  daher 

ds  -^  da  +  € Tda  =-  d<F  (1  +  s  T) 

wenn  c  den  Ausdehnungscoefficienten  bedeutet.  War  ^  die  ursprüngliche  speci- 
fische Masse  im  Punkte  {x^y^z)^  so  war  qda  die  Masse  des  Bogenelementes  vor  der 
Dehnung.  Nach  der  Dehnung  ist  sie  q  ds  und  da  dieselbe  sich  nicht  geändert 
hat,  so  muss  f^da  =>  9  ds^  d.  h.  qda  »  q  da  {^1  -\-  bT),  oder 

n'  =  -.1— 

^        l  +  eT 

sein.  Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  ein,  so 
werden  sie: 

{\+,T)d^T^f-  +  ifXds^O, 
oder:        {\+BT)d'T^  +q  Yds  «  0, 

War  der  Faden  ursprünglich  homogen,  so  ist  q  constant.  X,  Y,  Z  sind  Func- 
tionen des  Ortes  {Xy  y,  z).  Diese  Gleichungen  liefern  T  und  nach  Elimination  dieser 
Grösse  die  Gestalt  des  Fadens. 

S.    Um   die  Spannung   T  als  Function  von  x,  y,  z  darzustellen,  hat  man, 

dx     d  tj      dz 
indem  man  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  mit  y- ,  -r^ ,    -   multiplicirt  und . 

addirt,  dabei  aber  berücksichtigt,  dass 

/dxY   ,    /dyY    ,    /dzY       ^       dx   .    dx    ,   dy  ,    dy    ,   dz   ,    dz 

(l  +  tT)dT^^d-Hi+tTy 

ütt 

^  «I .  (I  +  »T)'  —  -  f  (Xdx  +  Ydy  +  %de). 

ds 
Da  das  Verl&ngenmgsverhältniss  ^—  »  1  -f  e  T  ist,  so  folgt  für  dasselbe  hieraus 


T 

dx 
ds 

+ 

1  +  bT 

ds 

=  0, 

T 

dy 

ds 

+ 

1  +  sT 

ds 

-0, 

T 

ds 
ds 

+ 

qZ 

1  +  sT 

ds 

=  0, 
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Da  ftner  das  yerdfimmiigsverhältiiiss 


ds 


,  so  ergibt  sich  aach  dieses  biemit 


Q        de 

Z.    Um  die  Spannnng  T  aus  den  Gleichungen  des  Qleiohgewicbtt  sn  elimi- 
niren,  führen  wir  die  Differentiation  in  denselben  aus  und  erhalten: 


(1  +  «  J)  Td 
(1  +  f  J)  Td 
(1  +  tT)  Td 


^  +  a  +  .r)rfr.^  +  ^xd. 


ds 

dy 
da 

dz_ 
ds 


-0, 
+  ^YdB^O^ 


und  hieraus,  indem  wir  dT  eliminiren: 

dz 


dy  dz 
I  ds  ds 


Y    Z 


I 


dy 
ds 


ds 
dz 


ds        ds 


ds  dx 
ds  ds 

Z    X 


ds^ 
ds 


dx 
ds 


,    dz   ,    dx 

Q  •    O   •    -= — 

ds        ds 


dx  dy 
ds  ds 

X    Y 


I 


dx 
ds 


dy 
ds 


d^^d^^ 
ds        ds 


(l  +  sT)T 
Qds 


sodass  die  Gleichsetsung  der  drei  ersten  Ausdrücke  untereinander  die  Differential- 
gleichungen der  Fadencurve  geben.  « 

§.  7.    Die  elastisch  dehnbare  Kettenlinie. 

Es  wirke  auf  den  Faden  die  Schwere,  so  dass  bei  vertical  gedachter  y-Axd 
und  horizontalen  x-  und  z-Axen  X=*0,  Y=^  —  g^  Z^^O  und  wie  leicht  su  sehen, 
die  Fadencurve  eben  ist  Man  hat  dann,  wenn  man  die  Ebene  der  Curve  sur 
rr^-Ebene  wählt  und  q  constant,  d.  h.  den  Faden  im  ungedehnten  Zustande  als 
homogen  voraussetzt,  die  beiden  Gleichungen: 


d'  T 


dx 
ds 


0,    {l  +  8T)d'T 


dy 
ds 


gqds. 


Aus  der  ersten  von  ihnen  folgt  1 


,  dx 
ds 


Tq  ,  d.  h.  die  Horizontalcomponente  der 


Spannung  ist  constant,  gleich  der  Spannung  T^  im  tiefsten  Punkte.    Hieraus  er- 
gibt sich  weiter 

ds 


T  =^  T^  —  ^  T^  cosec  ip 


sin  ip 


wenn  ^,  wie  früher,  den  Winkel  der  Tangente  der  Fadencurve  mit  der  Verti- 
calen  bedeutet. 


Die  zweite  Gleichung  gibt  hiemit,  da  -^^  =»  cotg  ^  ist 


dx 


{^+l^'^<^T.^^^^99ds, 


mit  deren  Hülfe  man  die  Goordinaten  x,  y  2A&  Functionen  von  i\f  finden  kann. 
Es  ist  nämlich  dx  ==  ds  sin  ^,  dy  =^  ds  cos  ip  und  daher 

g^dx  =  gqds  sin  ^  «  (sin  ^  +  « 2^)  d  .  2;  cotg  ^, 

g^dy  =-  g^ds  cos  ^  =1  (cos  ^  +  ^T^  cotg  ^)  d  *  T^  ootg  ^. 

Setzen  wir,  wie  bei  der  gemeinen  Kettenlinie  T^  t^»  g^a,  d.  h.  drflokeii  wir 
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die  Horizontalspannaiig  durch  das  Gewicht  eines  Fadenstückes  a  aus,  so  wird 
dx  ^=i  a  fAn  ip  d  '  cotg  '^  4~  Bgga^'d  •  cotg  ilf 

=  -  «  S^  "*"  ^^^'^^  •  cotg  ^  «  -  a    ~^^^  +  sgQa^d  .  cotg  ^ 
dy  =z  a  cos  Tffd  •  cotg  ^  -|-  egga*  cotg  ^d  .  cotg  ip 

"^    Bin»/  +i«^9«*^cotg>. 

Die  Integration  dieser  Ausdrücke  liefert 

aj=  —  «^-tg^^^"  ^  </9«*  cotg  ^ , 

sin  iff 

ohne  Constanten ^  wenn  wir  die  Ordinatenaze  durch  den  tiefsten  Punkt,  sodass 
X  =*  0  wird  für  ip  =*  ^n  und  den  Ursprung  um  die  Grösse  a  tiefer  legen ,  als 
diese  liegt,  sodass  y  ==»  a  wird  für  ip  =>^9C.  Die  Elimination  von  '^  liefert  die 
Gleichung  der  Fadencurve  in  x,  y. 

Für  eine  sehr  geringe  Dehnbarkeit  ist  8  sehr  klein.  Mit  Vernachlässigung 
von  e',  e',  .  .  .  gelangen  wir  auf  folgendem  Wege  zu  der  Elimination  von  ip. 
Seteen  wir  abkürzend 

—  «^^a*cotg^  =  —  i«flf^««(cotgi^  —  tg4^)  =  M, 

—  i  igga*  cotg«  tp  =»  —  itgQa^  (cotg  i  V»  —  tg  ^  ^)*  =  v , 
80  werden  die  beiden  Gleichungen 

X  +  u=M^  —  al  '  igi'tp,    y  +  V  =>  ia  {coig\tp  +  tg^t/;). 
Ans  der  ersten  zieht  man 

cotg  i^  =  e«  "^  "  =  e«  (l  +  {  +  i  [^y+  ■  ■  •) 
und  hiemit 

X  X  X  X  X  X 

X  X  X  X  X  * 

oder  da  u  den  Factor  «  enthält,  bis  zu  den  Termen  der  Ordnung  e*  genau: 

XX  XX 

Dnrch  Einsetien  in  den  Ausdruck  für  ^  -|-  ^  ergibt  sich  daher 

XX  XX  fL  * 

ScBSUi,  MMbMiik.    II.  8 


114  Der  vertical  hängende,  schwere  elastische  Faden.    IIL  Th.,  Cap.  VII,  (.  8. 

oder 

X  X         ^  SB_  X 

Die  Ordinate  der  elastischen  Kettenlinie  ist  also  etwas  kleiner,  als  die  der  nn- 

X  X 

elastischen.    Die  Senkung  ^Bgqa^  le''  —  «     "  j   wächst  mit  «,   im  Scheitel  ist 

sie  Null. 

Für  das  Verlängerungsverhältniss  ist 

-?  =  (l  +  «rj^==l  — er=l  — «To^  =  l  — «^ocosec^  — 1— €^9«C08©ct. 

Es  ist  aber  y  =^  a  cosec  ip  -|-  ^e^^a'  cotg'  ^,   also   wird   bis   snr  Ordnung  von 

£*  genau 

da 

also 

ff  =  fi  —  fgfQyds; 

oder  weil  /^ yd«  =  m  •  y^  ist,  wenn  j/i  die  Ordinate  des  Massenmittelpnnktea  und« 

die  Masse  von  8  bedeutet,  so  wird  die  Verlängerung  des  Bogens  s: 

fi  --  ff  =1  sgmyi, 

§.  8.  Der  vertical  herabhängende,  schwere  elastische  Faden.  Es 
sei  der  schwere  Faden  am  oberen  Ende  durch  eine  verticale  Kraft  festgehalten 
oder  befestigt  Dann  ist  in  den  allgemeinen  Gleichungen  des  §.  6  X  a>  Y  ss  o, 
Z  =^  —  g  und  daher 

ds  ds  rfs       l  +  «i  ds       1  +  sT 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  horizontalen  Componenten  T  ^-  und  T  -r-  der  Span- 
nung constant  und  da  sie,  wenn  wir  die  Verticale  des  oberen  Endes  sor  «-Axe 

dx 

wählen,  an  diesem  Ende  Null  sind,  überhaupt  verschwinden,  d.  h.  dass  ^  «■  0, 

-r^  =»  0  sind.    Dies  liefert  weiter,  dass  x  und  y  constant,  und  da  sie  fflr  das  obere 

Ende  Null  sind,  durchweg  Null  sind.  Denmach  bildet  die  Fadencmrve  eine 
Verticallinie.  Für  die  noch  übrigbleibenden  Gleichungen  wollen  wir  9  und  $ 
positiv  vom  unteren  Ende  an  aufwärts  rechnen.  Dann  ist  (2s  =>  dz  und  geht  die 
dritte  Gleichung  mit  Hülfe  der  vierten  über  in 

dT=-gqda 
und  liefert 

T^gqc, 

ohne  Constante,  da  wir  am  unteren  Ende  T  =  0  haben,  wenn  wir  dort  keine 
Kraft  wirkend  annehmen,  sondern  der  Faden  blos  durch  sein  Gewicht  geBpannt 
wird.  Es  ist  aber  gqo  das  Gewicht  des  Fadens  von  der  ursprünglichen  Länge  e. 
In  jedem  Punkte  ist  also  die  Spannung  gleich  dem  Gewicht  des 
darunter  hängenden  Fadenstücks.  Setzt  man  diesen  Werth  für  T  in  die 
Verlängerungsformel,  so  wird  sie 

d8  —  (1  +  ^gqa)  da 
und  gibt 


r 


ohne  ConBtante,  da  s  and  t 


Die  dastiBche  Saite. 

verschwinden.     Die  Verlüngerung 


Lang 
I       iat  fß 


ist   doB   Produkt  aus   t,    dem  halben  Gewichte  !,gQa  de»  Fadeaetücka  and  dessen 
LOnge   a,     Denkt   man   Eicb   den   Faden   nicht   schwer,   dagegen   am  Ende   dessen 
9  Gewicht  als  Bpannende  Erttft  wirkend,  so  wQrde  er  nach  der  Formel  des 
i.  .1  dieselbe  Verlängerung  erleiden. 

FUr  den  Fall,  dass  ausser  dem  (iewichte  den  Fadens  aro  anteren  Ende  noch 
1  Ocwiubt  P  =  Mg  wirkt,  ist  ans  d'f  =^  ff^da  zn  liehen:   T    =  jpo  +  C  und 
üt  für  0^1)  die  Spaonimg  gleich   Mg.     Daher  wird 

T  -  .1/1,  +  JB. 
und  rf«  =  (1  +  ijiJH  +  ig^a)  da,  also 

HftD  kann  dieae  Formel  zur  Bestimmung  der  Variation  der  Schwere  anf  der 

nnd 
Mhll 
Miek 
peM 
der  S 


S—  r 


o  (Jtf  +  i  e«) 
r^ind    wenn    man   für   die   verechiodenen   Orte  der   Erdoberflüche  3T  jedesmal   so 
,   dasB  der   Faden   aaf  dieselbe  LEnge  >  ausgedehnt  wird,  io  wird  g  nm- 
tkehrt  ptoportional   der   lirüsse  M  -}•  ^ga,   d.  Ii.   der   angehängten   Masse,   ver 
knehrt  um  die  halbe  Masse  S^ea  des  Fadena.     Dieie  Methoda,  die  Beschleunigung 
r  Schwere  kd  beatimuen,  rfihrt  von  John  Ilericbel  her. 
g.  9.    Der  elastiscb   biegsame   Fftden  ;die  elastische  Saite)  in  der 
Ebene. 

Kin  nndehnbarcr,  nicht  Tollkommen  biegsamer  Faden  (unendlich  dünner  Dralit, 
neodlicb  danne  Saite)  werde  dnrch  Krllft«  aus  der  Ferra  der  geraden  Linie  in 
ine  andere,  aber  ebene  Llleicbgewichtsform  gebogen,  l'er  Widerstond  gegen  die 
Biegung  sei  so  beschaffen,  daas  nach  Wegfall  der  biegenden  Erärte  der  Faden 
uhr  oder  weniger  in  die  ursprä »gliche  Gestalt  zurOckkehrt.  Die  Kräfte,  welche 
rstand  Ü^uivaleot  aiiid  und  nach  deren  Einffihmng  die  Saite  als  voll- 
immen  biegsam  angesehen  werden  darf,  nennt  man  elastische  Ki'äfU.  Sie  sind 
IngiitH  Krilftn,  welche  mau  einführt,  um  auf  deu  elastischen  Faden  die  bereits 
iridclte  Thcurin  des  vollkommen  biegiamen  Fadens  anwenden  zu  kflnnen. 

1.  Es  seien  AB  und  BC  (Fig.  32)  zwei 
anreinanderfolgende  Bogeiielementu  der  elOBti- 
sehen  Linie,  nachdem  sie  durch  Kräfte  in 
die  Uleichgewiohtsform  gebogen  worden  ist. 
Trennt  man  sie  ab,  oder  lüsst  man  diese  Kififte 
aufhören  lu  wirken,  so  würde  die  ConSgoratiou 
des  Winkels,  welche  sie  bilden,  dadurch  erhalten 
werden  können,  ilans  man  irgend  zwei  ihrer  Punkte  D,  K  durch  eine  undehnbare 
t  Tirrblude.  Man  kOnntc  diese  Punkte  selbst  auf  den  Verlängerungen  der 
logdnelMnente,  die  man  in  diesem  E'alle  als  starr  anzusehen  btttte,  annehmen, 
r  irtirdc  ihre  Verbindungslinie  dann  anzusammendrQckbar,  statt  unduhnbar  sein 
Wflrde  mun  die  Linie  1>K  durohschneiden,  so  wOrde  man  «wei  entf^egen- 
t  KlüichH  KrüfU^  p,  —j>,  die  eine  von  l>  nach  E,  die  andere  von  K  nach  J) 
'irkmd  «infOhren  mai'S('n,  damit  die  Uogenelemeute  nicht  in  die  urspran gliche 
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geradlinige  Configuration  zurückschnellen  könnten  und  der  ContingeoEwinkel  ver- 
schwinden würde.  Da  sie  dem  elastischen  Widerstände  der  Saite  gegen  die  Bie- 
gang  Gleichgewicht  halten,  so  würden  zwei  ihnen  entgegengesetrt  gleiche  SIr&fte 

—  p,p  zusammen  diesem  Widerstände  äquivalent  sein  und  statt  leiner  eingeführt 
werden  können.  Da  die  Angriffspunkte  D,  E  dieser  beiden  Erftfte  willkührlich 
wählbar  sind,  so  kann  dieser  Widerstand  auf  unzählige  Arten  durch  2  solche  ent- 
gegengesetzt gleiche  Kräfte  ausgedrückt  werden.  Alle  solche  Paare  mÜBsen  daher 
einander  äquivalent  sein.  Um  das  Gemeinsame  aller  solcher  Darrtellnngen  des 
elastischen  Widerstandes  der  Bogenelemente  zu  erkennen,  sei  — p,  p  das  eine, 

—  g,  q  das  andere  von  zwei  solchen  Paaren.  Kehren  wir  das  zweite  nnt,  so 
müssen  beide  sich  Gleichgewicht  halten  an  dem  aus  beiden  Bogenelementen  be- 
stehenden veränderlichen  System.  Schneidet  man  dieses  in  B  durch  und  bringt 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Spannungskräffce  von  entsprechender  IntenaitAt  in 
diesem  Punkte  an,  so  besteht  das  Gleichgewicht  an  jedem  Bogenelemente  fort 
Reducirt  man  daher  die  Kräfte  —  q  und  q,  welche  an  ^1^  angreifen  für  den 
Punkt  7i,  so  folgt,  dass  die  sich  hiebei  ergebenden  Kräftepaare  ( — p,  p)  und 
ily  — Q)  entgegengesetzt  gleiche  Momente  haben  müssen.  Hieraus  schlietst  man, 
dass  alle  Kräfte,  welche  den  elastischen  Widerstand  zweier  aufein- 
anderfolgender Bogenelemente  der  elastischen  Curve  darstellen,  so 
beschaffen  sind,  dass  ihr  Moment  constanten  Werth  hat,  welche  Lage 
sie  auch  gegen  die  Bogenelemente  haben. 

Trifft  also  die  Kraft  p  das  Bogenelement  ^B  in  D,  die  Kraft  p'  m  F  und 
sind  die  Richtungen  derselben  gegen  AB  unter  den  Winkeln  ^,  ^'  geneigt,  so 
muss  p  '  BD  •  sin  d  =  p'  •  BF  •  sin  -O*'  =  t*  sein,  wenn  u  der  constante  Werth 
des  Momentes  ist.  Die  Elasticität  des  Fadens  wird  also  durch  ein  Moment  u 
oder  wenn  man  will,  durch  ein  Kräftepaar  ausgedrückt,  dessen  Moment  u  ist  oder, 
wenn  man  an  B  noch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kielte  p  und  — p  lufOgt, 
durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräftepaare  vom  Momente  u  und  — u,  yon 
denen  das  eine  auABj  das  andere  nn  BC  angreift 

2.  Ueber  die  Natur  des  elastischen  Widerstandes,  welcher  durch  das  Moment 
t«  dargestellt  wird,  können  verschiedene  Voraussetzungen  gemacht  werden,  von 
denen  jede  eine  andere  Art  Elasticität  begpründet.  Wir  wollen  hier  die  möglichst 
einfache  zu  Grunde  legen.  Damit  die  Elemente  AB  und  JBC,  welche  ursprfing- 
lich  eine  Gerade  bilden,  nach  der  Biegung  den  Conting^nzwinkel  diff  bilden,  mnss 
eine  Drehung  von  BC  gegen  AB  im  Sinne  dieses  Winkels  erfolgen.  Da  das 
Moment  u  den  Widerstand  darstellt,  der  auf  eine  Zurückführung  von  BC  ia  die 
Richtung  von  AB  abzielt,  so  ist  der  Sinn  von  u  (das  Paar  an  JBC  angpreifend 
gedacht)  dem  Sinne  von  dtit  entgegengesetzt,  mithin  von  entgegengesetztem  Zeichen, 

wie  dip.  Wir  wollen  u  proportional  drp  oder,  da  -t^  =  — ,  nämlich  die  Krüm- 
mung der  Fadencurve  darstellt,  proportional  der  Krümmung  annehmen  und  setien 

dtff  s 

ds  Q    * 

wo  Q  den  Krümmungshalbmesser  bedeutet.  Da  d^  das  Increment  des  Winkels 
ist,  welchen  die  Tangente  mit  der  x-Axe  bildet,  so  ist  dip  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  ip  wächst  oder  abnimmt.  Dalier  ist  u  negativ  oder  positiv,  je  nach- 
dem rft  wächst  oder  abnimmt 

3.  Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Fadencurve  zu  finden,  denken  wir 
zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Bog^elementen  die  cntg^gengesetst  gleiolien 
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elasüschen' Kräfte  eingeführt  und  betrachten  in  Folge  dessen  den  elastischen  Faden 
als  vollkommen  biegsam,  unter  den  Sätzen  über  den  vollkommen  biegsamen 
Faden  war  nun  aach  der  (Cap.  VI,  §.  1,  Nr.  2,  S.  88),  dass  die  Summe  der  Momente 
aller  Kräfte,  welche  an  einem  Bogenstücke  der  Cnrve  vom  An£Euige  bis  zu  irgend 
einem  Punkte  derselben  gerechnet,  angreifen,  in  Bezug  auf  den  Endpunkt  Null 
ist.  Diese  Summe  besteht  aber  aus  zwei  Theilen,  1.  nämlich  aus  dem  Momente 
aUer  äussern  Kräfte,  das  wir  sogleich  bestimmen  wollen  und  2.  aus  dem  Momente 
der  elastischen  Kräfte.  Diese  sind  aber  alle  paarweise  einander  entgegengesetzt 
gleich,  bis  auf  eine,  welche  nur  einzig  vorhanden  ist.  An  dem  letzten  Elemente^ 
welches  mit  dem  Endpunkte  schliesst  und  an  dem  folgenden  Bogenelemente, 
welches  nicht  mehr  zu  dem  fraglichen  Bogenstücke  gehört,  wirken  auch  'zwei 
entgegengesetzte  elastische  Kräfte,  von  denen  aber  die  an  dem  folgenden  Ele- 
mente angreifende  bei  der  Bildung  der  Momentensumme  nicht  in  Betracht  kommt, 
sondern  nur  die  ihr  entgegengesetzte,  am  Schlusselemente  des  Bogen  angreifende 
Kraft.  Ist  daher  u  das  Moment  der  am  folgenden  Elemente  angreifenden  elasti- 
schen Kraft,  so  isi  — u  das  Moment  der  hier  in  Betracht  kommenden  Kraft  in 
Besag  auf  den  Endpunkt  des  Bogens.  Alle  paarweise  auftretenden  elastischen 
Kräfte  haben  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  entgegengesetzt  gleiche  Momente,  welche 
sich  in  der  Summe  tilgen,  sodass  diese  ganze  Summe  der  Momente  der  elastischen 
Kräfte  des  Bogens  sich  auf  —  u,  das  Moment  der  letzten  Kraft,  reducirt. 

Um  das  Moment  der  Kraft  Pds,  welche 
an  den  Bogenelementen  d«  (£,  17)  angreift  in 
Bezug  auf  den  Endpunkt  M  {x^  y)  des  Bogens 
AM  (Fig.  33)  zu  finden,  seien  Xds^  Yds  deren 
Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen; 
dann  ist  dies  Moment 


Xd8 


n  —  y 

Yds 


und  wenn   das   Moment    nicht  für   itf , 
dem  fdr   den   nächstfolgenden  Punkt 
M'  {x  +  dx,  y  +  dy) 
gesucht  würde  ^  so  würde  dasselbe  übergehen  in 


son- 


Yds 


{—X  —  dx     ri  —  y  —  dy  J~ic 

Xd9  Yd8  ^     Xd8 

Daher  stellt 

dx       dy 

Xds     Yds 
das  Differential  des  Momentes  der  Krafb  Pds  und  mithin 


dx 
Xds 


dy 
Yds 


ridx 

J  \xds 


-ä.f 


Yds  +  dy  I  Xds 


•S- 


dy 
Xds      Yds 

das  Differential  der  Momentensumme  aller  Kräfte  Pds  von  A  bis  M  dar  für  den 
Fall,  dass  der  Bogen  AM  um  MM'  wächst.  Bezeichnen  wir  dies  Moment  mit 
H,  so  wäre 

dJI  —  —  dxj  Yds  +  dyfXds    und  also    H  ^J\dyfXds  -  dxfYds], 

die  Integrationen  ausgedehnt  über  den  ganzen  Bogen  AM.  Da  nach  dem  an- 
geführten Satse  H  —  u  SB  0  ist,  so  erhalten  wir  als  eine  Bedingung  des  Gleich- 
gewiohts 
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u^H=^f[dyfXd8  —  dxfYds\   und  ist    ^  ^^  C  Xds —^  iTäs, 
wo  für  u  zo  setzen  ist 

f  dx* 

4.  Wird  von  dem  elastischen  Faden  ein  Theil  abgetrennt,  so  genfigt  es  sur 
Erhaltung  des  Gleichgewichts  nicht,  am  Ende  in  der  Richtung  der  Tangente  zwei 
entgegengesetzte  spannende  oder  pressende  Kräfte  einzuführen,  wie  beim  anelasti- 
schen Faden;  denn  durch  die  Abtrennung  wird  an  dem  letzten  Bogenelemente 
eine  elastische  Kraft  frei,  welche  in  der  zusammenhängenden  Fadencurve  durch  die 
entgegengesetzt  gleiche  Krafb  im  Gleichgewicht  gehalten  wurde.  Damit  ein  Aus- 
weichen der  beiden  getrennten  Elemente  oder  der  Tangenten  nicht  eintrete,  sind 
noch  zwei  andere  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  erforderlich,  an  jedem  Ele- 
mente eine  solche^  welche  dies  hindert.  Am  Ende  jedes  der  abgetrennten  Faden- 
stücke  sind  die  beiden  Kräfte,  die  Spannung  oder  Pressung  in  der  Richtung  der 
Tangente  und  die  eben  erwähnte  zweite  Kraft  zusammen  einer  einzigen  Kraft 
äquivalent,  welche  die  Tangente  in  einem  gewissen  Punkte  N  treffen  wird,  der 
aber  nicht  mit  dem  Endpunkt  des  Bogens  zusammenfällt,  oder  einem  Krtftepaar. 
Man  hat  sich  die  Verlängerung  des  letzten  Bogenelemente,  die  Tangente,  als 
starr^  gewissermassen  als  ein  unveränderliches  System  an  das  Element  angelOthet 
zu  denken.  Ist  eine  Einzelkraft  im  Stande  das  Gleichgewicht  am  Bogen  zu 
erhalten,   so   kann  diese  in   ihrem  Schnittpunkte  N  mit  der  Tangente  in  zwei 

Componenten  zerlegt  werden,  nämlich  Tin  der  Richtung  der 
Tangente,  die  wir,  wie  früher,  die  Spannung  nennen  wol- 
len und  eine  dazu  senkrechte  F,  die  wir  die  Kormal- 
kraft nennen  (Fig.  34). 

Da  das  Gleichgewicht  auch  fortbestehen  muss,   wenn 
der    Faden,    der  nach  Einführung  der  elastischen  Erikfte 
Fig.  34.  als   vollkommen  biegsam  angesehen  werden  kann,  erstarrt, 

wobei  alle  elastischen  Kräfte  verschwinden,  so  muss  zwischen 
T,  V  und  den  Kräften  Pds  Gleichgewicht,  wie  am  unveiiUiderlichen  System  bestehen. 
Nehmen  wir  also  den  Endpunkt  M  des  Bogens  zum  Reductionspunkt  and  die 
Tangente  und  Normale  daselbst  zu  Axen  der  Zerlegung,  so  erhalten  wir,  weil  T 

d  X  dfi 

die  Richtungscosinusse  cos  a  =  ^  - ,  sin  a  »  ^    und    V  die   Richtungscoänusse 

cos  (a  +  4  «)  =  —  -r^ ,  cos  üf  =s  3-    hat, 
^      *    '    '  ds  ds 


^+i7/-^-*' +£/■'-■'-»■ 


-- !"/«•+, S/"-»- 


Bezeichnet  noch  p  den  Abstand  MN  der  Kraft   V  von  3/,  so  wird  die  dritte 
Gleichgewichtsgleichung  (die  der  Momente) 

H+  Fp-0, 

wozu  noch  die  früher  gefundene 
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tt— JET 
tritt.    Ans  diesen  Gleichungen  erhält  man 


du    ,     .- 

äs    (^-  ^''  ')» 


P=3     — 


u 

T 


5« 


u  =-  H^ßdyfXds  -  dxjYds]. 

Die  Gleichung  u  ^^  H  ist  die  Differentialgleichung  der  Gleichgewichtsfigur   der 

Saite,  da  sie  weder   2\  V  noch  p,  sondern  nur  geometrische  Elemente  und  die 

Componenten  der  Kräfte  Pds  enthält.    Die  in  ihr  auftretenden  Integprale  führen 

bereits  drei  Constante  mit  sich  und  da  u  ein  Differentialausdruck  der  2.  Ordnung 

itt^ .  80  werden  durch  die  Integration  noch   zwei   weitere   Constante   eingeführt, 

sodass  die  endliche  Gleichung  der  Fadencurve  5  Constanten  enthält.    Dieselben 

können  durch  die  5  Bedingungen  bestimmt  werden:  1.  dass  die  Fadencurve  durch 

zwei  gegebene  Punkte  gehe,   2.  dass  ihre  Länge  zwischen  diesen  eine  gegebene 

GrOsse  sei  und  3.  dass  die  Tangenten  in  den  gegebenen  beiden  Punkten  bestimmte 

dy 
Richtungen  haben,  d.  h.  dass  ^  in  ihnen  gegebene  Werthe  annehme. 

§.  10.  Eine  gleichförmig  elastische  gerade  Strecke  sei  an  ihren 
Enden  Ä  und  B  durch  starre  Geraden  oder  durch  irgend  welche 
andere  unveränderliche  lineare  oder  plattenförmige  Stücke  ver- 
längert. Auf  die  Verlängerungen  wirken  zwei  Kräfte  und  nimmt  in 
Folge  dieser  Einwirkung  die  Strecke  eine  Gleichgewichtsgestalt  in 
Form  einer  ebenen  Curve  an,  man  soll  diese,  sowie  die  Spannung 
oder  Pressung   in  *einem  beliebigen  Punkte,  sowie  die  Normalkraft 

ffir  denselben  bestimmen. 

1.    Da  das  Gleichgewicht 

auch  noch  fortbestehen  muss, 
wenn  das  System  unveränder- 
lich wird,  so  müssen  die  bei- 
den Kräfte  entgegengesetzt 
gleich  sein.  Ihre  gemeinsame 
Richtungslinie  Ä^B^^  heisstdie 
Axo  der  elastischen  Curve. 
Wählen  wir  diese  Gerade  zur 
d;-Axe  (Fig.  36),  so  ist  das 
Moment  aller  Kräfte ,  welche  das  Bogenstück  A  M  afficiren,  das  Moment  der  ein- 
zigen in  Af^  angreifenden  Kraft,  die  wir  mit  A  bezeichnen,  gleich  Ay  und  daher 
nach  §.  9  die  Differentialgleichung  der  Ciurve 


Fig.  36. 


^                        da               Q  ' 

oder  wenn  wir  §  :  A  > 

B»  a'  setzen: 

^y  —  —  a*    oder    y  =  —  o*  ^ . 

120     Die  elastische  Saite,  durch  zwei  Endkräfte  gespannt    III.  Hl,  Gap.  VII,  (.  10. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  das  Produkt  des  ErümmungshalbmesserB 
der  Curve  und  des  Abstandes  des  Curvenpunktes  von  der  Aze  der 
Kräfte  constant,  also  die  Krümmung  der  Ordinate  proportional  ist. 
Die  Krümmung  kann  daher  nur  in  Punkten  Terschwinden,  welche  die 
Curve  mit  der  Axe  gemein  hat.  Sind  Wendepunkte  vorhanden,  so 
können  sie,  weil  in  ihnen  die  Krümmung  verschwindet,  nur  auf  der 
Axe  liegen.  Die  von  der  Aze  entferntesten  Punkte  zeigen  die  stärkste 
Krümmung;  in  allen  Punkten  desselben  Abstandes  von  ihr  ist  die 
Krümmung  gleichstark. 

2.  Wir  suchen  zunächst  die  Ordinate  t/,  die  Bogenlänge  8  und  die  Abscisse  x 

als  Functionen  der  Summe  rf>  der  Contingenzwinkel.    Die  Gleichung  y  <=■  —  o'  -=^ 

gibt   diiFerentiirt    -~  —  —  a'  -r-v  ^od  da  ^^  =  sin  ^  ist, 
®  da  da*  da  ^ 

d*ff>    ,     1     . 

^  +  ^,sm^==0, 

welche  Gleichung  mit  der  Differentialgleichung  der  Pendelbeweg^ung  übereinkommt. 
Sie  liefert  nach  Multiplication  mit  -—  als  erstes  Integral 

i  (^ ) j  cos  ip  =  C    oder    ^y*  =  a"  cos  ^ -f- C, 

wenn  für  ^  sein  Werth  —  y  :  a'  gesetzt  wird.     Die  Constante   C  können  wir 
da 

mit  Hülfe  der  Ordinate  i/o  d®s  Anfangspunktes  Ä  des  elastischen  Bogens  bestimmen. 

Denn  hiefür  ist  ^  yj  =  a'  cos  f*  +  ^  ^^^  hiemit  wird 

iy*  —  iy8  «  a*  (cos  1^  —  cos  fi)  =»  2o*  sin«  ^f*  —  2o«  sin*  \rp , 

Die  Gleichung  ^y*  =>  a'  cos  ^  -f~  ^  zeigt,  dass  die  Ordinate  einen  MazinuJwerth  / 
erreicht  für  i^  =>  0.  Mit  Hülfe  dieses  Mazimalwerthes  kann  die  Constante  C  ebenfalls 
bestimmt  werden.    Für  ihn  ist  ^/"^  =  a*  +  C,  und  wird  ako 

iy'  —  i/*'  =-  —  2a«  sin«  ^^    oder    y«  =  /*»  —  4a»  sin«  \  ^ . 
Die  Vergleichung  beider  Bestimmungsarten  der  Constanten  liefert  zugleich: 

ir  =  iy?+2a«sin«ifi. 
Es  sind  nun  die  drei  Fälle  möglich: 

f  f  f 

I-    ^-<1»      2.-^=1,      3.     -f->l, 
2a^     '  2a  '  2a  "^     ' 

die  wir  der  Reihe  nach  betrachten  wollen.    Aus  der  Formel 

y«  =s  /"«  —  4a«  sin«  \  tfr, 

folgt,  dass  im  dritten  Falle  y  nicht  Null  werden,  die  Curve  also  die  Aze  der 
Kräfte  nicht  schneiden  oder  berühren  kann,  während  dies  im  ersten  und  zweiten 
Fall  möglich  ist. 

3.  Für  den  ersten  Fall  setzen  wir  f:  2a  =^  k  und  erhalten  aus 

y«  =  /*«  —  4a«  sin«  ^^, 

indem  wir  f  =»  2ak  und  sin  ^V  '^^  ^  ^^  fo  substituiren, 

y  BS  2aA;  cos  m  <»  f  cob  m  . 

Beschreibt  man  daher  um  den  Fusspunkt  C  (Fig.  36)  einer  Mazimalordinate 
SC  =»  f  einen  Kreis,  so  ergibt  sich  die  Bedeutung  des  Winkels  «,  indem  man 
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die  Ordinate  y  =  MP  -=  QC  auf  SC  projicirt;  es  ist  nämlich  <  NCQ  —  cd. 

Zugleich  sieht  man,  wie  die  Winkel  ^ 
und  m  von  einander  abhängen.  Nimmt 
rf>  von  fi  bis  0  ab,  so  nimmt  co  von 
einem  der  Ordinate  y^  entsprechenden 
'    Werthe  Oq  bis  zu  Null  ab. 

Da  sin  ^^  <»  A;  sin  m^  und  /*=>  2aA;, 
also  /'sin  to^  «=  2 a  sin  ^ fi  wird,  so  er- 
gibt sich  eine  einfache  Construction  der 
Länge  a.  Man  ziehe  N  U  senkrecht  zur 
Halbirungslinie  des  Winkels  fi.  Ist  (d„= \n^ 
also  A  der  Angriffspunkt  der  Kraft,  so 
ist  die  durch  den  Scheitel  S  gelegte  zur 
Halbirungslinie  von  fi  parallele  Gerade 
^Ä  =  2a. 
4.    Aus  dy  :  ds  =^  sin  t^  folgt  ds  =  dy  :  sin  rp  ^  dy  :  2  sin  ^iff  cos  ^t/f  und 

wenn  man  dy  =  —  2ak  sin  oodm  und  sin  ^  ^  =  k  sin  (o  zu  Hülfe  nimmt, 

d«  =  —  orfw  :  }/l  —  &*  sin*  co. 
Mithin  wird  der  Bogen  AM  ='  8: 

Die  Länge  l  des  Bogens  iiiS  von  A  bis  zum  nächsten  Scheitel  (co  ==  0)  ist 


Fig.  36 


/dm 
-  z: 

/r=l;»8in« 


Ol 


Olo 


und  hiemit  erhalten  wir  für  die  Bogenlänge  SM  =  a  vom  Scheitel  5  (oi  —  0) 
bis  zum  Punkte  itf  (oo  =  co) : 

/dm  f 

y  1  —  Ä*  sm*  CO  2  a 

0 
6.   Die  Abscisse  x  wollen  wir  auf  der  Axe  vom  Fusspunktc  P^  der  Ordinate 

y^  an  zählen.    Da  dx  s»  da  cos  ijf  ist,  so  wird 

dX'\-d8*^d8{l-\-cohit>)  —  2(l«co8*^^=»2ds(l  — sin'^^)s=»  — 2oda)Vir^^^^^*09 
und  folglich 


+  8  ^  2a  I  dmyi  —  k*  sin*  cd. 


(U 


Ist  e  die  Abscisse  des  Scheitels  5,  so  hat  man  hieraus 


+  1  =^2a  I dmyi  —  A«  »i 


»m*  CO 


and  folglich,  wenn  die  Abscisse  £  des  Punktes  M  von  C  aus  gezählt  und   der 
Bogen  8M  ^B  l  —  «,  wie  vorher  mit  a  bezeichnet  wird 


Üi 


i  +  a^2a   jdmyi  -  ib*  sin«  m  —  2ai;(cD,  k). 
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Indem  man  den  in  Nr.  4  gefundenen  Werth  von  c  eineetst,  erfa&lt  man  fttr  die 

Abscisse  f : 

l  «  ^aE{m,  k)  —  aF  (co,  *), 


woza  die  Ordinate 
kommt. 


am'  — 
a 


y  =»  2ak  cos  m 
6.    Die  Gleichung  «r  »>  al^((o,  X;)  gibt  lo  a 
und  hiemit  (Fig.  37),  wenn  wir  NQ  <»  £'  setzen. 

y  a  ^         .  0 

-^  SS  cos  am  •  — ,        -T^  =  sm  am  •  —  • 

f  a'         f  a 

Trägt  maniVi2»2aan,  wodurch  /'sin  cd  =>  2a  sin  QBN, 
also  vermöge  /*8in(o=B2asin^^  der  Winkel  QJRiV  *»  ^  ^ 
wird,  so  erhält  man 


Fig.  37. 


QE*  =  4a»  —  /•«  sin«  »  =  4a«  (1  —  **  sin««), 
also,  wenn  QU  =^  q  gesetzt  wird 

^-  —  Aam  •  —  • 
2a  a 


Da  der  Kreisbogen  a  =»  SN  ^^  fto  ist,  so  gehört  hiezu  noch:  -7  ="  am  •  —  • 

Es  finden  also  die  elliptischen  Functionen  am-,  cos  am -^  sin  am*,  Aam- 
sämmtlich  ihre  Bedeutung  in  der  Figur.  Aehnlich  wie  Neper  die  Quadratur 
der  Hyperbel  benutzte,  um  die  Zahlenwerthe  der  Logarithmen  zu  berechnen,  hat 
man  die  Gleichgewichtsform,  welche  ein  elastischer,  durch  gleiche  EndkiU«e  ge- 
spannter Draht  annimmt,  zur  Berechnung  der  elliptischen  Functionen  vorgeschlagen. 
Vgl.  Greenhill,  CrraphiccU  repreaentation  of  the  eUiptic  functions  hy  means  of  a 
bent  elastic  beam.  Messenger  of  Mathem,  Vol.  F,  p.  180  (1876). 

.  7.  Die  Figur  gibt  noch  eine  einfache  Tangentenconstruction  der  elastischen 
Linie.  Da  die  Tangente  in  M  mit  MQ  den  Winkel  ^  bildet,  so  ist  B,n  MQ  der 
doppelte  Winkel  NEQ  =  ^tp  anzutragen. 

8.  Die  Ordinate  y  =  /"cos  od  verschwindet  für  09  =  (2n  +  1)  —  und  hiefSr 
nimmt  1^  immer  denselben  absoluten  Werth  an,  der  aus 


sin  ^^  =  k  sin  (2  n  +  1) 


(-  irA: 


folgt.  Schneidet  daher  die  Curve  die  Axe,  so  bildet  in  den  Schnittpunkten  die 
Tangente  mit  der  Axe  immer  denselben  Winkel,  aber  abwechselnd  nach  der  einen 
und  nach  der  anderen  Seite  hingewandt. 

Aus  der  Natur  der  elliptischen  Functionen  folgt,  dass  die  Ordinate  jedes 
Scheitels  eine  Symmetrieaxe  ist,  und  dass,  wenn  die  Curve  die  Axe  schneidet, 
jeder  Schnittpunkt  in  die  Mitte  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  Scheitelordi- 
naten  fällt-,  dass  die  Abstände  aufeinanderfolgender  Scheitelordinaten  und  aufein- 
anderfolgender Schnittpunkte  mit  der  Axe  gleichgross  sind,  dass,  wenn  die  Curve 
die  Axe  schneidet,  je  zwei  aufeinanderfolgende  Scheitel  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Axe  liegen,  dass  alle  Scheitelordinaten  absolut  gleich  und  alle  Sphniit- 
punkte  mit  der  Axe  Wendepunkte  sind. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  viele  Scheitel  oder  Wendepunkte  auf  einer  gegebenen 
Bogenlänge  L  liegen  können.  Wir  wollen  diese  Untersuchung  in  dem  einfacheren 
Falle  fahren,  dass  die  beiden  Endkräfke  A  an  den  Enden  des  Bogens  L  selbst 
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angieifeii  und  die  Yerbindimglinie  dieser  Endpunkte  also  die  Axe  der  Corve  ist. 
In  diesem  Falle  iei  y^  >=  0,  m^  =  \^t  Ä;  =»  sin  -^fi  nnd  theilt  sich  die  g^ze  Länge 
L  der  Gnnre  in  eine  noch  unbekannte  Zahl  n  von  Abtheilungen  von  der  L&nge  2Z, 
so  dass  L  *»  2nl  wird  und  zwischen  dem  Anfangs-  und  Endpunkte  n  —  1  Wende- 
punkte auf  der  Axe  liegen,  deren  Länge  AB  =  2nc  ist.  Man  hat  daher  ver- 
möge des  Ausdrucks  l  in  Nr.  4: 


=  2na  I  - 

J  \ 

0 


. .=^1?.^=:==  2naF(^«,  k). 
|/l  —  k*  sin*«» 


stens   gleich   der   grössten  ganzen  Zahl,    welche  in  L  :  an  ^=^  —]/' 

7t      V       i 


Dies  Integral  ist  gleich  -^ir,  multiplicirt  mit  einem  gewissen  Mittelwerth  der 

Function  (1  —  k*  sin'  m)  Da  der  kleinste  Werth  derselben  1   ist,  so  ist  der 

Mittelwerth  jedenfalls  >  1  und  also  L  =  2na[i  n  -^  •  -  ']^  d,  h,  L^  nair,  also 

n'^ Es  ist  daher  die  Anzahl  n  der  Abtheilungen  des  Bogens  höch- 

"  an  o  o 

enthalten  ist.  Diese  Anzahl  wächst  mit  der  Kraft  Ä,  Zu  jedem  gegebenen  n 
und  ib  aa  sin  -^  ^  gehört  eine  ganz  bestimmte  Kraft  A ,  bei  welcher  diese  Anzahl 
von  Abtheilungen  möglich  ist.  Es  folgt  nämlich  aus  L  =  27taF{\nf  k)  die 
Formel 

9.  Die  Gestalt  der  Curve  hängt  ab  von  den  Constanten  A^  fi^  t/^,  d.  h.  von 
der  Intensität  und  der  Lage  des  Angriffs  der  Kräfte  A  nnd  der  Neigung  der 
Tangente  des  Bogenanfanges  gegen  die  Axe.  Nehmen  wir  zunächst  an,  es  sei  yo=^0^ 
d.  h.  die  Verbindungslinie  der  Bogenenden  sei  die  Axe.  Wir  unterscheiden  fol- 
gende Fälle: 

a)  fb  a>  0  oder  ^  =»  »  (Fig.  38).  In  beiden  Fällen  ist  die  gerade  Linie  Gleich- 
gewichtsform.   Im  Falle  fi  =a  ir  ist  das  Gleichgewicht  sicher,  für  fi  «=  0  kann  es, 

-A     M»0           A 
, ^^C-1 < . 


^  M^JT  A 


Fig.  88. 

J6  nach  der  Intensität  der  Kraft  A  sicher  oder  unsicher  sein.  Denn  für  die  An- 
sah! der  Abtheilungen  der  Curve  durch  die  Wendepunkte  gilt  die  Ungleichung 

ft  ^ Ist  nun  u4  s»  s  :  a'  nur  so  gross,  dass  L  :  na  nicht  grösser  als  1  ist, 

•o  kann  n  nur  0  sein,  d.  h.  die  Curve  hat  weiter  keine  Abtheilungen.    Es  ist 

daher  die  Gerade  so  lange  Gleichgewichtsform,  als  X  :  ira  <^  1,  d.  h.  ^4  ;^   .^ 

ist.  Ueberschreitet  A  diese  Grenze,  so  wird  das  Gleichgewicht  unsicher,  d.  h. 
ist  nicht  mehr  unabhängig  vom  Geschwindigkeitszustande;  bei  gewissen  Geschwin- 
digkeittiuitftnden  bleibt  es,  bei  anderen  hört  es  auf. 

6)  fi<<-^«  (Fig.  39).    Je  nach  der  Intensität  von  A  ohne  Wendepunkt  oder 
mit  Wendepunkten. 
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c)  ^  a.  -^ «  (Fig.  40).    Die  rechtwinklige  elastische  Linie.    Da  X;  :»  nn  -^  fi  iii, 

80  wird  f  z=x  2ak '^  ay2  . 

d)  (i'^  \n  (Fig.  41).   Die  A-Corve  mit  oder  ohne  Wendepunkte.    Von  beson- 
derem Interesse  ist  der  Fall,  dass  c  =  0  wird.    Dann  fallen  alle  Wendepunkte  in 


/«^^l/    ~\ 


v_^ 


/r>fijr| 


/ 


Fig.  40. 


v 


■^^ 


Pig.  41. 


Fig.  48. 


einen  zasammen  und  erlangt  die  Curve  die  Gestalt  des  Zeichens  der  Unendlich- 
keit (Fig.  42).    Es  ist  nach  Nr.  6  c  =^  2aE  Hn,  k)  --  aF  {^n,  k)  und  folgt  der 

Werth  von  fi  aus  den  Gleichungen 

2E(^n,k)  —  F{\n,k)^0,  Ä=.sini/i. 

Man  findet  (i  =  139%  9'. 
V     N.^        Verschieben  sich  bei  stumpfem  fi  die  Endpunkte 
übereinander  hin,  so  entsteht  die  Form  (Fig.  48). 

10.  Im  zweiten  Falle  der  in  Nr.  S  gewählten 
Eintheilung  ist  /":  2a  »  A;  =»  1.    HiefOr  wird 

2a  cos  ^fi  a  I/o»  y  ==■  2a  cos  ^ip. 
Man  erhält  weiter 


Fig.  48. 


cos  m 


al  '  cotg  (i«  —  ^  ^),    6  +  ^  =■  Sasin  J^, 
so  dass 


Fig.  44. 


y  »  2aoos  \^, 

I  =3  2a  sin^^  —  al  •  cotg  (J-«  —  {^) 

die  Gleichungen  der  Curve  werden.  Die  Gurre  hat 
die  Aze  der  Kräfte  zur  Asymptote;  es  ist  y  «»  0, 
{=,  —  oofarf^  —  0  (Fig.  44). 

11.  Im  dritten  Falle  ist  /*:  2a  >  1,  also  wenn 
^^    man  2a  :  f  ^^  k  setzt,  wo  A;  <<  1  ist,  erhält  man 


y-/-|/l-*«sin«i^, 
also  für  k  sin  ^  i^  »  sin  cd  wieder  y  ^^  f  cos  «.     Femer  wird 


mithin 


d«  *->  dy  :  sin  ^  =a  —  akd\'^  :  |/l  — -  Ä;*  sin*  ^^, 


8 


Ebenso 


ak  I  --—-.z=z-—..-T 
J  yi  -k*  sin* 


l^ak 


m 


4^ 

,   /*  dm 


—  ♦ 


a  =:^akF{\if,k). 


rfx  =-  d«  cos  V»  =-  ^»  (1  —  2  sin«  4 ^)  —  U  — -«)  ds  +  .-,  (1  —  k*  sin*  lip)  da. 
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mithin 

«  -  (l  -  jj)«  +  /•  Aco|/l-A;»sin«ä,    fi  =  {ak ^f)F(iip,k)  +  fE{\%  k). 

Diesen  Gleichungen  entspricht  die  Form 
Fig.  45  mit  einer  oder  mehreren  Win- 
dungen. 

12.  Wenn  die  Kräfte  A  unendlich 
klein  werden  und  ihre  Angriffspunkte, 
also  auch  die  Aze  der  Curve,  ins  Un- 
endliche rücken,  so  stellen  sie  zwei  ent- 
Fig.  45.  gegengesetzt   gleiche  Kräftepaare  dar. 

Ist  das  Moment  derselben  gleich  m  und 
wählen  wir  die  Verbindungslinie  der  Endpunkte  des  elastischen  Bogens  zur  a;-Aze,  so 
bottteht  die  Gleichung  u  =>  m  statt  der  Gleichung  in  Nr.  2,  indem  das  Moment  m 

für  alle  Punkte  M  der  Ebene  constant  ist.  Diese  Gleichung  wird  also  —  e  -p-  =»  m 
nnd    folgt    aus    ihr    ^  =* 8  -{-  C,   mithin^   wenn   rp  =^  n  für  8  »-  0  wird 

^  —  ^  as  —  «,  d.  h.  die  Summe  der  Contingenzwinkel  von  der  Anfangstangente 

bis  mr  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  der  Curve  ist  proportional  dem  zwischen- 
liegenden Bogen.  Daher  ist  die  Curve  ein  Kreis  vom  Radius  e  :  m.  Zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Kräftepaare  ertheilen  also  der  elastischen  Linie 
die  Gieichgewichtsform  eines  Kreisbogens,  dessen  Radius  der  Elasti- 
citätsmodulus,  dividirt  durch  das  Moment  der  Kräftepaare  ist.  Die 
Aze  der  Curve  ist  in  diesem  Falle  die  unendlich  ferne  Gerade,  längs  welcher 
iwei  unendlich  kleine  entgegengesetzt  gleiche  KiAfbe  gedacht  werden  können, 
welche  den  beiden  Paaren  äquivalent  wären. 

13.  Für    die   Spannung  T    der   elastischen   Linie   erhalten  wir  nach   §.  9, 

Kr.  4  wegen    fXds  »  A ,    fYds  »  0  den  Ausdruck 

T  =  —  A  ^-  =»  —  A  cos  tb, 

da  ^ 

Die  Spannung  ist  daher  die  Projection  der  Kraft  A  auf  die  Tangente, 
im  umgekehrten  Sinn  genommen.  Sie  ist  positiv,  wenn  die  Tangente 
mit  der  Aze  einen  stumpfen  Winkel  bildet,  negativ,  d.  h.  Pressung, 
wenn  dieser  Winkel  spitz  ist,  sie  verschwindet  mit  ^ss^tt.  In  den 
Formen  (Fig.  41)  z.  B.  findet  also  theils  Spannung,  theils  Pressung  statt;  in  den 
Uebergangspnnkten,  für  welche  die  Tangente  rechtwinklig  zur  Axe  ist,  ist  keine 
Tugentialkraft  erforderlich,  um  das  Gleichgewicht  bei  Abtrennung  des  Bogens 
sn  erhalten. 

Die  Hormalkraft  V  wird  nach  demselben  §.  F»  ^  sin  i^,  nämlich  gleich 
dar  Projection  der  Kraft  A  auf  die  Normale  der  Curve.  Der  Abstand  p 
der  Konnalkraft  V  vom  Curvenpunkte  M  ist 

p  Tim  —.  ui  V  ^^^  Ay  i  A%m'^  =»  y  i  sm^^ 
d.  h.  gleich  der  Tangentenlänge  MT  vom  Punkte  M  bis  zum  Schnittpunkt  mit 
der  Aze. 

14.  Der  IW  schwacher  Biegungen  läset  eine  einfache  approzimative  Be- 
handimig  ni,  indem  für  ihn  die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  durch 
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eine  lineare  Dififerentialgleichung  ersetzt  werden  kann.  Indem  wir  in  dieeelbe, 
nämlich  y  =.  -  a«  ^  den  Werth  ^|  —  ^  :  Fl  +  (^^Y  «"*^*"««^»  ^^^^^ 


sie  die  Gestalt  an 


+ 


i.  [■+©?-»• 


Der  sdiwachen  Biegung  wegen  ist  aber  {,-)    sehr    klein  und   mit   Yemachl&Mi- 
gung  dieses  Gliedes  gegen  1  geht  sie  über  in 

d  +  ä^y-'^ 

welcher  die  Form  .         x    ,    ^   .     x 

y  =^  A  cos [-  B  nm  — 

^  a    '  a 

genügt.    Greifen  die  Kräfte  A  an  den  Enden  des  Bogens  selbst  an,  so  ist  y  =>  0 
mit  X  =»  Of  also  die  Constante  A  =»  0  und  bleibt  y  >=-  JB  sin  —  als  Gleichung  der 

X 

Curve.    B  aber  ist  das  Maximum  f  der  Ordinate,  so  dass  y  s^  fem  —  ist.    Ist  e 

der   Abstand   der   Endpunkte,   so  muss   j/  =  0  für  rc  »a  e,    also   wenn  B   nicht 
Null  ist,   was  nur   im  Falle  der  geraden  Linie  als  Gleichgewichtsfignr  eintritt, 

sin —  =»0,  d.  h.  e  =  nna  sein.    Nun  ist  aber  e  sehr  nahe  gleich  der  Gesammi- 
a 

länge  L  der  Curve,  also  sehr  nahe  L  t=M  nna.    Für  n  «»  1  wird  a  «-  — ,    also 

7CX  ^ItX 

y  =  /*  sin  -=-  .    Für  n  =  2  ist  y  es  /*  sin  — =r-  ;  die  Curve  schneidet  die  Axe  drei- 

mal  auf  der  Länge  Zr,   nämlich  für  o;  »  0,   x  =^  \Lj  x  ^^  L.    Für  n  »s  8  wird 

y  =  f  sm  -y—  u.  8.  f. 

Die  Kräfte  A,  welche  kleine  Biegungen  hervorzubringen  vermögen,  sind  nach 
Nr.  8,  da  fär  solche  k  =  f  :^a  sehr  klein  ist,  also  F  {\n^  k)  sich  nahezu  aof  \n 

reducirt:    A  =  — r-^  (i  w)*  =»  — =rr—  . 

15.  Die  ebene  elastische  Linie,  an  welcher  blos  zwei  Endkräfte  angreifen  und 
welche  Galilei  gleichfalls,  wie  die  Kettenlinie,  für  eine  Parabel  hielt  {Ditcorsi  e 
dimostrazioni  m<xtem<iHche  etc.^  Leidal638),  wurde  zuerst  von  Jacob  Bernonlli  be- 
handelt {Curvatura  lamifuie  el<i8ticae;  (jus  idetUitas  cum  curvcUura  lintei  a  pandere 
inclusi  fluidi  expansiv  eic.  Acta  eruditorum  Lips,  1694,  p.  262  und  ExplicaUones^ 
annotatumes  et  additiones  ad  ea,  quae  in  Actis  superioris  anni  de  cwrra  dasUca^ 
isochrona,  paracentrica  et  velaria  hinc  inde  memarata^  et  partim  conirwersa  Ugun- 
tur;  übi  de  linea  mediarum  directionum^  aiiisgue  novis.  Ibid.  1696  p.  587 — 658. 
Zehn  Jahre  später  schrieb  er  eine  Abhandlung:  Viritable  hypoifiise  de  la  risittance 
des  solides^  avec  la  demonstration  de  la  courbure  des  carps  qui  fönt  ressort,  (M^m. 
de  TAcad.  des  scienses,  1705,  p.  230  oder  Opera,  T.  II,  p.  976).  Daniel  Ber- 
noulli  theilte  Euler  mit,  dass  er  gefunden  habe,  dass  für  diese  Curve  das  Integral 

ds 

-j-  ein  Minimum  werde,  wo  q  den  Krümmungshalbmesser  bedeutet.    Died  yer- 

anlasste  Euler  sich  die  Aufgabe  zu  stellen:  „die  ebene  Curve  zu  finden^  für  welche 
unter  allen  Curven  gleicher  Bogenlänge,  welche  durch  dieselben  zwei  Ponkte  Äf  B 


I 
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hindnrcligehen  and  in  diesen  von  denselben  Geraden  berührt  werden,  das  Integral 
—5-  ein  Minimum  werde.    Er  löste  sie  in  seinem  berühmten  Werke:  Mel/iodua 


ß 


^i  lineas  curvas  tnaximi  minimive  proprietate  gaudentes;  Lansannae  et  Genevae 
1774,  S.  246  n,  £P.  {Ädditanientutn  I,  De  curvis  elasticis  p.  245—310).  Er  gibt  eine 
▼ollständige  Discnssion  der  elastischen  Linie  und  führt  9  Hauptformen  derselben  auf. 
Ausserdem  geboren  hierher:  L.  Euler,  Solutio  probletnatis  de  inveniendn  curva, 
quam  format  lamina  utcunque  elastica  in  singulis  pimctis  a  potentiis  quihuscunqtte 
nUieitaki.  (Comment.  Acad.  Petrop.  T.  III,  ad  a.  1728.)  —  Genuina  principia 
dodrinae  de  skUu  aequilibrü  et  motu  corporum  tarn  perfecte  flexibilium,  quam  elastico- 
mm  (Novi  Comment.  Acad.  Petrop.  T.  XV,  p.  a.  1770,  p.  381--413).  —  De  gemina 
mdhodo  tonn  aeqmUhrium,  quam  motum  corporum  flexihüium  deierminandi  et  tUrius- 
fue  egregio  consenau  (Novi  Comment.  Acad.  Petrop.  T.  XX,  p.  a.  1775,  p.  286—  303). 
§.  11.  Wir  fügen  einige  weitere  leichte  Aufgaben  über  die  elastischen  Linien 
hinsn,  um  dieselben  unter  Voraussetzung  schwacher  Biegung  approximativ,  wenn 
auch  nur  andeutungsweise^  zu  behandeln. 

Eine  homogene,  schwere  elastische  Ge- 
rade ruht  auf  zwei  Stützen  Äy  B  gleicher 
Böhe  und  biegt  sich  unter  dem  Einfluss  der 
Schwere  (Fig.  46);  die  Form  derselben  zu  be- 
stimmen. 

Die  horizontale  Verbindungslinie  der  Stützen  A^  B 
Pj    ^g  sei   die  a;-Aze,   die  Verticale   des  Punktes   A   die 

y-Axe,  positiv  abwärts  gerechnet.  In  einem  beliebigen 
Punkte  M  {x^y)  trennen  wir  ab  und  betrachten  das  Linienstück  MB.  Ist  p  das 
Gewicht  der  Längeneinheit  der  Linie  und  AB  =^  a,  so  ist  das  Gewicht  des  Bogens 
MB  nahezu  gleich  dem  seiner  Horizontalprojection,  nämlich  gleich  |7  (a — x);  dasselbe 
greift  im  Massenmittelpunkte  des  Bogens  an  und  das  Moment  desselben  in  Bezug  auf 
Jf  ist  daher  \p  (a  —  rc)',  im  positiven  Sinne  zu  nehmen.  Der  Widerstand  bei  B 
ist  gleich  dem  halben  Gewichte  \pa  des  ganzen  Bogens  und  sein  Moment 
—  ^P^i"*  —  ^)-  ^^0  Summe  der  Momente  aller  am  Bogen  MB  angreifenden 
Kräfte  in  Bezng  auf  dessen  Ende  M  ist  daher 

iP  (fl  —  ^)*  —  \pa  (a  —  x)  e^  —  ^  j)iP  (a  —  x); 

dieselbe  ist  gleich  dem  Biegungsmomente  —   der   elastischen    Kräfte    zu    setzen, 

d^  fj                     £ 
d.  b.  wegen  der  Schwäche  der  Biegung  gleich  «  y  ^  (es  ist das  Biegungs- 

g 
moment  für  M  als  Endpunkt  von  AM^  —  für  M  als  Endpunkt  von  MB), 

Man  bat  daher  7. 

'  dx^  ^  ~  *^^  ^^  ""  ^^ 
und  hierans  ■, 

^;il='ip{h"'-i(»^'  +  i^'). 

da  wegen  der  Symmetrie  der  Figur  -^  für  ä  =  ^  a  verschwindet   Femer  hat  man 

ohne  Contiante,  da  y  —  0  wird  für  a;  »  0.    Das  Maximum  f  der  Ordinate  (die 

Senkmig  oder  Durchbiegung),  entsprechend  x  '^  \a  ist  /*»*  --—  a*p, 

384f 
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Es  ist  weiter  J  Xds  =  0,  CYds  =  ^p  (a  —  rc)  —  \pa;  daher  die  Span- 
nung nach  §.  9,  Nr.  4 

^rVJtr  da  P^  nahezu  gleich  ^  wird. 

^  eis  °  cfa; 

r  §.  12.    Die  homogene,  schwere  elastische 

"^  Fig.  47.  Linie  liege    auf  zwei  gleich  hohen  Stützen, 

trage  aber   im   Abstände  l  von   Ä   noch  ein 
Gewicht  F  (Fig.  47). 

Den  Widerstand  der  Stütze  B  findet  man,  indem  man  Momente 
nimmt  in  Bezug  auf  Ä^  nämlich  Na  »  \pa*  -j-  Ph  Man  hat  hier  zweierlei 
Formeln  zu  bilden,  je  nachdem  der  Punkt  M  (x^  y)  zwischen  Ä  und  C  oder 
zwischen  B  und  C  liegt.    Im  ersteren  Falle  ist  die  Momentensumme 

M,  =  ip  (a  -  xy  +  P{1  -  X)  -  Upa  +  P ~\  (a  ^  x), 

im  andern  Falle      _-         .      ,  \a        /i  i    t>  '  \  /  v 

M^  =^\p  (a-^  xy  —  (\pa  +  P—)  {a~-  x). 

Man  hat  daher  für  die  Punkte  des  Bogens  Ä  C  und  B  C  die  beiden  verschiedenen 
Gleichungen:  .  ^*y«  _  Äf         *  ^*3^«  =  Äf 

Die  Integration  derselben   führt  4  Constanten  ein,    welche    man    durch   die 

4  Bedingungen  zu  bestimmen  hat:  1.  für  a;  =  I  ist  -~  =  ~- ,   2.  für  o;  =:  o  ist 

ax        ax 

y  =s  0,    3.  für  rc  =  i  ist  y,  S-«  t/g ,    4.  für  o;  «=  a  ist  y  =  0. 

Die  Senkung  ist  der  grösste  Werth  unter  den  Maximis  von  y^  und  y^, 

§.  13.    Die   elastische   Linie    sei   nicht    schwer,   sondern    blos   am 

Ende  B  mit  einem  Gewichte  belastet,  bei  Ä  aber  eingespannt,  so  dasa 

die  Tangente  daselbst  horizontal  ist  (Fig.  48). 

/£'  ii  d  ij 

Hier  ist  £  y-^  =P(a  —  ic),    8  —-  =»  P  {ax  —  ix%    ohne  Constante,    da 

-^  =0  i8tfüra:=a0;  «y  =  P{^ax*  —  ^x%    gleichfalls    ohne  Constante,    da 

Pa^ 

y  =s  0  für  o;  =  0.   Die  Senkung  (bei  x  =  a)  beträgt  /"  ==  J 


T 


Flg.  48.  Fig.  49. 

§.  14.    Die  homogene,   schwere   elastische  Linie   sei    bei  A   hori- 
zontal eingespannt,  bei  B  frei  und  weiter  nicht  belastet. 
Hiefür  ist 

By  «=  \p  (J  a*ir*  —  i  ax^  +  ^^  x*). 
Die  Senkung  beträgt  /•—  ^?  -  . 


IIL  Th.,  Cap.  YU,  §§.  16.  17.    Der  elastisch  biegsame  Faden  im  Banme. 
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§.  16.  Die  homogene,  schwere  elastische  Linie  sei  bei  Ä  und  B 
horiiontal  eingespannt  und  weiter  nicht  belastet  (Fig.  49). 

Die  Auflagerung  und  Einspannung  bei  B  kann  als  äquivalent  angesehen  wer- 
den einer  vertikal  stützenden  Kraft  F  und  einem  Paare  vom  Momente  fi.  Da- 
durch wird  das  Moment  der  Kräfte  von  dem  Bogen  AB  im  Punkte  M  gleich 
iiP  (a  —  rc)'  +  jP  (a  —  a?)  +  ^  und  die  Differentialgleichung  der  elastiachen  Linie 


dx^ 


^p{a-xy  +  F{fl-x)  +  ii., 


dy 


Aus  ihr  folgt  f  :j^  ==  ii?  (a^x  —  ax^  -{-  \x^  -\-  F  {ax  —  ^a:*)  +  f^ar,   ohne  Con- 

aX 


stante,  da  -r^ 
'        dx 


0    wird    für    ic  ==  0.    Weiter    folgt    sy  =  ^p  (^a*«'  —  ^ax^ 


+  A^*)  +  -^  (i  «^'  —  i^*)  +  i  Cix\  ohne  Constante,  da  y  =  0  ist  für  rc  =  0. 
Um  die  beiden  Constanten  F  undjüi  zu  bestimmen,   hat  man  für  x  =»  a  sowohl 

d  V 

— ^  =B  0,  als  auch  y  =  0.     Diese  Bedingungen  liefern  JP=  —  ijp«,  f*  =  i^pa*. 

0  X 

Die  Senkung  betiügt  /*=  y^«  pa\   Für  die  frei  auf  den  Stützen  aufliegende  Linie 
6    pa*      ^.    „.         ^ 


betrag  sie 
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Fig.  50. 


M, 


mithin 


Die  Einspannung  reducirt  die  Senkung  also  auf  ein  Fünftel. 

§.16.  Die  homogene  schwere  elastische 
Linie  sei  bei  Ä  eingespannt  und  liege  bei 
B  frei  auf  einer  Stütze  auf;  ausserdem  sei 
clle|elbe  durch  ein  einzelnes  Gewicht  P  im 
Abstände  l  von  A  belastet  (Fig.  50). 

Ist  N  der  Widerstand   der  Stütze,   so    erhält 
man  für  Punkte  M  {x,  y)   zwischen  A  und  P  und 
solche  zwischen  P  und  B: 
iP  (a  —  «)«  +  P(Z  —  a;)  -  JV  (a  —  x), 
M^  =  ii)  (a  -  x)^  ^N{a  -  x); 


d'yr 


Ml , 


d'y. 


Jif,. 


dx^  ^ '      '^  dx^ 

Die  Bedingungen  für  die  Bestimmung  der  Constanten  sind 

dyi 


1.  für  a;  =>  0  ist  1/j  >=»  0  und 

2.  f ür  a;  =s  2  ist  ^1  <=>  y,  und 

3.  für  a;  «»  a  ist  y^  =»  0. 


dx 

dyi 

dx        dx 


0, 

dyt 


Wir  gehen  auf  das  Detail  dieser  fQr  die  Technik  wichtigen  Aufgaben  hier 
nicht  ein,  da  dieser  Gegenstand  den  Schriften  über  angewandte  Mechanik  zu- 
fallen muss. 

§.  17.  Der  elastisch  biegsame  Faden  im  Räume.  Fallen  die  den 
elastischen  Faden  afßdrenden  Kräfte  nicht  in  eine  Ebene,  so  nimmt  derselbe  im 
Falle  des  Gleichgewichts  die  Gestalt  einer  doppelt  gekrümmten  Linie  an.  Wir 
setzen  dabei  voraus,  dass  blos  ein  elastischer  Widerstand  gegen  die  Biegung,  d.  h. 
von  Tangente  zu  Tangente,  aber  kein  Widerstand  von  Schmiegungsebene  zu 
Schmiegungsebene  (Torsionswiderstand)  stattfinde.  Damit  ist,  wie  bisher,  das 
Moment  der  elastischen  Kräfte  eines  Curvenbogens  vom  Anfang  A  bis  zu  irgend 
einem  Ponkte  M  {x,  y,  z)  dtp  e 


ds  '^ 
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Der  ContiDgenzwinkel  diff  ergibt  sich  mit  Hülfe  des  InfinitesimaldreieckB  A 
dreier  anfeinanderfolgender  Punkte  M,  M\  M"  der  Carve.  Es  ist  nämlich 
2  A  =-  MM'  .  M'M"  .drp^ds  {ds  +  d«s)  dip ,  mithin  ds^d^f  —  2  A  und 
2A  .1        dii>       2A 


1        dtp 
,  ,,     sowie   -  =  — -  =  —  - 
a«*  Q        ds        ds^ 


Daher  wird 


u 


—  2f 


ds' 


Das  Gleichgewicht  zwischen  den  gegebenen  und  den  elastischen  Kräften  am 
Bogen  Ä  M  verlangt,  dass  das  Moment  //  der  erstcren  dem  Momente  u  der  letz- 
teren entgegengesetzt  gleich  sei.  Die  Componenten  des  Momentes  H  sind  aber 
entsprechend  §.  9  Nr.  4,  in  den  Ebenen  der  yz,  zx^  xy  oder  als  Azenmomente 
parallel  den  Axen  der  x,  y,  z  gedacht 

Il^=^J[dzjYd8  —  dyJZds],    H^  ^J\dxfZd8-dzJXd8], 

H^^fldyJXds  -dxfYds]; 

Die  Componenten  u^,  u  ,  u^  von  u  parallel  denselben  Axen  erhalten  wir,  indem 

wir  das  senkrecht  zur  Schmiegungsebene  MM' M'\  der  Ebene  des  Dreiecks  A, 
in  welcher  das  Paar  liegt,  dessen  Moment  u  ist  (parallel  zur  Binormale  oder  sn 
der  Krümmungsaxe  der  Curve),  aufgetragene  u  auf  die  Coordinatenaxen  projiciren. 
Die  Richtungscosinusse  dieses  u  gegen  die  Axen  der  x^  y,  z  sind  aber  die  Cosinusse 
der  Winkel  X,  fi,  y,  welche  das  Dreieck  A  mit  seinen  Projectionen  A^^,  A  ,  A^  auf 
die  Ebenen  der  yz^  zx,  xy  bildet,  nämlich 

cos  l       cos  fi       cos  V         1   2q 

=  ""  A  ■"  ds^ ' 


Iliemit  werden 

u.  =  —  2€ 


'j 


cos  V 

"a7 


Mit  Rücksicht  auf 


X 

d?  ' 


2A 


dy 
d"y 


dz 

d^z 


2A. 


--  2s 

I  dz 
I  d^z 


ds'^' 

dx 
d*x 


u. 


—  2b 


ds' 


2A. 


dx    dy 
d^x  d^y 


sind  daher  die  Gleichgewichtsbedingungen  im  Punkte  M 


dy   dz 
dhj  d^z 


IT 


0 


ds^ 


—  If. 


ds^ 


dx  dy 
d'^x  d*y 


—  H^.=0. 


dz   dx 
d^z  d^x 

Zwei  dieser  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  der  Gleichgewichtsfigur 

des   elastischen  Fadens.    Die    drei  darin   enthaltenen   Integrale    C  Xds,  J  Tds, 

jZds  führen  drei  Constauten  mit  sich  und  die  weiteren  zur  Bildung  der  Grössen 

//^,  J/y,  H^  geforderten  Integrationen  verlangen  noch  je  eine  Constaute  weiter. 

Da  die  Gleichungen  aber  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  sind,  so  treten  durch 
die  Integration   von   zweien   von   ihnen   noch   4  neue  Constanten  in  die  Unter- 

■ 

suchung  ein.  Demnach  bestimmen  9  Constanten  die  Gleichgewichtsfigur  des 
Fadens.  Nimmt  man  die  Coordinaten  der  beiden  Endpunkte  und  die  Fadenlänge 
als  gegeben  an,  so  bestimmen  sich  hiedurch  5  Constante.  Die  Richtung  der  Tan- 
gente in  einem  gegebenen  Punkte  ist  durch  2  Bedingungen  bestimmt.  Gibt  man 
also  noch  die  Tangenten  in  den  Endpunkten,  so  erhält  man  die  vier  weiteren 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  vier  noch  übrigen  Constanten. 

Schneidet  man  im  Punkte  M  den  Faden  durch,  so  genügt  es  nicht,  lor  Er- 
haltung des  Gleichgewichts  blos  längs  der  Tangente  eine  Spannung  einsuftlhreD, 


ILTh.Cap.Vll, 
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inUBB  In  d«t  Sclimiegaagsebeue  äea  Endpuakteä  M  neben  der  l'angeutiul- 
l  T  noch  eine  Normnikraft  V  wirken,  niii  dos  Auawpichen  der  Tangeiitt.'  in 
r  Schmiegungtebcne  »n  Terhindeni.  Da  diese  beiden  Krütte,  wenn  der  Faden 
leif  gedacht  wird,  wobei  die  elastischen  KrtU'te  verii^h winden,  wie?  am  nnver- 
lerlichen  System  mit  den  gegebenen  Erüften  Oleichgewicht  halten  mfiasen,  so 
|rbalt  m&n  Tand  V  indem  man  die  Ki^Üte  f  Xäa,  f  Yds,  f  Zd»  auf  die 
wgenti'  nod  die  Haiiptiiormale  projicirt  und  den  Abstand  p  d«r  Kraft  ¥  von  M 
LH  die  Momente  in  der  Schniiegunggel>eno  fQr  M  gleich  Null  setxt.  Dies 
lefcrt  zunäcliat 


eil  die  Richtnngscoein 


B  der  Hauptnormalen 


Sieh  weil  das  Moment  U  der  gegebenen  Er&fte  gleich  u  sein  muBB 

Fp  +  «  =  (). 

B  Kräfte  T  und  V  sind  im  Allgemeinen  einer  Einzelkraft  E.(]utvalent,  welche  in 
I  Scbmiegungdebene   Mit   und   die   Tangente   im   Abstände  p   von  M  trifft;    in 
sonderen  Fällen  können  aie  aber  auch  einer  unendlich  kleinen  unendlich  fernen 
kraft,  d.  b.  einem  Paare  ilquivalent  sein. 

l.     Auf    die    verlängerten    Tangenten    der    Endpunkte    einer 

(lastisch  biegsamen  Geraden  oder  auf  sonstige  an  den  Endpunkten 

kngefilgte   anderweitige   unverlluderliche  Gebilde   wirken   an  jedem 

.de  beliebige  Kräfte  im  Räume,  ohne  dass  über  den  Bogen   selbst 

ntin  airlich  Krilfte  vertheilt  sind;  man  soll  Gestalt,  Spannung  u,  e.w. 

r  Fadencurve  ermitteln. 

Denken  wir  die  Endkiüfte  beiderseits  för  ihre  Centralaien  auf  Resultante  A 

nd  resnltirendes  Axenmoment  ni  redncirt,  so  folgt  sofort,  da  das  Gleichgewicht 

loch  fortbestehen   muss,   wenn  der  Faden  steif  wird,   dass  die  Centralaien  eu- 

■nmanfalleD  and  sowohl  die  Resultanten,  als  auch  die  Axenmomente  entgegen- 

Meist  gleich  aeiu  mÜHaen.    Die  gemeinschaftliche  Centralaxe  nennen  wir  die  A»e 

r  elMtiicheu  Cnrve.     Wir  wühlen  sie  zur  Aie  der  x  und  legen  die  s-Axe  dnroh 

I   Änfangiipunkt  des   Bogens-    Für  einen    beliebigen   Punkt   M  («,  y,  x)  sind 

lan  dio  Momenb;  der  Resultanten  A  gleich  m,  —  Az,  Ay  'tmd  bestehen  die  drei 

Idchgewichtab  edin  gangen : 

\dijdt\  t_\,hdx\       _  _^\dx    dy\ 

'\d*<j  dU\  •    d^\d':d^x\  '    di'\d'wd'ij\ 

Diae  Gl«icbungen  künnen  wir  ancb  so  schreiben: 


•  Av. 


TOn  ihnen  sagt  aus,  dass  d 
inkel*   iwiscbcn   der  Krü 


lie  Kräramong  i 


i>^Ay. 


uugsaxo  nnd   dnr  Asc   dar  Cui 
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(oder  also  der  Cosecanto  des  Winkels  zwischen  der  Schmiegungs- 
ebene  and  der  Aze  der  Carve)  proportional  ist. 

Quadrii-t  und  addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  so  ergabt  sich 

i-  =»  m«  +  ^«  (y»  +  r*)  =  m*  +  Ä*r\ 

wenn  man  mit  r  den  Abstand  des  Curvenpunktes  von  der  Axe  bezeichnet.    Das 

Quadrat  der  Krümmung  der  Curve  hat  daher  zwei  Glieder,  ein  con- 

stantes  und  ein  veränderliches,  dem  Quadrate  des  Abstandes  von  der 

Axe  proportionales.    Die  Krümmung  wächst  daher  mit  dem  Abstände 

von  der  Axe. 

Schneidet  die  Curve  die  Axe,  so  ist  für  den  Schnittpunkt  r  =»  0  und  folglich 

c  s 

—  =3  m.    Da   aber   —  cos  A  =  w   ist,    so   folgt    cos  A  =  1,    d.  h.   in   einem 

Q  Q 

Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Axe  fällt  die  Krümmungsaxe  mit 
der  Axe  der  Curve  zusammen  und  steht  also  die  Schmiegungsebene 
auf  dieser  Axe  senkrecht.  Für  Punkte  der  Axe  wird  die  Krümmung  ein 
Minimum;  dies  Minimum  ist  Null  für  m  =»  0. 

Parallel  mit  der  Axe  kann  die  Curve  nur  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte  werden.    Denn  da  in  diesem  Falle  auch  die  Schmiegungsebene 

mit  der  Axe  parallel  werden  muss,  so  wird  in  der  Formel  —  cos  X  =  m  der  Factor 

cos  A  =  0  und  mithin  —  «=■  oo  werden  müssen.    Hierzu  folgt  aber  dann  r  «■  cx>. 

Q 

Nur  in  dem  einen  Falle,  dass  m  ==  0  ist,  ist  cos  X  stetä  Null,  also  die  Schmie- 
gungsebene immer  mit  der  Axe  parallel.  In  diesem  Falle  ist  aber,  wie  sich  so- 
gleich nachher  zeigen  wird,  die  Curve  eben  und  gibt  es  Punkte  im  Endlichen, 
deren  Tangente  mit  der  Axe  parallel  läuft. 

Indem  man  aus  den  Gleichungen  - ,-  =  m*  +  Ä*r^  und  —  cos  X  =^  tn    die 

Grösse  —  eliminirt,  ergibt  sich  m  ig  X  =»  Ar^  d.  h.  der  Abstand  des  Curven- 

Q 
Punktes   von   der  Axe   ist   der  Tangente   des  Winkels   zwischen   der 

Krümmungsaxe  und  der  Axe  der  Curve  proportional  oder  das  Pro- 
dukt aus  dem  Abstände  r  und  der  Tangente  der  Neigung  der  Schmie- 
gungsebene gegen  die  Axe  ist  eine  Constante  m:  A, 

Eliminirt  man  m,  so  folgt  —  sin  A  «»  Ar,     Daher   ist   die   Krümmung 

dem  Abstände  r  von  der  Axe  und  der  Cosecante  der  Neigung  der 
Krümmungsaxe  gegen  die  Axe  der  Kräfte  proportional. 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  in  der  zuerst  aufgestellten  Form  der 
Reihe  nach  mit  dx,  dy,  dz  und  addirt  sie,  so  verschwindet  die  Determinante, 
welche  gleich  der  Summe  der  linken  Seite  wird,  indem  sie  zwei  gleiche  Reihen 
enthält  und  bleibt 

y    « 

dy  dz 

Es  ist  aber  ydz  —  zdy  der  doppelte  Elementarsector,  den  die  Projection  des  Ab- 
standes r  des  Punktes  (x^  y,  z)  von  der  Axe  auf  die  y;?- Ebene  beim  Uebergange 
von  diesem  Punkte  zum  nächstfolgenden  beschreibt,  während  dx  die  Projection 
des  zwischenliegenden  Bogenelementes  d$  auf  die  Axe  ist.    Integrirt  man  also 


mdx  +  -^ 


=  0   oder   mdx  +  A  {ydz  —  zdy)  =■  0. 
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YOn  eiiem  Pimkie  M  bis  zu  einem  anderen  Pankte  N  der  Corve  and  bezeichnet 
die  Projectionen  dieser  Punkte  auf  die  Aze  mit  f*,  v  und  ihre  Projectionen  auf 
die  zur  Axe  senkrechte  j/^r- Ebene  mit  itf|,  N^,  so  erhält  man 

m  .  f*v  +  2  ^  .  Sect.  OM^N^  =  0 


oder 


Sect.  OM^N^    _         w 

i  Ä  > 


d.  h.  der  Sector,  welchen  der  Radiusvector  in  der  Projection  der 
Curye  auf  die  Ebene  des  Paares  m  beschreibt,  ist  proportional  der 
Projection  des  Bogens  auf  die  Axe  der  Curve. 

Ist  insbesondere  m  »a  o,  d.  h.  sind  die  Endkräfte  Einzelresultanten  äquivalent, 
so  wird  die  zu  integrirende  Gleichung  ydz  —  zdy  =  0,  d.  h.  z  :  y  =  Const.  oder 

6 

s  -i-  ay  =  Of   also  die  Curvo  eben.    Dann  ist  —  =  Är^    d.  h.   die  Krümmung 

Q 

dem  Abstände  von  der  Axe  proportional,  wie  oben  §.  10,  Nr.  1,  S.  120. 

Ist  Ä  =  0,  d.  h.  reduciren  sich  die  Endkräfte  auf  Paare  wi,  so  wird  mdx^  0, 
also  X  B>  Const. ,  d.  h.  die  Curve  liegt  in  einer   zur  Axe  der  Paare   senkrechten 

Ebene;   femer  ist  —  «a  m,   also  die  Krümmung  constant    Mithin  ist  die  Curve 

Q 

ein  Kreis  (§.  10,  Nr.  12,  S.  126). 

Von  den  drei  Differentialgleichungen  des  Gleichgewichts  genügen  irgend  zwei 
oder  irgend  zwei  von  einander  unabhängige  Combinationcn  derselben  zur  Bestim- 
mimg der  Gleichgewichtsform.    So  z.  B.  die  beiden 

Jede  Curve,  welche  diesen  beiden  Gleichungen  genügt^  ist  eine  Gleichgewichts- 
form der  elastischen  Linie,  für  welche  die  x-Ane  die  Axe  der  Kräfte  ist.  Die 
Gleichgewiohtsform  ist  daher  durch  die  beiden  Eigenschaften  definirt:  1.  das 
Quadrat  der  Krümmung  ist  eine  lineare  Function  vom  Quadrate  des 
Abstandes  von  der  Axe  der  Kräfte  und  2.  der  Scctor,  welchen  die  Pro- 
jection irgend  eines  Bogens  auf  die  Ebene  der  Paare  mit  den  Projec- 
tionen der  Abstände  seiner  Endpunkte  einschliesst,  ist  proportio- 
nal der  Projection  des  Bogens  auf  die  Axe.    Der  Proportionalitätsfactor  der 

Projection  des  Bogens  ist  —  i  "T  *    ^^^  CoefGcient  am    Quadrate  des   Abstandes 

in  dem  Ausdrucke  fQr  die  Krümmung  ist  ( — ]  ,    während    das    Absolutglied    i 

demselben  ( — j    ist 

Die  Schraubenlinie  eines  Rotationscylinders  genügt  diesen  bei- 
den Bedingungen  und  ist  daher  eine  Gleichgewichtsfigur  des  elasti- 
schen Fadens.  Denn  für  sie  sind  r  und  q  constant  und  zwar  ist  ^=ra:sin^ff, 
wenn  a  den  Radius  des  Cy linders,  cc  die  coiistante  Neigung  der  Curve  gegen  die 
Asa  bedeutet.    Man  hat  daher  zur  Bestimmung  von  m  und  A  zunächst  die  Glei- 

chnng    -7  sin'a  «»  tn*  -{-  A^a\   Femer  folgt  aus  der  Erzeugungsart  der  Schrauben- 

linie,  dasa  auch  die  zweite  Bedingung  erfüllt  ist.  Denn  die  Projection  des  Bogens 
auf  die  Aze  des  Cylinders  ist  proportional  dem  Winkel,  welchen  die  Radien  des 
KxeÜMhnittet  mit  einander  bilden,  welche  nach  den  Projectionen  der  Endpunkte 


m 
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des  Bogens  hinführen;  diesem  Winkel  ist  aber  auch  der  von  ihnen  eingesclbosaene 
Sector  proportional.  Daher  ist  der  Sector  selbst  der  Projection  des  Bogens  auf 
die  Aze  proportional.  Die  Constante  dieser  Proportionalität  ist  na*  :h,  wenn  h 
die  Höhe  des  Schraubenganges  bedeutet,  oder  d&  h  :  2na  *=  cotang  a  ist, 

na^  :  27ca  cotang  a  =1  -^ a  tg  a. 

Wir  erhalten  daher  als  weitere  Gleichung  zur  Bestimmung  von  m  und  Ä  vermöge 
der  zweiten  Bedingung  —  m  :  A  *^  a  ,  tang  a.  Aus  den  beiden  Gleichungen  er- 
geben sich: 

£     .  ,  .  e   sin'a 

m  =  —  sin*  a ,  A  = 5 • 

a  a*   tg  a 

Die  zweite  Bedingung  liefert  den  einfachen  Satz 

m       na* 


A         h    ' 

d.  h.  es  verhält  sich  das  Moment  tn  des  Paares  zur  Kraft  A,  wie  die  Fläche  des 
Cylinderquerschnitts  zur  Höhe  des  Schraubenganges. 

Für  die  Spannung  T,  die  Normalkraft  V  und  deren  Abstand  p  ergeben  sich 

nach  §.  17.  wegen  fXda  =  -4,    fYds  =^  CZds  =  0,  nÄmlich 

,   dz 
d  •  — 

T Ä^,     V A-^,      Vp  +  m  =  0. 

ds  ds  ^   '  . 

dsß 
Für  die  Schraubenlinie  ist  -r-    constant,    nämlich    der    Cosinus    der    constanien 

ds  ' 

Neigung  der  Curve  gegen  die  Axe.    Daher  hat  T  durchaus  denselben  Werth.  Die 

Normalkraft  V  ist  Null,  wie  auch  direkt  ersichtlich,  denn  die  Hauptnormale  der 

Schraubenlinie  ist  senkrecht  zur  Aze  und  daher  ist  die  Projection  von  A  auf  sie 

Null.    Da   K  =  0  ist,  so  muss  p  =  cx)  werden.    Es  kann  daher  nur  ein  Paar 

von  dem  Momente  —  m  in  der  Schmiegnngsebene  das  Gleichgewicht  erhalten  in 

Verbindung  mit  T;  dasselbe  kann  mit  T  zu  einer  Kraft  vereinigt  werden. 

§.  19.  Ein  elastischer  Faden  habe  die  Gestalt  einer  ebenen  Curve; 
durch  gegebene  Kräfte  werde  er  in  die  Gestalt  einer  doppelt  ge- 
krümmten Curve  verdreht,  jedoch  so,  dass  die  Contingenzwinkel 
nicht  verändert  werden  und  nur  die  Ebene  der  Curve  sich  in  die  ver- 
Hchiedenen  Schmiegungsebenen  der  Curve  doppelter  Krümmung  ent- 
blättert. Es  findet  demnach  keine  weitere  Biegung,  nur  eine  Torsion 
um  die  Tangenten  statt.    Man  soll  die  Gestalt  der  Curve  ermitteln. 

Es  seien  M^  M\  3f ",  M'"  vier  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Gleich- 
gewichtscurve,  also  MM'M'\  M' M."  M'"  zwei  aufeinanderfolgende  Schmiegungs- 
ebenen und  da  der  unendlichkleine  Winkel,  den  sie  mit  einander  bilden.  Durch 
den  elastischen  Torsionswiderstand  werden  diese  beiden  Schmiegungsebenen  eum 
Zusammenfallen  getrieben ;  dies  Zusammenfallen  kann  durch  eine  imveränderliche 
Linie  verhindert  werden,  welche  zwei  Punkte  derselben,  z.  B.  M  und  M"\  ver- 
bindet. Daher  ist  der  Torsionswiderstand  der  Spannung  der  Linie  MM'"  ent- 
gegengesetzt gleich.  Derselbe  kann  aber  ebensogut  durch  zwei  andere  Kräfte 
dargestellt  werden,  welche  irgend  zwei  andere  Punkte  der  Schmiegungsebenen 
verbinden.  Durch  ähnliche  Schlüsse,  wie  §.  9  bei  der  Biegung  elastischer  Linien, 
ergibt  sich  für  alle   solche  Kräfte,  dass  das  Moment  in  Bezug  auf  die  Sohnitt- 
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linie  beider  Schmiegangsebenen,  nämlich  in  Bezug  auf  die  Tangente  M'  M"  als 
Axe  dasselbe  sein  muss.  Nennen  wir  v  dies  Moment,  so  können  wir  die  Intensität 
p  der  längs  MM'"  wirkenden  Kräfte  darstellen.  Denn  das  Moment  yon  p  in 
Bezug  auf  M'  M"  ist  p8  sin  {p^M'  M")^  wenn  6  der  kürzeste  Abstand  der  Kraft 
p  von  M'  M"  ist.    Man  hat  daher 

p^  sin  (p,  M' M")  =  V, 

woraus  p  folgt.  Da  das  6 fache  Volumen  H  der  Pyramide  MM* M" M"\  nämlich 
6JI  =3  MM'"  .  M'M!' .  d  sin  Cp,  M' M")  ist,  so  wird 


,    MM" ,  M'M" 

p=t n ^- 

Das  Moment  v  heisst  das  Torsionsmoment.    Wir  setzen  es  dem   unendlich- 

kleinen  Schmiegungswinkel  da  oder  vielmehr  der  Torsion  —  =  j~  proportional, 
wo  r  den  Torsionsradius  bezeichnet,  nämlich 

wobei  das  Zeichen  (— )  den  Sinn  von  v,  entgegengesetzt  dem  Sinne  des  Scbmic- 
gungswinkels,  ausdrückt.    Der  Coefficient  ^  heisst  der  Torsionsmodulus. 
Um  den  Schmiegungswinkel  da  darzustellen,  kann  man  bemerken,  dass 


■iti 


6n  =  2AMM  M    •       — ,,/,-F7>    — sm  da, 

M  M 

nämlich  gleich  der  doppelten  Gnmdfläche  2A  MM'  M"  multiplicirt  mit  der  von 
M'"  auf  sie  gefüllte  Höhe  ist.  Diese  Höhe  ist  aber  das  Produkt  aus  der  Höhe 
des  Dreiecks  A  M' M" M"'^  von  M"'  auf  die  Grundlinie  M'M"  gefällt,  multi- 
plicirt mit  dem  Sinus  der  Neigung  da  der  Ebenen  der  Dreiecke  MM'  M"  und 
M'M"M'"  gegen  einander.  Die  Höhe  des  Dreiecks  AM' M" M"'  aber  ist  dessen 
Fläche,  dividirt  durch  M'M".    Nun  ist 

2AM3rM"  «  MM* .  M'M"  ,  dip  =  ds  {ds  +  d^s)  d^ , 

wenn  MM'  =■  da ,  also  M'  M"  =.  d  («  +  ^^)  =  d«  +  d^s  und  d^  den  Contin- 
genswinkel  bedeutet,  also  abgekürzt  2AMM' M"  ^^ds^dnp  ist    Ebenso  ist 

2AM'M"M"'  «  {ds  +  d*s)  {ds  +  2dH  +  d»s)  (dt^  +  d«^), 

weil  3f"3r"  =  d(«  +  d«)  +  d*(«  +  ^«)  =  ^«  +  2d»«  +  d's  und  die  Seiten 
M'  M"  und  M" M"'  den  geänderten  Contingenzwinkel  d  (v^  +  di/r)  =  di/>  +  d^i/» 
mit  einander  bilden.  Daher  wird  abgekürzt  2AM'M"M"'  =  ds^dtj}  und  mithin 
A3f'3f"  Jf'"  =.  AM Jf'Jtf".    Hiermit  wird 

6/I  =  4(Aiirjritf")*-/  =ds»d^*da  «ds«.  (^)' .  ^^  . 

Man  erhält  hierdurch  für  die  Schmiegung  oder  Torsion  der  Curvo,  wenn  r  den 
Scbmiegungs-  oder  Torsionsradius  bedeutet: 

da        1  6/2 

ds^  r  ^  A{A3IM'M''y  ' 

Sind  nun  a?,  y,  jp  die  Coordinaten  von  M^  so  sind  a;  +  dx,  y  -\-  dy,  z  -{■  dz 
die  von  Jlf' ,  x  +  dx  +  d  {x  +  dx)  «  ä  +  2da?  +  d^x,  y  +  2dy  +  d*i/, 
jr  +  Sd«  +  d*z  die  von  Jtf"  und  {x  +  2dx  +  d^x)  +  d  {x  +  2dx  +  d^x) 
—  «  +  Sdx  +  Sd^x  +  d*x,  y  +  3dy  +  3d*y  +  d*y,  z  +  3d^  +  Sd'^r  +  d^z 
dia  Ton  J£'".  und  wird  mithin 
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6n  = 


dy  dz 
d^y  d^z 


dz  dx 
d^z  d^x 


d'y  + 


dx   dy 
d^x  d*y 


d*£. 


dx    dy 
d^x  d*y 


+ 


1^ 
r 


dz    dx  ;« 
d^z  d'^x 


+ 


dx    dy 
d^x  d^y 


1") 


dx   dy  dz 

d^x  d^y  dh  =    ",^.  "^^^  d^x  + 

d^x  d^y  dH 

Ferner  ist 

dy    dz    *   ,       dz    dx 
d^y  d*z      "^    d^z  d^x 

Daher  wird  Bchliesslich 

dx    dy    dz  , 

d^x  d^y  dH    :       ^J   ;/       + 

i  d-'x  d'y  dH    "^  "^y^ ' 

Man  bemerke,  dass  6/7  auch  unter  der  Form  dargestellt  werden  kann: 

4da^ 

-    —      —   • 

Um  die  Glcichgewichtsbedingnngen  aufzustellen,  drQcken  wir  aus,  dass  dag 
Moment  aller  Kräfte  lilngs  des  Bogens  yom  Anfang  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte 
M  (Xj  y,  z)  gleich  dem  Elasticitätsmomente,  also  hier  gleich  dem  Torsionsmomente, 
sei.    Da  die   Axe   des  Torsionsmomentes  die  Tangente  ist,  so  sind  seine  Com- 

Daher   sind    die    gesuchten   Gleich- 

7       IkO  7       t»  O 

gewichtsbedingungen 

»  dz 


621 


»  dx  ^  dy  »dz 

ponenten -5— , ^ , -=-  . 

*  T    da  ^         r  da  ^         r  da 


&  dx       -- 


0,   —  ^  -  ir=,o, 

^     r  da  *         ' 


wo 


ü,  ^fldzfYda  -  dyfZda]  ,    H^  ^/[dxfZda  -  dzfXda] , 

if,  ^fldyfXda  —  dxfYda] 

sind.  Hiezu  kommt  aber  noch  die  Bedingung,  dass  der  Krümmungshalbmesser 
eine  gegebene  Function  des  Bogens  ist;  denn  da  die  Contingenzwinkel  und  die 
Bogenelcmente  durch  die  Torsion  nicht  geändert  werden,  so  bleiben  die  Krüm- 
mungshalbmesser der  Curve  doppelter  Krümmung,  in  welche  die  ursprüngliche 
ebene  Curve  übergeht,  dieselben,  wie  die  der  ursprünglichen  ebenen  Curve. 

Zwei  dieser  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  der  Gleichgewichtsform. 
Da  jede  der  Grössen  ü^,  H  ,  H^  drei   Constante  mit    sich   führt  und  r  dritte 

Differentialien  enthält,  so  liefert  die  Integration  dieser  2  Gleichungen  12  Con- 
stanten, welche  zu  bestimmen  sind.  Zur  Bestimmung  derselben  genügt  es,  wenn 
zwei  Punkte  der  Curve,  in  diesen  die  Tangenten  und  die  Schmiegungsebenen  ge- 
geben sind.  Denn  dass  die  Curve  durch  einen  Punkt  gehen  soll,  sind  zwei  Be- 
dingungen, die  Lage  der  Tangente  fordert  zwei  Bedingungen,  die  Lage  der 
Schmiegungsebene  enthält  eine  weitere  und  der  gegebene  Krümmungshalbmesser 
noch  eine  solche.    Dies  gibt  für  2  Punkte  12  Bedingungen. 

Durchschneidet  man  die  Curve  in  itf ,  so  ist  eine  Kraft  T  in  der  Richtung 
der  Tangente  und  ein  Paar  erforderlich,  dessen  Axe  der  Tangente  parallel  ist, 
um  das  Gleichgewicht  zu  sichern. 

Reduciren  sich  die  gegebenen  Kräfte  auf  Ä  und  m,  wie  §.  18.,  so  sind  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichts: 

»  dx  »  dy  .         »  df        . 

r  da  r    aa  r   a$ 
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dx 
ds 


dy 
ds 


dz 
ds 


und     Addition ,    da 


Aus    ihnen  folgt  durch   Multiplication   mit 

1        da   .  . 

—  —  -=-  ist, 

r        ds 

d'da  =  mdx  +  -^  (^dz  —  zdy), 

welche  Gleichung  durch  Integration  einen  für  die  Bestimmung  der  Curve  wichtigen 
Sats  liefert  Denn  ydz  —  zdy  ist  der  doppelte  Elementarscctor  in  der  p]beno 
des  Paares  m,  dx  die  Projection  des  Bogenelementes  ds  auf  die  Axe  der  Kräfte. 
Es  besteht  also  eine  lineare  Relation  zwischen  der  Projection  des 
Bo'gens  auf  die  Aze,  dem  Winkel  der  Schmiegungscbenen  in  seinen 
Endpunkten  und  dem  Sector,  den  die  Projection  des  Bogens  auf  die 
Ebene  des  Paares  mit  den  Projectionen  der  Abstände  der  Endpunkte 
von  der  Aze  auf  die  Ebene  bildet. 

Quadrirt  und  addirt  man  die  Gleichungen,  so  kommt 

-p  -  m*  +  A'd\ 

wo  d  den  Abstand  des  Curvenpunktes  von  der  Aze  bedeutet.  Es  sind  daher  r 
und  d  zusammen  constant  oder  variabel. 

dos 
Da  y-  der  Cosinus  der  Neigung  der  Curve  gegen  die  Axe  ist,  so  folgt,  im 

'  —  .  _—  =s  --  -  .  —     d.  h.  ^s  bildet  in  diesem   Falle 
m     ds       m      r 


Falle  dass  Ä  s='  0  ist,  -^  - 


die  Tangente  mit  der  Axe  einen  Winkel,  dessen  Cosinus  der  Torsion  propor- 
tional ist. 

Man  fiberzeugt  sich  leicht  mit  Hülfe  dieser  Eigenschaften,  dass,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Form  der  Curve  ein  Kreis  ist,  die  tordirte  Gestalt  eine  Schrauben- 
linie eines  Kreiscylinders  sein  wird.  Denn  für  diese  ist  die  Krümmung,  Torsion 
und  die  Neigung  gegen  die  Axe  constant. 

§.  20.  Es  sei  der  Faden  elastisch,  sowohl  hinsichtlich  der  Bie- 
gung, als  auch  hinsichtlich  der  Torsion.    Das  Moment  u  der  Biegung  ist 

1««»-^  —  =»  —  'T^  ^°^  seine  Axe  senkrecht  zur  Schmiegungsebene,  in  welcher 

das  betreffende  Paar  zu  denken  ist;  das  Torsionsmomcnt  v  ist 

»  -  da 

V   =»   —     —   =a    —  a*      i- 

r  ds 

und  seine  Aze  hat  die  Richtung  der  Tangente.    Die  Componcnton  des  ersten, 
parallel  den  Coordinatenaxen  sind  daher 


8               .                  f 
COS  A , COS   U , 

9  Q 


cos  v, 


wo 


2A 


cos  X       cos  n       cos  V 
A      "^    A      ^    A 

1 

dy    dz 
d^y  d^z 

,   2Ay=- 

dz    dx 
d^z  d^x 

,    2A,= 

1  dx     dy  1 
\d^x    (?«//,' 

A«=-A»  +  A«+A»,     j  =  '^^ 


ds'^ 


Die  Componenten  des  TorBionsmomentes  smd 
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—  cos  a  . cos  p  , 

r  r         ^ 


wo 


cos  a 


1 
r 


6/7 


dx 

dx  dy  dz 
d^x  d^y  d^z 
d^x  d'^y  d^z 


cos  ß 
dy 


cos  y 
dz 


■■[[ 


dy    dz 
d^y  d^z 


.+ 


cos  y 
r 

d8  ' 

dz    dx 
d^z  d*x 


+ 


dx    dy  '■•' 
d^x  d*y 


Daher  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes: 


—  cos  X  -\ cos  a  —  IT 

0  r  ^ 


0, 


—  cos  t*  H C0&  ß  —  H„  =  0 , 


6  .       » 

-   COS  V  +  —  cos  y 


H. 


0. 


Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  i/^,  if  ,  H^  auf 

die.  rechten  Seiten  gehracht  hat  und  bezeichnet^  wie  oben,  mit  H  das  Moment 
der  gegebenen  Kräfte,  so  kommt,  weil  die  Tangente  und  die  Binormale  zu  ein- 
ander senkrecht  sind  und  also  cos  a  cos  X  -f-  cos  ß  cos  jli  -{-  cos  y  cos  v  »  0  ist, 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  mit  cos  A,  cos  fi^  cos  v,  addirt  sie  und  nimmt 
man  dieselbe  Operation  mit  cos  a,  cos  ß,  cos  y  vor,  so  erhält  man 

s 

—  =  if^  COS  a  +  Äy  cos  (3  +  JH,  cos  y , 

d.  h.  die  Projcctionen  von  H  auf  die  Binormale  und  die  Tangente  sind 
gleich  den  Momenten  der  Biegung  und  der  Torsion. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  mit  d^x,  d^y,  d*z  und  bemerkt,  dass 

d*a;  cos  X  +  d*y  cos  ft  +  d^z  cos  v 

d^ X  d^ij  d^ z 
dy   dz    j^_    ,   [dz   dx    ^^      t     dx    dy^       ^  ^ 

d' 


__  /\dy   dz 
""l|(/*y  d*z 


,„  'dz   dx 


d'y  + 


l^xd^yr    )' 


2A 


d*z  d*x 

d^x  cos  a  4"  ^'y  cos  ß  +  d^z  cos  y 


da;  dl/   dz 
d^x  d*y  d^z 


:2A  =  0, 


so  folgt 

i/,d«x  +  H^d^y  +  U^d^z  =-  0. 

Diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  das  Moment  H  senkrecht  zur  Hauptnormaleu 

ist.    Denn  es  sind,  wenn  man  den  Bogen  8  als  unabhängige  Yariabele   wählt, 

(l^  X     d^  'U     d^  z 

-j  ^  ,    j-  j  ,   -r- j   den  Ilichtungscosinussen  der  Hauptnormalen  proportional. 

(18   ,       eis  (t Z 

Für  den  Fall,  dass  blos  an  den  Endpunkten  des  Bogens  Kräfte  wirken,  hat 
man  H^  ^  vi,  H  =^  —  Äz,  H^^  Ay  und  werden  die  Gleichungen,  in  der  aus- 
führlichen Form  geschrieben: 
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dy  dz 
d^y  d^z 

,   »  dx 

*    r  ds          '     < 

Ä5» 

dz  dx 
d*z  d*x 

+ 

• 

s 

dx    dy 
d^x  d^y 

+ 

»  dz  _ 
r  ds 

dy. 

»  dy  . 

r  ds  ' 


Qiiadrirt  und  addirt  man  sie,  so  kommt,  dem  Obigen  entsprechend, 

^,-  +  -,  =  tn«  +  ^«<y», 

wenn  S  den  Abstand  Ton  der  Axe  der  Kräfte  bedeutet. 

"  Multiplicirt  man  die  Gleichungen  mit  dx,  dy,  dz  und  addirt  sie,  so  kommt: 

ds 
^  —  =  tndx  +  Ä  {ydz  —  zdy) 
f 

oder  da  —  «=  ^—  ist, 

r       ds 

^  •  da  =  mdx  +  A  {ydz  —  zdy). 

Diese  und  die  vorige  Gleichungscombination  genügen  zur  Bestimmung  der 

Gleichgewichtsform  des  Fadens.     Da  für  die  Schraubenlinie   9  und  r   constant 

sind,  80  folgert  man  mit  Rücksicht  auf  das  über  dieselbe  im  vorigen  §.  gesagte, 

dass    die    Schraubenlinie    eine    Gleichgewichtsform    des    elastischen 

Fadens  ist. 

•  d'ic     d^v     d^  z 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  mit  -y-j,   -~,     —  ^  und  addirt  sie,  so  folgt 

US        cts        itS 


m 


d^x 
ds^ 


,     .  (    dH  d^y\       ^ 


oder 


d 
ds 


[dx   ,     .  /    dz  dJA"! 

Vergleicht  man  dies  mit  der  vorigen  Gleichung,  so  folgt  -j-  l—j  ==.  0,  d.  h.  die 

Torsion  ist  constant. 

Ist  insbesondere  m  =  0 ,  d.  h.  reduciren  sich  die  äusseren  Kräfte  auf  Einzel- 

rcsultanten,  so  folgt 

dz         dy 


^dS 


ds 


wo  a  eine  willkührliche  Constante  bedeutet.  Es  ist  daher  der  doppelte  Elementar- 
sector  in  der  y  2; -Ebene  dem  Bogenelemente,  der  Sector  selbst  also  dem  Bogen  s  propor- 
tional. Diese  Gleichung  lässt  noch  eine  andere  Deutung  zu.  Sie  ist  nämlich  die 
DiffiBrentialgleichung  der  kürzesten  Linie  auf  einer  Rotationsfläche  um  die  0-Axe. 
8.  B.  I,  S.  437.  Hieraus  folgt,  dass  in  dem  Falle  m  =  0  die  elastische 
Linie  auf  der  Fläche,  welche  sie  durch  Rotation  um  die  Axe  der 
Kräfte  erzeugt,  eine  kürzeste  Linie  ist.  Daher  ist  auch  das  Produkt 
am  dem  Abstände  von  der  Axe  in  den  Sinus  des  Azimuths  constant. 

In  dem  FaUe  ^  »»  0,  d.  h.  wenn  an  den  Enden  entgegengesetzte  Kräftepaare 

dx 
wirken,  folgt  -j-  »-  Const,  d.  h.   die   elastische   Linie   hat   durchaus   constante 


gegen  die  Axe. 

Vgl.  Wantiel,  Note  sur  Vintegration  des  iqwjAions  de  la  courhe  äasUque  ä 
doMe  eourbure.    Comptes  r.  T.  XVIII,  p.  1107  (1844).    VgL  auch  Binet,  M^- 


140  Ansdehiinng  eines  elastischen  Stabes  v.  const.  Querschn.  in.Th.,Cap.yiI,§.21. 

moire  sur  Vintegration  des  ^quations  de  la  courbe  clasttqiie  ä  dat^le  courbure. 
Ebendas.  p.  1115.  Das  Problem  wird  auf  elliptische  Integrale  zurückgeführt  und 
zeigt  grosse  Aehnlichkeit  mit  dem  Problem  des  sphärischen  Pendels. 

§.  21.     Ausdehnung    und    Zusammendrückung    eines    elastischen 

Stabes  yon  c«nstantem  Querschnitt.    Einen  homogenen  parallelepipedischen 

oder  cylindrischen  Stab  von  der  Länge  l  und  dem  Querschnitte  Q  wollen  wir  als 

ein  Aggregat  paralleler  Fasern  von   unendlich   kleinem   Querschnitt  m  ansehen. 

Ein  solcher  ist  ein   elastischer  Faden  im  Sinne  von  §.  4.  und  erleidet,  wenn  er 

durch  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  von  der  Intensität  p  gespannt  wird ,  eine 

pl 
Ausdehnung   A  =  —  •    Wirken  auf  unseren  Stab  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte 

P  und  darf  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Kräfte  sich  ihrer  Wirkung  nach  so 
über  die  Endflächen  vortheilen,  dass  an  allen  Fasern  gleiche  Kräfte  p  angreifen, 
deren  Resultante  P  ist,  so  besteht  die  Gleichung 

P  CD 

P 

Entnimmt  man  hieraus  den  Werth  von  p  =  -— -  co   und  setzt  ihn  in   die  Formel 

für  X  ein ,  so  erhält  man  für  die  gemeinschaftliche  Verlängerung  aller  Fasern  des 

Stabes  oder  die  Verlängerung  des   Stabes  selbst  in  Folge   der  Einwirkung  der 

Kräfte  P 

(O      PI       .        ^         1      PI 

indem  wir  ^ :  oo  in  der  Grenze  mit  E  bezeichnen.  Diese  Grösse  1  :  £  kann  auf- 
gefasst  werden  als  die  Verlängerung,  welche  ein  Stab  von  der  Länge  1=^1  und 
dem  Querschnitte  Q  =  1  durch  die  spannenden  Kräfte  P  =  1  erleidet.  Sie  heisst 
der  Elasticitätsmodulus  des  Materials,  aus  welchem  der  Stab  besteht,  für 
Dehnung.  Aus  dieser  Formel  erhalten  wir  für  die  Intensität  P  der  spannenden 
Kräfte,  welche  einen  Stab  von  der  Länge  l  und  dem  Querschnitte  Q  am  X 
ausdehnen : 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Elasticitätsmodiüus  auch  als  die  Krafb  definirt  werden 

kann,  welche  den  Stab  vom  Querschnitte  Q  =  1  um  die  Länge  X  =»  l,   d.  h.  um 

p 

sich  selbst  verlängern  würde.    Die  Kraft  -yr ,    welche    dem    Querschnitt    1     ent- 

spricht,  heisst  die  Spannung,  auf  die  Flächeneinheit  bezogen;  die  Grösse 
~Y  1  welche  die  Ausdehnung  der  Linieneinheit  bedeutet,   wird  die  specifieohe 

Ausdehnung  genannt.    In  den  Anwendungen  auf  technische  Constructionen  darf 

P 

die  Spannung  —  eine  voraus  bestimmte  Grösse  k  nicht  überschreiten. 

Diese  Betrachtungen  gelten  auch  für  den  Fall,  dass  der  Stab  durch  gleiche 
Kräfte  P  zusammengedrückt  wird. 

1.  Es  sei  Z  die  ursprüngliche  Länge  eines  homogenen,  schweren  cylindrischen 
Stabes,  welcher  vertical  am  oberen  Ende  A  befestigt,  am  unteren  Ende  ,B  von 
einer  Kraft  P  gespannt  wird.  Nach  der  Dehnung  sei  Gleichgewicht  eingetreten. 
Das  Stabstück  A  M  vom  oberen  Ende  an  nach  unten  gerechnet,  von  der  ursprüng- 
lichen Länge  a  erlange  durch  die  Dehnung  die  Länge  <  und  sei  die  VerUlngemog 
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las  —  <f;  dann  ist  die  Verlängening  des  Längenelementes  dfa  an  der  Stelle  3f 
gleich  dl  nnd  die  specifische  Verlängerung  ^-'    Die  Kraft,   welche   diese  Ver- 

längemng  über  den  ganzen  Querschnitt  Q  hervorzubringen  vermag,  wäre  JSQ  -j-  » 

(10 

Sie  hält  an  dem  Stabstück  Ä  M  mit  dem  Gewichte  dieses  Stückes  und  dem  Wider- 
stände der  Befestigung,  gleich  P,  Gleichgewicht.  Ebenso  hält  sie  an  dem  Stab- 
stück MBy  im  umgekehrten  Sinne  genommen,  mit  dem  Gewichte  desselben  und 
der  Endkraft  P  Gleichgewicht.    Daher  ist 

^  E Qp  +  P  +  dgQ  {l  -  o)  =^  0 
oder 

Dividirt  man  diesen  Ausdruck  mit  Q,  so  liefert  er  die  Spannung,  auf  die  Flächen- 
einheit bezogen  im  Querschnitt  bei  M.  Sie  ist  eine  lineare  Function  von  c  und 
wird  ein  Minimum  für  0  =  0,  d.  h.  am  oberen  Ende.  Graphisch  wird  sie  durch 
die  Ordinate  einer  Geraden  dargestellt  für  6  als  Abscisse.  Durch  Integration  gibt 
der  Ausdruck  die  Verlängerung  X  des  Stabstückes  AM^  woför: 

EQX  ^  Pa  +  dgQ  (}o  ^  \G^), 

Die  Gesammtverlängerung  X  des  Stabes  folgt  für  e  =^l  und  wird  für  sie 

EQX^  =  PZ  +  ^^gQV  =  l  (P  J^\6gQJ). 

Da  das  Gesammtgewicht  G  des  Stabes  gleich  G  =^  6gQl  \%iy  so  sieht  man,  dass 

die  Dehnung  ebenso  eintreten  wird,    als   ob   der  Stab  nicht  schwer  wäre,  dafür 

aber  am  unteren  Ende  statt  P  die  Kraft  P  -^  \G  angreifen  würde. 

2.    Es  sei  der  Stab  unten  befestigt  und  wirke  oben  eine  Kraft  P.    Rechnen 

wir  die  0  positiv  aufwärts  vom  unteren  Ende  an  und  betrachten  das  Stabstück 

von  einem  beliebigen  Querschnitte  M  an  bis  zum  oberen  Ende.    An  demselben 

dX 
halten  sich  P,  das  Gewicht  und  EQ  j-  Gleichgewicht,  so  dass 

-.EQ^^^  +  P^9gQ{l-^ü)^0 

dX 
wird.    Hieraus  folgt  wieder  die  Spannung  E  ^-   und  die  Dehnung  X ,  nebst  der 

Gesammtverlängemng  X^  mit  Hülfe  der  Formeln: 

EQX  =  Pa  -  d^Ö  (/(T  -  i  O  ,     J&ÖAo  =  ?  (P  -  4  SgQT). 

lg  verschwindet,  wenn  P  der  Schwere  entgegenwirkt  und  gleich  dem  halben  Ge- 
wichte des  Stabes  ist.  Für  kleinere  Werthe  von  P  oder  für  P  im  Sinne  der 
Schwere  wirkend,  wird  der  Stab  zusammengedrückt. 

(Vgl.  die  Untersuchung  über  den  elastisch  dehnbaren  Faden,  §.  8.) 

§.  22.  Hiegung  eines  cylindrischen  homogenen  gleichförmig  elasti- 
schen Stabes  durch  ein  in  einer  Symmetrieebene  wirkendes  Kräfte?- 
System. 

Ein  cylindrischer  Stab,  welcher  als  ein  Aggregat  paralleler  Fasern  angesehen 
werden  kann,  habe  eine  gekrümmte  Gestalt,  jedoch  so,  dass  seine  Fasern  parallele 
ebene  Gorren  bilden.  Der  Querschnitt  senkrecht  zu  der  Richtung  der  Fasern  sei 
kreiaitirmig,  elliptisch  oder  rechteckig.  Durch  die  Einwirkung  von  Kräften,  welche 
in  eine  der  Fasemebenen  fallen,  die  zugleich  eine  Symmetrieebene  des 
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Stabes  sei,  oder  welche  einem  ebenen  Eräftesystem  äquivalent  sind,  welches  dieser 
Ebene  angehört,  werde  er  in  eine  andere  Form  gebogen,  jedoch  so,  dass  die  Fasern 
nach  der  Biegung  wieder  ebene  Gurren  sind  in  denselben  Ebenen,  wie  vor  der 
Biegung.  Durch  die  Biegung  werden  die  Fasern  theils  ausgedehnt,  theils  zu- 
sammengedrückt und  wollen  wir  annehmen,  dass  es  eine  Schicht  neutraler 
Fasern  gebe,  d.  h.  solcher,  die  keine  Verlängerung  oder  Zusammendrücktuig 
erleiden.  Sie  werden  eine  Cylinderfläche  bilden,  senkrecht  zu  der  Symmetrieebene 
des  Stabes.  Diese  Ebene  wollen  wir  die  Biegnng^ebene  nennen  und  die  in  ihr 
enthaltene  neutrale  Faser  insbesondere  verstehen,  wenn  wir  kurz  von  der  nea- 
tralen  Faser  reden.  Es  werde  femer  angenommen,  dass  die  Punkte  eines  Qaer> 
Schnittes  vor  der  Biegung  auch  nach  derselben  in  einer  Ebene  liegen,  nämlich  in 
einem  Querschnitt  der  neuen  Gleichgewichtsform  des  Stabes. 

Wegen  des  Parallelismus  der  Fasern 
haben  diese  sämmtlich  in  allen  Punkten 
desselben  Querschnitts  gemeinschaftliche 
Krümmungsaxe  senkrecht  zur  BiegongB- 
ebene.  Die  sämmtlichen  Schwerpunkte  der 
Querschnitte  bilden  eine  Faser,  die  wir  die 
Schwerpunktsfaser  8  nennen  (Fig.  51).  Der 
Abstand  der  neutralen  Faser  n  von  der 
Schwerpunktsfaser  sei  z^  der  einer  be- 
liebigen Faser  q  von  ihr  sei  v.  Ist  alsdann 
der  Krümmungshalbmesser  der  Schwer- 
punktsfaser r,  so  ist  r  -{'  z  der  Krüm- 
mungshalbmesser der  neutralen  und  r  -f-  p 
der  der  beliebigen  Faser  q.  Daher  besteht 
iur  die  Bogenelemente  de  und  dn  der  Fasern  q  und  n  die  Gleichung 

da       r  +  V 
dn       r  -{-  z 

Durch  die  Biegung  gehe  nun  ds  in  ds  über,  während  das  Element  dn  der  neu- 
tralen Faser  ungeändcrt  bleibt.  Der  Krümmungshalbmesser  r  sei  nach  der  Bie- 
gung gleich  Q,    Dann  gilt  nach  der  Biegung  die  Gleichung 

ds        Q  -\-  V 
dn       Q  -\-  z' 

Man  erhält  daher  für  die  Verlängerung  des  Elementes  ds^  indem  man  beide  Glei- 
chungen subtrahirt  und  die  neue  Gleichung  durch  die  erste  dividirt: 

ds  —  ds       (r  —  q)  (v  —  z) 
"  ds        ^  (r  +  v)(q  +  z)' 

Diese  Gleichung  gibt  die  specifische  Ausdehnung  an  der  Stelle,  wo  das  Bogen- 
element  liegt  und  ist  mit  dem  Querschnitt  dm  der  Faser  und  dem  Elasticitäts- 
modulus  E  zu  multipliciren,  um  die  am  Elemente  angreifende,  längs  dessen  Tan- 
gente wirkende  Spannung 

(r  +  t?)  (^  +  z) 
zu  erhalten. 

Trennen  wir  jetzt  den  Stab  durch  den  betrachteten  Querschnitt  in  zwei  Theile 
A  und  B^  so  haben  wir  an  jedem  von  ihnen,  damit  das  Gleichgewicht  an  ihm 
fortbestehe,  Spannungskräfbe  einzuführen,   welche  Jas  leisten,  was  die  elastische 


Fig.  51. 


ä.  33.3.'!.     BiügnTig  cinffi  ejÜndrischeji  Stabes. 
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Vurbindnng  des  abgclrriinteii,  ttu  betracbtenden  Stückes  mit  dum  übrigen  StAb- 

fctOck    leistet.     Die«c    ICrilfto   Hind:    1,    die    ebeu   geoiuinleu,    in   der  Ricbtiing  der 

pMern  wirkcDden  und  mithin  sum  Qaerachnitt  senkrechten  dehnenden  oder  prensen- 

deo  Krüfte  (Nornialspannnngen) ,  am  Stabstflck  A  in  dem  einen,  am  Stabstäck  B 

im  anderen  Sinn  ed  nehmen  and  3.  gevrisse  andere  in  die  Ebene  des  QueracbnittB 

Üttli^'li-'  Kräfte  (Tangentialspannungcu),  gleichfolls  nn  beiden  Stabstilcken  in  ent- 

gegengoietstem   Sinne   einzuführen.     Diese   znznf Sgenden ,   die  Elasticität  der  Ver- 

bindnng  darstellen  den  KriU'te  halten  mit  den  gegebenen  ikosseren  KiU'ten  an  dem 

bctretl'endon  Stabstflck  Gleichgewicht.    Wir  wollen  dies  Gleichgewicht  aaedrflcken, 

iitdem  wir  alle  Kritfte  fi1r  den  Schwerpunkt  «  des  Qnerachnitts  ah  Ursprung,  die 

T&Ogente   der  ächwerpnnktsfaaer,   die    zu   ihr   senkrechte  Gorade   der  Symmetrie- 

B  und  die  za  dieser  Ebene  normale  Gerade  des  Scbwerpuuktea  (die  Biegungs- 

[  kxe}  als  Coordiuatenaxen  ansehen.    Betrachten  wir  den  Sinn  der  Linien  als  positiv, 

B  ea  dem  Verlanle  vom  Anfang  d^  Stückes  A  nach  dem  TrennungsquerBcbnitt 

'   Rttaprieht,   nnd   »teilen   wir  daa  Gleichgewicht  des  Stabstäckes  B  dar,   go   ergibt 

.    di«  t^mjectiousgumme  auf  die  Tangente  der  Scbwerpunktsfaser 

Q  +  ^J  r  +  v 
wenn  nämlich  T  die  Componentensnmme  der  ilnsaeren  Kräfte  fflr  diese  Axe  bc- 
j  deatot  lind  das  Integral  der  Normalspannungen  Aber  den  ganzen  Querschnitt  aas- 
gedebnt  wird.  Eine  ühnliche  Gleichung  findet  statt  zwischen  den  Tangential- 
■pannungen  und  den.  Cemponenten  der  äusseren  Kräfte  bezüglicli  der  zweiten, 
"b  die  Sj'nimctrie ebene  fallenden  Coordinateuaxe.  Von  dieser  Gleichung  wollen  wir 
r  absehen.  FOr  die  Biegungsaie  besteht  eine  solche  Gleichung  nicht,  da  das 
Klftfteqretem  parallel  xur  6y mm enlrie ebene,  also  senkrecht  Kur  Biegungaaie  ist. 
ist   aber  noch   die  Momentengleichung   bezilglicb    dieser  Aie  aufzaslelleu. 


i  ist 


^^/- 


+  <■■ 


-  vda 


rfa)  ihr  liedoulet  M  das  Moment  der  äusseren  Krilfto  am  StnbetQck  B  und  das 
AilsUgiftl    die   Summe   der   Momente    aller    Normalspaimungcn,  nänilidi  dex  Pro- 
laUes  jeder  Normalspannung  in  ihren  Abstand  v  von  der  Biegungsaxe. 

DtB  beiden  eben  aufgestellten  Gleichungen  genflgen,  um  q  and  s,  A.  b.  den 

Kr^Dimangshaibmesser  der  Schwerpunktafaser  und  den  Abstand  r  der  neutralen 

r  TOD  der  Schwerpnnktsfaser  zu  finden.     Indem  man  die  Figur  anf  irgend  ein 

Mti«lHg6B,  in  der  Biegungsebene  liegendes  Coordinatonsystem   der  x,  y  beitioht, 

t  ar,  y  die  Ceordinaten  des  Punktes  a  bezeichnet  und  für  p  den  aiial;ti»cben 

ituck   des  Krümmungshalbmessers   in  x,  y  einsetzt,  gehen  dieselben  in  Diffc- 

bntialgleia bongen  zweiter  Ordnung  fibcr,  welche  die  Gestalt  und  Lage  der  Sobwer- 

iktafaser  nnd  der  neutralen  Faser  Lestimmen.    Sobald  diese  gefunden,  ist  damit 

talt  und   Lage  jeder  anderen  Fniicr  bestimmt. 

IMo  Spannung  in    Bezug   auf  die   Fiilobeneinbeit  des  Querschnitts  ist  fSr  dos 

Ick  UM 


(•■ 


f)(P  +  --)' 


]  mau  diviMi  Ausdruck  einer  CoutitAulon  gleich  setr.t,  erh:iU  i: 

r  &]innnang  im  t)tubc. 
|.  U.  Pflv  einen  nrsprflngiich  geraden  Slab  ist  r  =  ^  und  wc 
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beiden  Gleichungen 

T ^    /(t?  —  «)  do)  =  0,       M ^    f{v^  —  zv)dm. 

9  +  zJ  '  9  +  z  J 

In  diesen  Integralien  bezeichnet  v  den  Abstand  eines  Punktes  im  Querschnitt 
von  der  Biegungsaxe,  welche  eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  ist.    Daher  wird 

Jvdto  =s  0  und  reduciren  sich  die  beiden  Gleichungen  auf 

Q+e  Q+z 

wenn  J  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  in  Bezug  auf  die  Biegungsaxe 
bedeutet,  nämlich  J  =>J'v^dcD. 

Ist  die  Summe  der  Projectionen  der  äusseren  Kräfte  auf  die  Tangente  der  Schwer- 
punktaze  durchaus  sehr  klein^  so  folgt  aus  der  ersten  der  beiden  Gleichungen 
näherungsweise  z  =  0,  d.  h.  für  sehr  schwache  Biegungen  durch  Kräfte, 
derenResultante  nahezu  rechtwinklig  ist  gegen  die  Schwerpunktaze, 
fällt   die    neutrale   Faser   mit   der   Schwerpunktsfaser   zusammen. 

Für  diesen  Fall   schwacher  Biegung  wird  die  zweite  Gleichimg  approximativ 

Q 
Sie  ist  die  Differentialgleichung  der  neutralen  Faser  und  stimmt  überein  mit  der 

§.  9  gegebenen,  wenn  das  dortige  s  hier  durch  EJ  vertreten  wird.  Zu  bemerken 
ist  dabei,  dass  dort steht,  weil  die  Untersuchung  auf  den  Bogen  AM  be- 
zogen ward,  hier  aber  das  Stabstück  BM  gewählt  wurde.    Da  für  schwache  Bie- 

1  =  fy 


gungen  —  =  j^t  gesetzt  werden  kann,  so  wird  die  Gleichung 


Aus  der  Formel  für  die  Spannung  folgt  hiezu  für  r  =  oo  und  z  am  o^  wenn  wir 
sie  mit  a  bezeichnen 


9 


jp   T 

oder,  weil  -^  =  M  ist: 


M 


Die  am  stärksten  gespannte  Faser  ist  daher  diejenige,  welche  den  grössten  Ab- 
stand V  von  der  neutralen  Faser  hat.  Ist  T  nicht  sehr  klein,  so  erhält  man  als 
Gleichung  für  die  Schwerpunktsfaser  durch  Elimination  von  z: 


Die  in  den  vorstehenden  §§.  21,  22,  23  gegebenen  Entwickelungen  sind  nnr 
als  fragmentarisch  behandelte  Einzelfälle  aus  einer  umfangreichen  Theorie  anza- 
sohen,  welcher  wir  an  dieser  Stelle  keinen  Raum  geben  können,  indem  sie  mehr 
der  angewandten,  als  der  theoretischen  Mechanik  zuzurechnen  ist.  Vgl.  Grashof, 
Theorie  der  ElasUcität  und  Festigkeit  mit  Bezug  auf  ihre  Anwendung  in  der 
Technik;  Berlin  1878,  II.  Abschnitt,  S.  87—199. 
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Vm.  Capitel. 


■ «in 

"  (HU 


Analogie    zwischen    Problemen   des    Gloiohge wicht«    und  Problemen 
der  Bewegung. 

§.  1.  Bei  deu  uiclit  uabe deutenden  Schwierigkeiten,  welche  die  Behand- 
'lang  vieler  Probleme  der  Mechanik  darbietet,  ist  es  von  groBaem  Werthe, 
Aüalogien  zu  verfolgen,  welche  zwischen  einzelnen  Theorien  bestehen,  well 
oft  dazu  fuhren,  iius  der  gefundenen  LSBung  eines  FroblemE  die  Löaang 
«ines  8ndei*n,  einer  gitnz  andern  Gruppe  angehürigen  unmittelbar  abzu- 
So  besteht  eine  Analogie  zwischen  der  Bewegung  eines  Punktes 
id  dem  Gleichgewichte  au  einem  biegsamen  Faden,  welche  gestattet, 
jedem  Sat/e  der  ersten  Theorie  einen  entsprechenden  Satz  der  andern 
gegeuUberzustelleg  und  aus  der  Löstmg  jeder  Aufgabe  Über  die  Bewegung 
eines  Piinktee  die  einer  andern  über  das  Gleichgewicht  eines  gespannten 
Fadens  herauleiten,  Eine  Andeutung  solcher  Analogien  findet  sich  bereits 
O&litei,  Dmloghi  inlomo  a  duc  sdmie  nnove.  Opere  T,  13,  p.  263 
[Bäis.  Firenze  1855);  MiJbius  bat  sie,  ohne  Galileis  Notiz  zu  kennen, 
\t  gründlich  untersucht  (Lehrbuch  der  Statik,  II,  S,  217  u.  S.). 
So  führt  die  Vergleichung  von  B.  I,  Tb.  II,  Cap.  VIII,  8.  312  u.  ff.  und 
B.  U,  Th.  III,  Cap.  VI,  S.  88  u.  ff.  unmittelbar  zu  folgenden  Sätzen,  die 
thttils  dortselbst  entwickelt,  theila  der  eine  aus  dem  andern  oder  der  eine, 
wie  der  andere  durch  die  einander  entsprechenden  Betrachtungen  der  beiden 
(,'apitel  abgeleitet  werden  kSmien: 

1.  Die  Schoiiegaogsehcnv  der  llohu  eines  Punktes  enthält  die  BeBQhle unigang.  •> 
Die  Scbmiegungja ebene  eiues  biegeamen  Fadens  euthSTt  die  Kraft. 

2,  Ist  die  Beschleunigung  der  Bewegung  der  Richtung  nach  coDsbint,  so  ist  die 
ebene  Curve,  deren  Ebene  durch  die  Richtung  der  Beschleunigung  und  die 

der  Anfangsgeschwindigkeit  beiitimmt  ist.  Die  Bahn  eines  schwereu  Punktes  z.  B. 
ist  eine  verticale  Parabel.  —  lat  die  £raft  am  biegsamen  Fudeu  von  coastaater 
JUchtwig,  »0  ist  die  FaOencurve  eben  und  ihre  Ebene  ist  durch  die  Richtungen 
Kraft  und  der  Spannung  im  Anfange punkt  des  Bogons  bestimmt.  Die  Qleich- 
ichtsgestalt  eines  homogenen  Fadens  ist  eine  rerticale  Kettenlinie. 

üoiiatucter  ttichtung  der  Beschleunigung  ist  die  Componente  der  Ge- 
iwindigkett  senkrecht  zur  Beachleunigungsrichtung  constant.  Die  Oeschwindig- 
itaiXHUponeute  parallel  dieser  Bichtuug  ist  der  Cotangente  der  Neigimg  w  der 
de  der  Bahn  gegen  die  BeachlenmgungErichtung  and  die  Geschwindigkeit 
[bat  der  Cosecaute  von  ij>  proportional,  ~  Bei  constanter  Richtung  der  Kraft 
ist  die  Componente  der  Spannung  senkrecht  zur  Kraft  conatunt.  Die 
imponente  der  Spannung  in  der  Richtung  der  Kraft  iit  der  Contangente  nnd 
Spannung  selbst  der  CoRecante  des  Winkels  proportional,  welchen  die  TaU' 
der  Fadeucorve  mit  der  EraArichtnng  bildet. 
Ut  die  Beschleunigung  des  Punktes  normal  /ur  Bltho,  so  ist  die  Go- 
Bn>u.,  MwiiuiUi.   II  10 


I 
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schwindigkeit  constant  und  mngekelirt.  —  Ist  die  Kraft  zur  Fadencorve  normal, 
BO  ist  die  Spannung  constant  und  umgekehrt. 

5.  Ist  ein  Punkt  gezwungen,  auf  einer  Flüche  zu  bleiben  und  ist  seine  Be- 
schleunigung normal  zur  Fläche,  so  beschreibt  er  eine  kürzeste  Linie  der  Fläche 
mit  constanter  Geschwindigkeit.  —  Ein  über  eine  Fläche  gespannter  Faden,  an 
welchem  die  Kraft  normal  zur  Fläche  ist,  nimmt  die  Gestalt  einer  kürzesten  Linie 
der  Fläche  an  und  seine  Spannung  ist  constant. 

6.  Die  Tangential  -  und  Normalcomponenten   der  Beschleunigung  sind   -jr , 

—  —  Die  Tangential-  und  Normalcomponenten  der  Kraft  am  Faden,   auf  die 
9 

Längeneinheit  bezogen,  sind  -^—  und  — 

7.  Ist  die  Beschleunigung  normal  zur  Bahn,  so  ist  sie  umgekehrt  proportional 

dem  Krümmungshalbmesser  der  Bahn.  —  Ist  die  Kraft  normal 
zum  Faden,  so  ist  sie  umgekehrt  proportional  dem  KrümmnDgs- 
halbmesser  der  Fadencurve. 

8.  Die  Gresch windigkeit  v  ist  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  der  Beschleunigung  9  und  der  halben  Beschlennigungs- 
sehne  c  (Projection  des  Durchmessers  des  KrünmiungskreiMs 
auf  die  Richtung  der  Beschleum'gung) ,  nämlich  v*  ^a  ^ctp,  — 
Die  Spannung  T  des  Fadens  ist  gleich  dem  Produkt  aas 
der  Kraft  P  und  der  halben  Spannungssehne  c  (Sehne,  welche 
Fig.  52.  die    Kraftrichtung    im    Krümmungskreise    bestimmt) ,    nämlich 

9.  Ist  die  Richtung  der  Beschleunigung  9  constant  (Fig.  52)  und  a  die  con- 
stante  Componente  der  Geschwindigkeit  v  senkrecht  zur  Richtung  von  9,  so  ist 
a=»vsin'^B=v--^c:9  oder  v  :  9  »s  a ;  -^  c.    Combinirt  man  hiermit  v'  ss  ^  C9, 

80   wird   o  =  —  oder  q  sin'  iö  =  —  •  —  Ist  die  Richtung  der  Kraft  P  am  Faden 

constant  und  T^  die   constante  Componente  der  Spannung,    senkrecht  zu  P,  so 

wird  To  ==  T  sin  T/;  =  T  .  i c  :  9  und  da  T  =  ^ cP,  so  wird  {^  =^  T*  i  T^P  oder 

T 
9  sin' 1/;  =>  ^ .    Hieraus  folgt  für   die  Parabel,   dass  die   dritte  Projection   des 

Krümmungshalbmessers  zwischen  den  Richtungen  der  Hauptaxe  und  der  Normalen 
constant  ist.  —  Ebenso  für  die  Kettenlinie,  dass  die  zweite  Projection  zwischen 
Axe  und  Normale  constant  ist. 

10.  Für  die  Parabel  ist,  wenn  die  Zeit  <  =>  0  der  Scheitellage  des  beweg- 
lichen Punktes  entspricht,  3t  =  «1    -ti  =  9^^  also  -^  =  ~t   Für  die  Ketten- 

dt  dt  dx        a 

linie  ist  ^  =    -  «,  wenn  der  Bogen  vom  Scheitel  an  gerechnet  wird.   Daher  ist 

bei  der  Parabel  als  Bahn  eines  schweren  Punktes  die  Cotangente  des  Winkels  ^ 
der  Zeit,  bei  der  Kettenlinie  dem  Bogen,  vom  Scheitel  an  gerechnet,  proportional. 

11.  Für  die  Parabel  ist,  für  denselben  Anfangsmoment  der  Zeit  v'=a"-|-^"<*, 

t;'ra2^^,  wenn  die  Ordinate  von  der  Directrix  an  gerechnet  wird.    Aus  beiden 

a* 
Formeln  folgt  t/ =»  ^ V^Q^^-    Bei   der   Kettenlinie   als   Form   des    schweren 

Fadens  ist  2*  =-  TJ  -{-  g*8\  T  ^ --  gy  und  beide  Formeln  geben  y«  =  -|t  +  g«. 


\ 
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FSr  di«  Parabol  ist,  die  Ordinate  y  von  der  Direotrix  an  als  positiv  ge- 

inet,  f'  =  2qv  and  ingleich  ist  —  ^  g  ain  i*;  daher  ist  y  =  J  e  nn^,  d.  I«, 

e 
B  Normalatrecke  zwieeben  der  Parabel  und  ibrer  Directrix  ist  gl^ch  der  Hillfte 

T 
■  KtOiainHcgBhalbniefiier».  —  För  die  KeltenUnie  ist  T^  —  gy  und  —  =aHintf, 

P 

t  y  _  p  ein  ij>,  d.  b,  der  Krümm nngshalbmeaeer  ist  gleicli  der  Normalstreoke 

B  der  Carre  und  ihrer  Directrix, 

IS,    i'Hx  jede  ebene  Bewegung  eines  Puiikteg  iat  dfta  Moment  der  BeBchlen- 

png  tpa  in  Bezug  auf  irgend  einen  Funkt  O  der  Ebene  die  Deririrle  des  MO' 

Ultea  vp  der  IJeech windigkeit  nach  der  Zeit  in  BeKUg  auf  denselben  Punkt,  d,  h, 

^  qpS,  —  Für  jede  ebene  Fadenonrve  iat  das  Moment  der  Kraft  PO 
I  Besug   anf  irgend   einen  Pnnkt  0   der  Ebene   gleich    der   Derivirten    dea   Mo- 
Spannung  in  Bcing  aof  0,  nach  dem  Bogen  genommen,  d.  b,  cb  ist 

Unter  derselben  Bediugnng  beateben  daher  die  Formeln 


'  fipadl,         Tp  -  TjP„  =fPads. 


tht  die  Beschleunigung  7  immer  durch  dcnBelben  Punkt  V,  80  iet  für  dieaea 

t  Uoment  vp   der  Geschwindigkeit  constant;    gebt  die  Eraft  P  durch   einen 

II  Punkt,  to  ist  für  ihn  das  Moment  Tp  der  Spannung  constant, 

14.    Beacbroilit  ein  Pnnkt  eine  Bahn,  bo  sind  für  die  Projectiou  der  Bewegang 

r  «iaer    Ebene    GeB(;h windigkeit  nnd  BeBchlennignng  die  Projectionen  der  Ge- 

indigkett  und  Bescbleanigung  der  Uauptbewegung.     Ist  eine  Ciirve  Gleicb- 

iriehtcfigac,  so  ist  ihre  Projection  auf  eine  Kbene  Gleichgewicbtafigor  fSr  die 

}cction  der  Spannung  und  der  Kraft  auf  diese  Ebene. 

Wir  wollen  iai  Folgenden  den  Kern  solcher  Analogien  aufanchen  und 

Bbetitutionen  &ngeben,  welche  von  einem  Satze  der  einen  Theorie  m  dem 

logen  Satze  der  anderen  hinführen. 

§.  3.    Jede    Cnrve    kann    die   Bahn    eines    benegliclien    Punktes    eein. 

I  ist  dain   nur  erforderlich,   dasa   die  Gescb windigkeit  des  Punktes    an 

Uid    einer   Stelle    derselben  in  die  Richtung  der  Tangente  falle  und  die 

sohleimignng   ein    solches   Gesetz    befolge,    das?    sie    die  Geschwindigkeit 

^  jedem  l'nnkto  in  die  Richtung  der  folgenden  Tangente  ablenke. 

Jede  Curve  kann  die  Gleichge  wich  täfig  ur  eines  biegsamen  Fadens  sein, 
i  iit  liaxii  erforderlich,  dass  die  Spannung  an  irgend  einer  Stelle  der 
stitang  nach  mit  der  Tangente  zusammenfalle  und  die  auf  das  Bogeu- 
■neot  wirkende  continuiiliche  Kraft  aie  in  die  Richtung  der  folgenden 
inte  abbiege. 

B«i  der  Bewegung  des  Punktes   ist  die  Geschwindigkeit  v  -\-  dv  xta 
i  t-j-  äl   die  Kesultante  aus  der  Oeachwindtgkeit  v  zur  Zeit  /  nnd  der 
irbeeobleunigung  du  und  ruilt  du  auf  die  Beite  der  Tangente,  anf 


M 

=-^=A 

7^ 

K 

-T 

\m       T 

\^ --^ 
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Fig.  53. 
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welcher  der  Krümmungsmittelpunkt  liegt;  bei  der  Fadencurve  hftlt  die 
Spannung  T-^-dT^  entsprechend  dem  Bogen  5  +  d«,   Gleichgewicht  mit 

der  Sannung  —  T,  nämlich  der  dem  Bogen  s 
entsprechenden  Spannung,  im  umgekehrten  Sinne 
genommen  und  der  unendlichkleinen  Kraft  "Päm 
am  Bogenelemente,  wenn  dm  dessen  Masse,  also 
P  die  Beschleunigung  der  Kraft  oder  die  Kraft, 
bezogen  auf  die  Masseneinheit,  ist.  Daher  sind  T 
und  '-:Pdm  äquivalent  T+  dT  oder  es  ist  T+  äT 
die  Resultante  von  T  und  — Tdm  (Fig.  53). 

Damit  beide  Curven,  die  Bahn  des  Punktes  und  die  Gleichgewichts- 
figur des  Fadens,  identisch  seien,  ist  noth wendig  und  hinreichend,  dass  in 
den  entsprechenden  Punkten  die  Bogenelemente  ds,  ds\  Contingenzwinkel 
f?f,  dB  imd  Schmiegungs Winkel  dtf,  da  dieselben  seien.  Für  ebene  Curven 
fällt  die  Bedingung  der  gleichen  Schmiegungswinkel  als  von  selbst  eiiüllt 
hinweg.  Im  Punkte  M  einer  Curve,  welche  zugleich  Bahn  eines  Punktes 
und  Gleichgewichtsfigur  eines  Fadens  ist,  seien  v  und  q>  die  Geschwindig- 
keit und  Beschleunigung  der  Bewegung  des  Punktes  zur  Zeit  f,  T  und  P 
seien  die  Spannung  und  die  continuirliche  Kraft,  auf  die  Masseneinheit 
bezogen,  in  demselben  Punkte  M  der  Fadencurve,  deren  Bogenelement 
die  Masse  dm  besitze. 

Von  den  drei  Bedingungen 

ds  =  ds  ,     ds  =  de\     de  =  da 

ist  die  dritte  eifüllt,  wenn  die  unendlich  schmalen  Parallelogramme  in  die- 
selbe Ebene  fallen,  was  geschieht,  wenn  q>  und  P  in  allen  entsprechenden 
Punkten  mit  der  Tangente  der  Curve  in  derselben  Ebene  liegen.  Da 
ds  ^=^  vdt  und  dm  =  yds'  ist,  wenn  y  die  spedfische  Masse  bedeutet,  so 
gibt  die  erste  Bedingimg 

yvdt  =  dm.  (l) 

Ferner  geben  die  beiden  unendlich  kleinen  Parallelogramme  der  Figur 

^^dt^  =  dv"  +  v^dB\     (-  Pfdm^  =  dT^  +  T^dB^ 

woraus  wir  ds  und  de  ziehen  und  in  die  zweite  Bedingungsgleichung  ein- 
setzen.    Dies  liefert 

_^t-Jt.      =^.  (2) 

{-Pydm^  —  dT^       T^  ^^ 

Diese  Gleichung  kann  durch  verschiedene  Annahmen  erfüllt  werden,  von 
denen  wir  nur  die  eine  verfolgen  wollen,  dass  v  :  T  eine  beliebige  Con- 
stante  A,  nämlich 

^  =  A     oder    v^XT 
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sein  solle.     Damit  wird  auch  dv  =  XdT  und  indem  wir  dies  in  (2)  ein- 
ftlhren,  spaltet  sich  (2)  in  die  beiden  Bedingungen: 

^''     =it.      ^  =  i.  (3) 


—  Pdm  T 

Die  gemachte  Annahme  ist  identisch  damit,  dass  die  genannten  Parallelo- 
gramme ähnlich  und  also  die  Richtungslinien  von  q>  und  P  zusammenfallen. 
§.  3.   Nehmen  wir  zunächst  weiter  an,  dass  der  Faden  homogen  und 
^  c=s  1  sei,  so  erhalten  wir  als  Bedingungen  für  diesen  Fall: 

vdt  =  ds,      -^^  =  X^     v  =  XT 

—  Pas 

oder 

^  =  —  AP,     v  =  IT. 

V 

Daher: 

Halten  Kräfte  P  an  einem  homogenen  Faden  Gleichgewicht, 
80  ist  die  Gleichgewichtsfigur  des  Fadens  die  Bahn  eines  Punktes, 
für  dessen  Bewegung  an  jeder  Stelle  die  Beschleunigung  9 
gleiche  Richtung  bei  entgegengesetztem  Sinne   mit  der  Kraft  P 

hat,  das  Verhältniss  —    der  Beschleunigung   zur   Geschwindig- 

keit   der   Kraft   P  und   die   Geschwindigkeit  v  der  Spannung  T 
proportional  ist.     Es  ist  9  =  —  A^PT,  v  =  IT. 

•Beschreibt  ein  Punkt  unter  Einfluss  einer  Beschleunigung 
fp  eine  Curve,  so  ist  dieselbe  Gleichgewichtsfigur  eines  homo- 
genen Fadens,  an  dessen  Elementen  Kräfte  P  angreifen,  propor- 
tional dem  Quotienten  aus  der  Beschleunigung  9  und  der  Ge- 
schwindigkeit V  jener  Bewegung  und  ist  die  Spannung  der  Ge- 
schwindigkeit in  demselben  Verhältnisse  proportional.  Die 
Richtung  der  Kraft  ist  dabei  die  Richtung  der  Beschleunigung, 
dem  Sinne  nach  aber  sind  beide  entgegengesetzt. 

Zerlegt  man  9  in  die  Tangential-   und  Normalcomponente  fft  =  -j-^ 

dt 

t;*  dT  T 

flp«  =  —  und  ebenso  P  in  die  Componenten  --—  und  —    nach    der    Tan- 

Q  dS  Q 

gente  und  Normalen,  so  sind  die  Zeijlegungsfiguren  gleichfalls  ähnlich  und 
kann  man  die  weiteren  leicht  verständlichen  Proportionalitäten  hinzufügen: 

dv         v* 
dv     äT_vl_  "d7  _  7_^  _ 

dt  ''  ds  ~T  ~    '      dT        T  ^     ~^' 

— -         -ds 
ds  Q 

aber  wegen  ds  :  (2^ «»  t;  nichts  Neues  sagen. 
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Die  Bedingung  der  Gleichheit  der  Schmiegungswinkel  ist,  da  P  und 
g)  in  dieselben  hineinfallen  müssen,  durch  deren  gemeinschaftliche  Bichtong 
von  selbst  gesichert.  Daher  bestehen  die  beiden  S&tze  unver&ndert 
fort,  wenn  der  Schmiegungswinkel  beliebig  verändert  wird, 
wenn  also  z.  B.  die  Ebene  einer  ebenen  Curve  sich  entbl&ttert 
und  dadurch  die  Curve  zu  einer  Curve  doppelter  Krümmung 
wird,  oder  wenn  die  Ebene  auf  eine  abwickelbare  Fl&che  auf- 
gewickelt wird, 

§.  4.    Beispiele. 

•      

1.  Die  Gerade  ist  die  Gleichgewichtsfigur  eines  homogenen  Fadens,  welcher 
nicht  von  Kräften  P  afficirt,  sondern  nur  von  Endspannungen  im  Gleichgewicht 
erhalten  wird;  die  Spannung  ist  durchaus  constant. 

Die  Gerade  ist  die  Bahn  eines  Punktes,  der  ohne  Beschleunigung  einer  blos- 
sen Anfangsgeschwindigkeit  folgt;  seine  Geschwindigkeit  ist  constant. 

2.  Die  Tangential-    und  Normalcomponenten   der   Kraft  P  am   homogenen 

ilT  T 

Faden   sind   -r—  und  — .    ßeducirt  sich*  P  auf  seine  Normal componente,  so  ist 

(IT 

-=—  =  0,  also  T  constant.   Wird  daher  ein  Faden  von  Normalkräften  (in  der  Bich- 

tung  der  Hauptnormalen)  dem  Sinne  nach  vom  Krümmungsmittelpunkte  abge- 
wandt afficirt,  so  ist  die  Fadencurve  die  Bahn  eines  Punktes,  dessen  Beschleu- 
nigung die  Richtung  der  Hauptnormalen  hat,  dem  Krümmungsmittelpunkte  seu- 

gewandt  und  deren  Grösse  aus  den  Gleichungen  — =»Z.  — ,  v  <=»  IT  folgt,  n&m- 

V  Q 

V 

lieh  qp  =»  —  •    Die  Geschwindigkeit  v  ist  constant.    Umgekehrt:  Beschreibt  ein 

Punkt  unter  Einfluss  einer  blossen  Normal beschleunigung  eine  Curve,  so  ist  die 

Curve  Gleichgewichtsfigur  für  Normalkräfte  P  =  fA  — ,  t;==fA  —  und  die  Span- 
nung  ist  durchaus  constant,  nämlich  T  =^  (iv, 

3.  Die  Kettenlinie  ist  die  Gleichgewichtsfigur  eines  homogenen  schweren 
Fadens ,  also  für  P  =>  g  und  die  Spannung  ist  der  Cosecante  des  Winkels  pro- 
portional, welchen  die  Tangente  mit  der  Yerticalen  bildet.  Wird  daher  ein  Punkt 
vcrtical  nach  oben  von  einer  Beschleunigung  <p  =  gv,  also  proportional  der  Ge- 
schwindigkeit afficirt,  so  beschreibt  er  eine  verticalc  Kettenlinie  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit, welche  der  Cosecante  ihrer  Neigung  gegen  die  Verticale  proportional 
ist.  Der  Scheitel  der  Kettenlinie  liegt  im  tiefsten  Punkte.  Beziehen  sich  die  Grössen  % , 
i'o,   Tq  =*  ag,  wo  a  den  Parameter  bedeutet,  auf  den  Scheitel,  so  ist  dortselbst 

?2  =  lg,  v^  =  XT^  ==  lag,  mithin  q>^  =»  Igv^  =  0  =  ^.    Daher  ist  a  «  ^, 

d.  h.  der  Parameter  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  Kettenlinic  ist  gleich  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  im  Scheitel,  dividirt  durch  die  Beschleunigung 
daselbst. 

4.  Ein  Punkt  beschreibt  unter  Einfluss  einer  nach  Grösse  und  Richtung  con- 
stanten  Beschleunigung  tp  ^^  g  eine  Parabel,  deren  Hauptaze  parallel  zur  Be- 
schleunigung ist;  die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  ist  der  Cosecante  des 
Winkels  ip  proportional,  den  die  Tangente  mit  der  Bichtung  der  Besehlennigiuig 
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bildet  nnd  der  halbe  Parameter  ist  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  im  Scheitel, 
dividirt  durch  die  Beschleunigung.  Denn  die  Componente  von  v,  senkrecht  zur 
Uauptaxe  ist  constant  gleich  a  und  die  Geschwindigkeit  ist  in  jedem  Punkte  so 
gross,  als  ob  der  Punkt  von  der  Directrix  bis  dorthin  &ei  gefallen  wäre,  also  ist 

im  Scheitel  a*  ^^^  2g  .  \p  oder  p  =  — 

Eine  Parabel  ist  daher  Gleichgewichtsfigur  eines  Fadens,  wenn  die  Kraft  P 
parallel  znr  Hauptaze  nach  der  Directrix  hingewandt  und  der  Spannung  T  um- 
gekehrt proportional  ist.  Die  Spannung  ist  der  Cosecante  des  Winkels  propor- 
tioDal,  den  die  Tangente  mit  der  Hauptaze  bildet  und  die  Spannung  Tq  im 
Scheitel  dividirt  durch  die  Kraft  P  gibt  den  halben  Parameter  der  Parabel.  Denn 

es  ist  -^  =-  XP,  t;  =  IT,   also  PT  =.  Canst;   -^  =  ZP«,   a  «=  ZTo  •   also 

To  :  Po  =  a'  :  9- 

§.  5.  Wir  wollen  jetzt  die  Annahme  fallen  lassen,  dass  der  Faden 
homogen  sei;  es  tritt  dann  noch  eine  weitere  Grösse  in  die  Untersuchung 
ein,  die  Masse,  und  kann  hinsichtlich-  derselben  noch  eine  Beziehung  auf- 
gestellt werden,    welche  den    Resultaten   grössere    Allgemeinheit   verleiht. 

Es  war  §.  2. 

wdt  V 

y^dt-äm,     _^^  =  -  =  i. 

Wir  setzen,  wie  §.  2.  q)dt  =  kPdm,  v  =  XT,  spalten  aber  l  in  zwei 
Factoren  a,  ^,  so  dass  9  =  aP,  dt  =  ßdm^  aß  =  k  wird.  Dies  sagt 
soviel,  als  dass  das  Zeitelement^  in  welchem  das  Bogenelement  von  dem 
beweglichen  Punkte  zurückgelegt  wird,  proportional  der  Masse  des  Bogen- 
elements,  also  auch  überhaupt  die  Zeit,  während  welcher  ein  Bogen  be- 
schrieben wird,  der  Masse  dieses  Bogens  proportional  genommen  wird. 
Eine  Folge  davon  ist,  dass  die  Geschwindigkeit  der  specifischen  Masse  um- 
gekehrt  proportional    wird.     Denn   die  Gleichung  yvdt  =  dm   gibt   unter 

dieser  Voraussetzung  ßyv  ^=  1^  also  v  =  —,   Den  Inhalt  der  Gleichungen 

(p  =  aP,     dt  =  ßdm,     0  =  aß  -  T  = — 

PY 

kSnnen  wir  in  die  beiden  Sätze  fassen: 

Halten  sich  Kräfte  P  an  einem  Faden  Gleichgewicht,  so  ist 
die  Fadencurve  die  Bahn  eines  Punktes,  für  dessen  Bewegung 
die  Beschleunigung  von  gleicher  Bichtung,  aber  entgegen- 
gesetztem Sinne  mit  der  Kraft  nnd  nach  Grösse  ihr  propor- 
tional, die  Zeit,  in  welcher  ein  Bogen  durchlaufen  wird,  der 
Masse  dieses  Bogens  und  die  Geschwindigkeit  der  Spannung 
direct,  oder  der  specifischen  Masse  umgekehrt  proportional 
wird. 
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Beschreibt  ein  Punkt  unier  Einfluss  einer  Beschleunigung 
g>  eine  Curve,  so  ist  dieselbe  Gleichgewichtsfigur  eines  bieg- 
samen Fadens,  wofür  die  Kraft  bei  gleicher  Bichtnng  und  ent- 
gegengesetztem Sinne  der  Beschleunigung,  die  Spannung  der 
Geschwindigkeit  und  die  Masse  eines  Bogens  der  Zeit  propor- 
tional ist,  in  welcher  er  beschrieben  wird. 
§.  6.    Beispiele. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  bei  einer  nach  Grösse  und  Richtung  constanten  Be- 
schleunigung (p  »  p  eine  Parabel,  deren  Hauptaxo  die  Richtung  der  Bescfaiea- 
nigung  hat  und  ist  die  Componente  der  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Hauptaxe 
coDstant  und  somit  die  Projection  des  Bogens  auf  eine  zur  Beschleunigongs- 
richtung  senkrechte  Gerade  der  Zeit  proportional,  in  welcher  er  beschrieben  wird. 
Dieselbe  Parabel  ist  daher  die  Fadencurve  für  eine  constante  Kraft  derselben 
Richtung  bei  entgegengesetztem  Sinne  mit  97,  wenn  die  Masse  der  Bogenelemente 
ihrer  Projection  auf  die  zur  Kraftrichtung  senkrechte  Richtung  proportional  ist. 
Die  Spannung  ist  der  Geschwindigkeit  proportional. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  unter  Einfluss  einer  nach  einem  Brennpunkte 
gerichteten  Centralbeschleunigung,  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung von  diesem;  die  Geschwindigkeit  ist  ihrem  Abstände  von  diesem  Brennpunkt 
umgekehrt  und  der  vom  Radiusvector  in  irgend  einer  Zeit  beschriebene  Sector  ist 
der  Zeit  direct  proportional.  Dieselbe  Ellipse  ist  die  Gleichgewichtsform  eines 
biegsamen  Fadens,  wenn  die  Kraft  fortwährend  durch  den  Brennpunkt  geht,  wel- 
cher Centrum  der  Beschleunigung  ist,  dem  Quadrate  der  Entfernung  von  dem- 
selben umgekehrt  proportional  ist  und  von  ihm  abgewandt  wirkt;  die  Spannung 
des  Fadens  ist  in  jedem  Punkte  umgekehrt  proportional  ihrem  Abstände  von  dem 
Brennpunkte  und  die  Masse  eines  jeden  Bogentheiles  ist  dem  Sector  proportional, 
welcher  den  Bogen  zur  Basis  und  den  Brennpunkt  zur  Spitze  hat. 

§.  7.  Die  Betrachtungen  der  §§.  2.  3.  lassen  sich  leicht  auf  den  Fall 
ausdehnen,  dass  der  Faden,  den  wir  jetzt  wieder  als  homogen  annehmen 
wollen,  nicht  frei,  sondern  über  eine  Fläche  gespannt  und  der  beweg- 
liche Punkt  auf  der  Fläche  zu  bleiben  gezwungen  ist.  Indem  man  den 
Widerstand  Eds  der  Fläche  der  Kraft  Pds  hinzufügt,  kann  der  Faden  als 
frei  angesehen  werden.    Daher  ist  der  Faden  die  Bahn  für  die  Bewegung 

eines  Punktes,  für  welche  —  proportional  der  Resultanten   von  P  und  R 

V 

und  V  proportional  der  Spannung  T  ist ,  aber  q>  bei  gleicher  Richtung  ent- 
gegengesetzten Sinn  mit  dieser  Resultanten  hat.  Indem  man  die  Fläche 
wieder  hinzufügt  und  den  beweglichen  Punkt  auf  sie  zwingt,  vertritt  der 
aus  R  entspringende  Bestandtheil  der  Beschleunigung  diesen  Zwang  und 
wird  durch  die  Fläche  ersetzt,  so  dass  der  erste  der  beiden  Sätze  des  §.  2. 
auch  für  den  über  die  Fläche  hingespannten  Faden  gilt.  Dabei  verdient 
hervorgehoben  zu  werden,  dass  der  Widerstand  der  Fläche  gegen  den  Faden 
gleichfalls  entgegengesetzten  Sinn  mit  der  Zwangsbeschleunigung  hat,  welche 
den  Punkt  nöthigt,   auf  der  Fläche  zu  bleiben.     Es  ist  von  selbst  klar, 
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dasB  auch  der  zweite  der  obigen  Sätze  binsicbtlicb  des  Uebergangs  von  der 
Bewegung  eines  Punktes  auf  der  FlScbe  zu  dem  Gleicbgewicbt  des  Fadens 
auf  derselben  fortbesteht  und  in  ähnlicher  Weise  bei  umgekehrter  Folge 
der  Schlüsse  bewiesen  werden  kann. 

Beispiel: 

Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  krummen  Fläche;  seine  Ge- 
Bchwindigkeit  ist  dann  proportional  der  Quadratwurzel  aus  seinem  Abstände  von 
einer  bestimmten  Horizontalebene,  zu  welcher  er  von  der  Anfangslage  aus  ntit 
seiner  Anfangsgeschwindigkeit  vertical  aufsteigen  könnte.  Seine  Bahn  ist  zugleich 
die  Oleichgewichtsfigur  eines  schweren  Fadens,  dessen  Spannung  dieser  Quadrat- 
wurzel direct,  für  welchen  aber  das  Gewicht  jedes  Fadenelementes  derselben  um- 
^kehrt  proportional  ist. 

§.  8.  Wir  haben  in  B.  I,  S.  430  u.  ff.  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  ge- 
zwungene Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Fläche  entwickelt.  Der  hier  vor- 
getragenen Theorie  zufolge  lassen  sich  dieselben  sämmtlich  auf  das  Gleichgewicht 
eines  über  eine  Fläche  gespannten  Fadens  übertragen,  wie  wir  in  Bezug  auf  einige 
derselben  zeigen  wollen. 

Im  Punkte  M  des  Fadens  ziehen  wir  die  Normale  der  Fläche  und  die  Tangente 
der  Fadencurve  und  legen  durch  beide  den  die  letztere  berührenden  Normalschnitt 
der  Fläche;  wir  construiren  femer  die  Normalebene  der  Fadencurve,  welche  die 
Tangentenebene  der  Fläche  in  einer  zur  Tangente  senkrechten  Geraden  schneiden 
wird.  Diese,  die  Tangente  und  die  Flächennormale,  bilden  drei  Axen,  auf  welche 
whr  die  Kräfte  projiciren  wollen.  Es  sei  wie  a.  a.  0.  y  der  Winkel,  welchen  die 
Kraft  P  mit  der  Flächennormale  und  u  der  Winkel,  den  ihre  Projection  auf  die 
Tangentenebene  mit  der  Tangente  bildet,  sowie  d"  der  Winkel  zwischen  der 
Schmiegongsebene  der  Fadencurve  und  der  Tangentenebene.   Dann  hat  man,  weil 

AT      T 

-^— ,  —  die  Componenten  von  P  in  der  Richtung  der  Tangente  und  Haupt- 
normalen  sind 

AT  T  T 

-^—  «B  P  sin  y  COS  a  ,    —  cos  Ö"  =  P  sin  y  sin  a ,    —  sin  Ö"  =  P  cos  y  +  -^. 
dB  '  *     9  '  '     9  '    • 

Es  ist  aber  der  Radius  der  geodätischen  Krümmung  9  =»  9  :  cos  0"  und  der 
Krümmungshalbmesser  des  berührenden  Normalschnitts  i2  =>  9  :  sin  «d"  (S.  B.  1, 
S.  418).    Hiemit' werden  diese  Gleichungen 

AT  T  T 

-T—  =  P  sin  y  cos  of ,   -^-  ==  P  sin  y  sin  a ,    -^  =  P  cos  y  -{-  N, 

Die  beiden  ersten  von  ihnen  liefern: 

T  "Jtga 

oder,  wenn  d%  den  geodätischen  Contingenzwinkcl  d%  =  ds  i  i^  bezeichnet 

dT       d% 
T  ^tga' 
woraus  folgt 

Pdrt 

welolie  Formel  der  a.  a.  0.  entwickelten  Formel  v  =  C  c  für  die  Geschwindig- 
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kcit  entspricht.    Die  beiden  letzten  der  drei  Gleichnngen  zusammen  geben 

in  Uebereinstimmung  mit  der  dortigen  Formel  für  die  Beschlennigong  ^   des  be- 
weglichen Punktes,  nämlich 


*'=(rs^y+(Ä--^y- 


Sie  geht  aus  der  Formel  für  P  unmittelbar  hervor,  indem  man  §.  2.  zufolge  P, 
iV,  T  proportional  setzt   — ,   — ,   r. 

§.  9.  Ist  die  Fläche  abwickelbar  und  hat  die  Projection  von  P  anf  die 
Tangentenebene  die  Richtung  der  geraden  Erzeugungslinie,  so  ergibt  sich  ähnlich 
wie  B.  I,  S.  434  der  Satz: 

Die  Fadencurve  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  für  den  Fall, 
dass  die  Projection  der  Kraft  P  auf  die  Tangentenebene  die  Rich- 
tung der  Erzeugungslinie  hat,  bleibt  auch  dann  noch  Gleichgewichts- 
figur, wenn  die  Fläche  zu  einer  Ebene  ausgebreitet  wird  nnd  die 
Kraft  P  ohne  Aenderung  von  Grösse  den  Sinn  und  die  Bichtnng  der 
Linie  in  der  Ebene  hat,  in  welche  die  Erzeugungslinie  durch  die  Ab- 
wickelung übergeht.  Umgekehrt  bleibt  eine  ebene  Fadencurve  auch 
dann  noch  Gleichgewichtsfigur,  wenn  man  die  Ebene  zu  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  aufrollt,  deren  Erzeugungslinie  mit  der  Richtung 
der  Kraft  zusammenfällt. 

So  geht  die  Curve,  welche  ein  über  einen  verticalen  Cy linder  hingespannter 
schwerer  homogener  Faden  bildet,  in  eine  Kettenlinie  über,  wenn  die  Cylinder- 
fläche  zu  einer  ihrer  Tangentenebenen  ausgebreitet  wird.  Dieser  Satz  entspricht 
dem  folgenden:  die  Curve,  welche  ein  schwerer  Punkt  auf  einer  verticalen  Cylin- 
dcrfläche  beschreibt,  geht  in  eine  Parabel  über,  sobald  der  Cylinder  zu  einer  seiner 
Tangentenebenen  ausgebreitet  wird. 

§.  10.  Für  sphärische  Fadencurven,  für  welche  die  Kraft  P  stets  mit  einem 
festen  Durchmesser  00'  in  eine  Ebene  (Meridianebene)  fällt,  seien  der  Winkel  9, 
den  die  Meridianebene  eines  Punktes  M  der  Curve  mit  der  Meridianebene  des 
Anfangspunktes  bilde  und  der  sphärische  Radiusvector  OM  ^=^  r  (S.  B.  I,  S.  435, 
Fig.  174,  wenn  r  statt  ^  gesetzt  wird)  die  sphärischen  Coordinaten  von  M.  Da 
die  kürzesten  Linien  auf  der  Kugel  grOsste  Kreise  sind,  so  ist  der  geodätische 
Contingenzwinkel  d%  der  unendlich  kleine  Winkel,  welchen  zwei  die  Fadenlinie 
in  den  aufeinanderfolgenden  Punkten  M,  M'  berührende  grösste  Kreise  mit  ein- 
ander bilden.  Ist  a  der  Winkel  OMM\  so  hat  man,  wie  dort  (29*cosa«-i  —  dr 
und  wenn  p  das  sphärische  Perpendikel  OP  bedeutet,  welches  vom  Pole  0  anf 
die  geodätische  Berührende  gefällt  werden  kann,  erhält  man  dx  :  tgo; «»  —  d  «Z  sinp, 
also  nach  den  Formeln  des  §.  7. 

sin  p' 

d.  h.  die  Spannung  ist   dem  Sinus  des   sphärischen  Abstandes  p   des 
berührenden  grössten  Kreises  vom  Pol  umgekehrt  proportional. 

Femer  ergibt  sich  der  Radius  der  geodätischen  Krümmung  ^  «»  -- — , —  . 
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Mil  Hülfe  dieses  Ansdrackes  und  des  eben  gefundenen  Werthes  für  T  erhält  mau 

weiter  nach  §.7.:    T  :  9  «»  P  sin  y  sin  a,  mithiu 

sin  r  '  dr  C 

d  '  Bin  p         P  sin  7  sin  p  sin  cc  ' 

welches  die  Di£Perentialgleichung  der  Fadencurve  in  Bezug  auf  p  und  r  als  Coor- 
dinaien  ist,  sobald  P  sin  y  durch  p  und  r  dargestellt  wird.  Da  sin  r  •  sin  a  ==  sin  p 
ist,  BO  kann  man  sie  schreiben 

_       (^       d'Binp 

Ur  =  -7T — : .— A • 

P  sm  y     sin* 2) 

Wenn  s.  B.  der  Faden  schwer,  also  P  =»  ^  ist,  so  wird,  falls  0  der  tiefste 

Punkt  der  Engel  ist,  y  =  r,  mithin  ist 

-  C    d  sin  p 

Bin  r  ar  =3  —  •  —~~ 
g      Bm^p 

die  Differentialgleichung  der  sphärischen  Eettenlinie  in  r,  p,   Ihre  Integration  gibt 

{A  +  cos  r)  sin  |)  =  — 

dr 
Da  sin  j>  8»  sin  r  sin  tf  und  ds  •  cos  a  ==  —  rfr,  also  cos  a  = j-  und  mithin 

(d r^-t       sin  r  •  dq> 
^-Ts^y — 57- 

ist,  80  geht  diese  Gleichung  über  iu 

(Ä  +  cos  r)  sm*  r  ^  =  — , 
^      '  ds        g 

worin*  . 

d8=^(dr^  +  B'm^rdtp^^- 

m  setsen  ist.  Dies  ist  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  der  sphärischen, 
Kettenlinie.  Je  nachdem  u^l  =-  0,  <  0,  >•  0  ist,  kann  sie  als  parabolische, 
elliptische  und  hyperbolische  Kettenlinie  bezeichnet  werden. 

Ans  der  obigen  allgemeinen  Formel  für  den  Radius  der  geodätischen  Krüm- 
mong  ergibt  sich  für  die  sphärische  Eettenlinie 

9         g     sin*  p ' 

d.  h.  der  Radius  der  geodätischen  Krümmung  der  sphärischen  Ketten- 
linie  ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Sinus  des  sphä- 
rischen Abstandes  der  Tangente  vom  Pol. 

Die  sphärische  Eettenlinie  kann  in  einen  horizontalen  Ereis  degeueriren.  Für 
eisen  solchen  ist  r  constant  und  reducirt  sich  die  Differentialgleichung  auf 

C 

(Ä  +  cos  r)  sin  r  =  — 

9 
Hierbei  ist  T  constant,  nämlich  T»  C7:  aiup  =  C:  sin  r ;  ferner  ist  9  =  tg r  =  tgp. 

man  zwischen  p  =■  — t— = —  =>  ig  r  und    T  =  0  :  sin  «  =  C  :  sin  r    die 

^       g  sm*p        ^  ^ 

Constante  C7,  so  folgt 

T^gtgr. 

Diese  Gleichung  entspricht  der  Formel  für  die  constante  Geschwindigkeit  des 
spArischen  Pendels,  wenn  die  Bahn  ein  Ereis  ist,  nämlich 

,          sin*  r 
v^  =M  g 

^  cos  r 
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Die  Kreisbahn  des  sphärischen  Pendels  liegt  immer  auf  der  unteren,  die  Coire 
des  schweren  Fadens,  wenn  sie  ein  Kreis  ist  auf  der  oberen  HalbkugeL 

§.  11.  Um  die  Analogie  zwischen  der  Bewegung  eines  Punktes  und 
dem  Gleichgewichte  am  biegsamen  Faden  auch  in  den  Gleichungen  beider 
Probleme  deutlich  zu  erkennen,  wollen  wir  die  Bewegungsgleichungen  des 
Punktes  so  umgestalten,  dass  sie  die  Form  der  Gleichgewichtsbedingungen 
des  Fadens  annehmen.     Sie  sind 

df^'     dfi  ~     '     de~ 

Es    ist   aber   ^-  =  ^  (g)  =  ^(^)  •  ^^  =  .  £(.  g)   und   ähnlich 
für  die  beiden  andern  Coordinaten;  sie  gehen  daher  über  in 

ä\v    -] rf5  =  0,  dKv-r) d8  =  0,  d(v—) d8  =  0. 

\    dsJ         V  \    dsJ         0  \  dsJ        V 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  des  Fadens  aber  sind 

'^  (^S  +  ^^''^'"  =  ^'  '  (^'S)  +  ^''^-  =  0.  «^  {t';)  +  Z'än.  =  0 

und   in   dem    speciellen  Falle,   dass   die   specifische   Masse  y  constant  und 
y  =  1,  also  dm  ^^  y  '  ds  =^  ds  ist, 

Man    sieht,    dass    beiderlei   Gleichungen  identisch   werden  durch   die  Sub- 
stitutionen 

—  =  — AX',      ^  =  —  XT,      -  =  — AZ',      V'=-XT. 

V  V  V 

Für  den  nicht  homogenen  Faden  wäre  zu  setzen 

\  Y  Z 

—  ds=  —  XTdm,      —ds=  —  iTdm,      -ds  =  —  lZ'dm,    v  =  XT 

V  V  V 

und  diesen  Bedingungen  kann  genügt  werden  durch 

x=  — ax',    r=  — «r,   z=  — «z',  v^xt, 

dt  =  ß  '  dm. 
W.  z.  b.  w. 

Wir  haben  in  Cap.  VI  die  Gleichgewichtsbedingungen  des  Fadens  verschie- 
denen Transformationen  unterworfen.  Die  analogen  Umformungen  der  Bewegongs- 
gleichungen  eines  Punktes  sind  folgende: 

^     dx  dx        ,     ,      d^x       dv  dx    ,      ^d^x   ...  ,-  ,. 

Da  ^T  =»  V  -r-  und  also  ^-„-  =  — -  - — U  v^  -,-4    ist,   etc.,    so    können    die 
dt  ds  dt*        dt  ds    '        d«* 

Bewegungsgleichungen  in  der  Form  geschrieben  werden: 

dv  dx         ^d^x       Y     dv  dy         .d^y       ^     ^  ^   1    „«  ^       7 
dT  dte  ■*■  *"  5i«  ^  ^'   dt  d«  "^  ^  d«*  "  -^'    dt  d«  "^      cJ««  ""'^' 
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Eliminirt  man  3-:  so  kommt: 

at 


dy    dz 

ds     ds 

d^  d^ 

ds^  ds* 


dy 
>  ds 

Y 


dz 

1 

ds 

> 

t?» 

Z 

dz 

dx 

dz 

dx 

ds 

ds 

ds 

ds 

d*z 
ds'' 

d^x   " 
ds^ 

Z 

1 

X 

..< 


I  dx  dy 

ds  ds 

d*x  d^y 

ds*  ds* 


dx    dy 
ds     ds 

X      Y 


und  wenn  anch  v'  eliminirt  wird: 


dy    dz 
ds     ds  , 

dy    dz 
äs     ds 

dz  dx 
ds  ds 

'  : 
Y     Z 

d*y    d^z 
ds*    ds* 

Z  X 

1 

1 

dz  dx 

ds  ds 

d^z  d*x 

ds*  ~ds* 


dx  dy\ 
ds    ds 

X    Y 


dx  dy 

ds  ds 

d^x  d*y 

ds*  d~s* 


V' 


dv 


WQrde   man  erst  v*  und  dann  -=-t  eliminirt  haben,  so  hätte  man  ähnlicherweise 

at 

gefdnden : 


d*y  d*z 

d*y  d*z 

d*z  d*x 

d*z  d*x 

ds*    ds* 

ds*    ds* 

ds*    ds* 

ds*    ds* 

Y    Z 

• 

dy    dz 
ds    ds 

Z    X 

• 

dz   dx 
ds     ds 

d*x  d*y 
ds*    ds* 


d*x 

d'y 

ds* 

ds* 

dx 
ds 

dy 
ds 

dv 
dt 


Die  Combination  der  beiderlei  Resultate  liefert  daher  als  die  Gleichungen  dei 
Bahn  des  Punktes: 


dy  dz 

d*y  d*z 

dz  dx 

d*z  d*x 

dx    dy 

d'y  cPy 

da   da 

1  : 

da*   ds* 

ds    ds 

* 

ds      ds' 

ds     ds 

m 

ds*   ds* 

Y    Z 

Y     Z 

Z     X 

Z  :  X 

X      Y 

X      Y 

dv 
dt 


Diese  Gleichungen  gehen  durch  die  oben  genannten  Substitutionen  in  die  Glei- 
chungen der  Fadencurve  über  ohne  ihre  Form  zu  ändern.    Es  ändert  sich  blos 


dv 


dv 


dt'   ""   'dt 


,  welcher  über- 


der  Werth  der  drei  gemeinschaftlichen  Verhältnisse  v*f 

geht  in   -T,  -^,-T:^. 

^  ^        da  ds 

Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Fläche  und  das  Gleichgewicht 
eines  Aber  sie  hingespannten  Fadens  sind  die  Gleichungen 


'(•^0-(l+:^-«. 
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'  i^äFj 


^''^  _  (X'  +  jyr;)  d,  =.  o,    d  (r^)  -  (r  +  ivp  rf«  -  o, 


welche  durch  dieselben  Substitutionen  in  einander  übergehen,  wie  bei  der  freien 
Bewegung  und  dem  freien  Faden.  Ist  ü  =  0  die  Gleichung  der  Fläche ,  so  be- 
stehen zugleich  noch  die  Gleichungen 


5 
i"' 


N 


K       N'y 


K 


y 


Sind  X=—  Y=Z  =  0,  so  wird  v  vermöge  J  .  ^  r'  =»  Xdx  +  ^dy  +  Zdz  con- 
stant  und  ebenso  T  constant  wegen  — dT  =^  (X'dx  +  Y'dy  +  Z'dz)  (S.  Cap.  VI, 
S.  91).    Daher  sind  die  Gleichungen  des  einen  oder  des  andern  Problems 


d^x 


'."U-". 


d^ 
ds' 


T-^-K'-o, 


ds*  V 


d^z 

■0.  rg-i^;  =  o 


und  liefern  beide  als  Gleichungen  der  Curve  die  der  geodätischen  Linie 


ds*'  ^^  ds*       V 


d*  z     jj, 

ds*       * 


§.  12.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  die  Analogien  der  beiden  Probleme 
bis  zu  den  Principen  zn  yeifolgen,  welche  Integrale  ihrer  Gleichungen 
liefern. 

Combiniren  wir  die  Gleichungen 

d[Tf)  +  Xds  =  0,     cl(Tg)+rrf.  =  0,     d(T^)  +  Zd.  =  0 
nach  der  Manier  der  Determinantenbildung,  so  folgt 

y  z 


<4:)"(-S 


+ 


X 


y  z 

Y  Z 


ds  =  0, 


y 


X 


a(Tf)d(T^J^ 

\    ds/     \    ds 


dx\ 

sJ 


+ 


Z  X 

ZX 


ds  =  0. 


<-r)<'^) 


+ 


X  y 
X  Y 


ds  =  0. 


Sind  nun  X,   F,  Z  so  beschaffen,  dass 


y  & 


=  0, 


z   X 


=  0, 


X  y 
XY 


^    ^  ,    ^        X        Y        Z 

=  0,  d.  h.  dass  —  =  —  »=  — 

X        y         z 


YZ\  '  \ZX 

ist,  d.  h.  geht  die  Kraft  P  durch  den  Coordinatenursprung,   so  redudren 
sich  die  Gleichungen,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  auf 


d'  T 


y    z 

Z      X 

X    y 

dy  dz 

=  0, 

d'  T 

dz  dx 

=  0, 

d'  T 

dx  dy 

ds  ds 

• 

ds  ds 

ds  ds 

=  0 
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und  liefern  die  drei  Integrale 


y    e 

dy  de 


=  di'dSy     T 


e     X  ' 


X    y 
dx  dy 


=  r7.j  •  ds . 


Diese  letztem  genügen  der  Bedingung 

d^x  +  d^y  +  d^z  =  0, 

d.  h.  die  Fadencurve  ist  in  einer  Ebene  des  Coordinaten Ursprungs  ent- 
halten. Die  Bildung  der  Quadratsumme  der  drei  Integralgleichungen  gibt, 
weil  die  Quadratsumme  der  drei  Determinanten  das  Quadrat  der  doppelten 
Flfiche  2  A  des  Dreiecks  ist^  dessen  Basis  das  Bogenelcment  ds  und  dessen 
Spitze  der  Coordinatenursprung  ist, 


2A'T=d8  yd\  +  dl+  dl 

nnd  wenn  p  das  vom  Ursprung  auf  die  Tangente  gefällte  Perpendikel,  also 
2A  =^pd8  ist 

Tp  =  y^T?  "-Mf  "+^2; 

d.  h.  die  Spannung  ist  umgekehrt  proportional  ihrem  Abstände  vom  Ursprung. 

Wir  erhalten  daher  den  Satz,  welcher  dem  Flächenprincip  bei  der 
Bewegung  eines  Punktes  entspricht: 

Halten  sich  an  einem  biegsamen  Faden  Centralkräfte  Pds 
das  Gleichgewicht,  so  ist  die  Fadencurve  in  einer  Ebene  des 
Centrums  enthalten  und  ist  die  Spannung  des  Fadens  ihrem  Ab- 
stände vom  Centrum  umgekehrt  proportional. 

Dass  die  Curve  eben  ist,  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  bei  jedem 
Fadengleichgewicht  die  Kraft  P  in  die  Schmiegungsebene  der  Curve  fällt 
und  hier  alle  Schmiegungsebenen  durch  einen  Punkt  hindurchgehen,  mithin 
zuBammenfallen,  weil  jede  zwei  aufeinanderfolgende  Tangenten  enthält. 

Ist  t^  der  Winkel,  welchen  der  Radiusvector  r  vom  Centrum  0  nach 
dem  Curvenpunkte  M  mit  der  Tangente  bildet,   so  wird  jp  =  r  sin  9?  und 

daher  T  =  — ; —  •    Für  den  Fall,  dass  das  Centrum  ins  Unendliche  rückt, 
r  sm^ 

erlangt  P  constante  Richtung  und  wird   T  der   Cosecante  von  1/;  propor- 

C 
tionaL  da  —   sich    einer    Constanten    nähert.     Hiemit   erhalten    wir    einen 

r 

firüher  gefundenen  Satz  wieder  Reduciren  sich  nicht  alle  drei,  sondern  nur 
eine  der  obigen  Determinanten  auf  N\ill,  ist  z.  B.  X\x=  Y '  Vi  so  gilt 
der  vorstehende  Satz  nur  für  die  Projection  der  Fadencurve  auf  die  Ebene 
der  o:,  y.    Die  Kraft  P  schneidet  dann  in  allen  Lagen  die  ;8:-Axe. 

§.  13.  Das  Analogen  zum  Princip  der  lebendigen  Kraft  ist  bereits 
Cap.  VI,  §.  1,  Nr.  4,  S.  91  in  der  Formel 

dT  =  —  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 
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aufgestellt  worden,  welche,  wenn  die  rechte  Seite  das  Differential  einer 
Function  U  von  x^  y^  z  ist,  sofort  ohne  Kenntnis  der  Fadencurve  für  die 
Spannung  liefert: 

dT=  —  dU,     T  —  Tq  =  —  (ü—  Uq)     oder     T  =  —  U  +  h. 

Wenn  also  eine  Kräftefunction  U  existirt,  so  hängt  die  Spannung  blos  von 
den  Coordinaten  des  Punktes  ab  und  kann  unabhängig  von  der  Natur  der 
Fadencurve  gefunden  werden.  Die  Spannung  ist  dieselbe  in  allen  Punkten 
einer  Niveaufläche  Z7  =  C,  also  insbesondere  in  allen  Punkten,  welche  die 
Fadencurve  mit  einer  solchen  Fläche  gemein  hat.  Dieselben  Sätze  gelten 
für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  wenn  für  dessen  Be- 
schleunigung eine  Kräftefunction  existirt  (Bd.  I,  S.  359). 

Wir  fanden  §.  11,  dass  wenn  X,  F,  Z  die  Componenten  der  Kraft  P 
am  homogenen  Faden  sind^  die  Componenten  der  Beschleunigung  der  Be- 
wegung eines   Punktes,    dessen   Bahn  die  Fadencurve  ist,   gleich  —  XvX^ 

—  IvY,  — kvZ  oder,  da  v  =  XT  ist,  wenn  wir  >l  =  1  setzen  gleich  — TX, 

—  TYy  —  TZ  genommen  werden  können,  so  dass  die  Bewegungsgleichungen 
selbst  sind 

(fix d^y d^0 

d?^"^^'       d?  =  -  ^^>       d?  "^  ~  ^^- 

Existirt  nun  eine  ErSftefunction  U  fllr  das  Fadenproblem,  so  sind 

y_SU      T,_SU      y_8U 
a« '  dy'  de' 

Hiemit  werden  die  Gleichungen  der  Bewegung 


di^        ^^        "'  dx        dx 
dt'       ^  ^  dy       dy 


^=(tr-Ä)-.  =£:(icr«-ÄCr), 


-A  =  {u -  n)Z  =- i-A^ü' -  hu\ 


d.  h.:  Gibt  es  für  das  Gleichgewichtsproblem  des  homogenen 
Fadens  eine  Kräftefunction  Z7,  so  gibt  es  auch  für  das  entspre- 
chende Bewegungsproblem  eines  Punktes  eine  solche  und  ist 
dieselbe  ^U^  —  /tZ7,  wo  h  eine  Constante  bedeutet. 

Besteht  umgekehrt  für  das  Bewegungsproblem  eine  Kräftefunction  27, 

O  TT 

SO  dass,  wenn  X,  F,  Z  die  Componenten  der  Beschleunigung  sind  -—  =  X, 

dx 

7)  TT  ri  TT 

=  Y,    —  -  =  Z  werden,  so  ist  ^v*  ==  Z7  +  ä,   wo  h  eine  Constante 
dy  dz 

bedeutet.    Die  Kraftcomponenten  des  Gleichgewichtsproblems  sind  alsdann, 
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X  Y  Z      ,    .   ,  dU  1  dU  1 

—  — —  —  oder  also •  — ■ , •  — _   _  ■  - 

«  f  ^  ^^    y^U+h  oif     y2U+  h, 

-~  •  -r--=r:  jir^^,  odsF  wenii  wir  wieder  k  =  1  setzen, 

^^     y2U+h 

^-(-V2U-fH),  f^i-V^W+j,),  ^(.y,-ü+l.), 

_     ,      at?  OV  ^^         n  V. 

^••»•ä^'  -Ty^  -ä7-   ^*''*'-- 

Gibt  es  für  das  Bewegungsproblem  eines  Punktes  eine 
KrSftefunction  27,  so  besteht  auch  für  das  entsprechende  Gleich- 
gewichtsproblem   des    homogenen    Fadens    eine    solche;     sie    ist 

—  y^U -{-  h^   nämlich   die   Geschwindigkeit    des    Bewegungspro- 
blems  mit  umgekehrtem  Zeichen. 

Beispiele. 

1.  Der  Faden  bilde  eine  verticale  Kettenlinie  in  der  xy -Ebene;  es  ist  also 
X  —  0,  r=-  —  ^,  Z=-0,  dr=3  gdy,  T  ==-  gy  +  h.  Wählen  wir  die  Directrix 
und  die  Axe  der  Kettenlinie  zu  Axen  der  x,  y^  so  wird  h  ^  0^  2'  =»  gy.  Die 
Gleichungen  des  entsprechenden  Bewegungsproblems  sind  daher  nach  dem  Obigen 

Ihre  Integration  liefert  x  =»  at  -{-  §,  y  ^  Ce.  •}-  C'e       ,     indem    der     zweiten 
Gleichung  als  einer  linearen  mit  constanten  Coefßcienten   Ezponentialfunctionen 

genfigen.    Es  seien  für  <  -»  0  die  Coordinaten  x  '=>  0,  y  ^^  ^  und  ~  =  0,  d.  b. 

T 
die  Bewegung  beginne  im  Scheitel;  dann  wird  P  —  0,     "  =  6'+  ^^,  0  =  C  —  (7, 

T 
also  C  »  C  -B  1  >"  und  hiermit 

'  9 


x^at,   y^^^;(r  +  r'). 


folglich  nach  Elimination  von  ti 

9  ^  9 


y  .  4  ?o  /^Z"  '+  tf     '^0  '\  oder  y  =  i  «  ^g«  +  g     « Y  wenn  1\  «  ga, 

2.  Es  sei  die  Kraft  P  am  Faden  eine  Centralkraft,  proportional  der  n^°  Potenz 
des  Abstandes  r.    Dann  sind  ihre  Componenten  — ar^^"^ Xj    — ar"""^!/,  mithin 


«r»  +  ' 


ist  die  Kr&ftefanction  ?/  «■ ,-  -- .    Die  Beschleunigung  des  entsprechenden  Be- 

Wegungsproblems  ist  dann   T^-r   ^  +  äJ  ar**  —  iir*"  +  ^  +  Jßr'*.     Ist   die  Ceu- 

a  \     "r  /  AB 

iralkraft  — ,  so  wird  die  Beschleunigung  von  der  Form    -r-     -  -\ — -  • 

§•  14.   unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  Kräftefunction  U  für  das 

Olfiiohgewichtsproblem  existirt,  vermöge  welcher  also  T  —  T^  —  —  (  ^  ~  ^o) 
9cnu.t  üMhABlk.  u.  11 
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und  X  =  -^— ,     Y=——j     Z  =   -—  sind,   gilt  noch  ein  anderes  Princip, 

ox  oy  dz 

dessen  Analogon  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  das  B.  I,  S.  351  er- 
wähnte Princip  der  kleinsten  Wirkung  ist.  Es  seien  A^  B  zwei  feste 
Punkte  der  Fadeneurve.  In  allen  ihren  Punkten  ist  die  Spannung  T  durch 
die  vorstehende  Gleichung  gegeben.  Die  Function  T  ist  aber  eine  Function 
des  Ortes  (der  Coordinaten  x,  i/,  z)  und  hat  in  jedem  Punkte  des  Baumes 
einen  bestimmten  Werth,  wenn  sie  auch  nur  für  die  Punkte  der  Faden- 
eurve eine  Spannung  darstellen  kann.  Zieht  man  durch  A  und  B  irgend 
eine  andere  Curve,  multiplicirt  in  jedem  Punkte  derselben  den  Werth,  den 
die  Function  T  daselbst  hat,  mit  dem  Bogenelemente  ds  dieser  Curve  und 

bildet    das  Integral  jTds,    ausgedehnt  von   A    bis  B  über   den   ganzen 

Bogen  derselben,  so  wird  der  Werth  dieses  Integrals,  welcher  mit  der 
Wahl  der  Curve  veränderlich  ist,  im  Allgemeinen  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum, wenn  die  Curve  mit  der  Fadeneurve,  wofUr  T  die  Spannung  dar- 
stellt, zusammenfmit. 

Zum  Beweise  werden  wir  die  willkührlich  zwischen  A  und  B  gezogene 
Curve  sich  unendlich  wenig  ändern,  d.  h.  in  eine  andere,  gleichfalls  durch 
A  und   B  gehende   Curve   übergehen  lassen  und  zeigen^  dass   die  daraus 

entspringende  unendlichkleine  Aenderung  öJTds    des    Integrals    Null    ist, 

wenn  die  Curve  mit  der  Fadeneurve  zusammenfällt.  Denn,  da  die  Grenzen 
des  Integrals  fest  sind,  so  ist 

6fTds=fö'Tds. 
Femer  hat  man 

6'Tds  =  6T'ds+  T'  6ds. 

Aus  der  Gleichung 

r-To (u-  u,) 

folgt  aber 

dT=-dU (^^6x  +  ^j   öy  +  ~  6z^  =  -(X6x+Y6y  +  Z6e). 

Andrerseits  ist  ds^  =  dx^  +  dy*  -f*  ^^^  ^  mithin 

ds  '  6ds  =  dx  -  ddx  -f-  dy  •  6dy  +  de  •  ddfr, 

dx  dy  dz 

also   öds  =  —  ddx  +  -^  ddy  +  --  6dz,     Fügt  man  die  Werthe  fUr  T, 

ds  ds  ds 

öT,  Sds  in  die  Gleichung  für  öTds  ein,  so  ergibt  sich 
d  .  Tds  =  —  (Xdsöx  +  Ydsöy  +  Zdsöz) 

+  (T^6dx  +  T^Sdy+T^/sdz\ 
\    ds  ds  ds        / 
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Wfthlt  man  nun  zu  der  zu  variirenden  Curve  die  Fadencurve  selbst,  so  ist 
und  wird  hiemit 

'•"'-"(^£)"+^(^S)'»+"('t)" 

oder  indem  man  das  erste  und  vierte,  zweite  und  fünfte,  dritte  und  sechste 
Glied  zusammenfasst  und  berücksichtigt,  dass  6dx  =s  d6x  etc.  ist, 


4-S^^+-S*^+-^^]- 


') 


Integrirt  man  nun,  so  kommt  allgemein 


JdTds  =  T^6x  +  T^^6y+T^  Sz  +  Const. 


ds 


ds 


ds 


*)  Der  Satz 


dx 


d'dy 
dx 


oder  kürzer,  weil  dx  keine  Aenderung  erleidet: 

ddy^ddy, 

von  welchem  wir  bei  dieser  Entwickelnng  Gebrauch  machten,  erweist  sich  leicht 
in  folgender  Art.  Es  sei  (Fig.  54)  AMM'B  die  Projection  der  wirklichen  Bahn 
auf  die  o;^- Ebene,  ÄfifiB  die  irgend  einer  Nachbarcurve  derselben  und  PM  =^y^ 
also  Pfi  s=a  y  -\.  dy\  f&r  eine  unendlichkleine  Aenderung  des  x^  nämlich  PP' 
•—  dx  wird  man  dann  einerseits  haben: 

P'li'^P'M'+M'ii^iy  +  dy)  +  d{y  +  dy), 

andererseits  aber  auch 

P>'  ^Pii  +  d'Pii^iy  +  8y)  +  d{y  +  dy). 

Da  nun  ganz  allgemein  die  Aendemng  einer  Summe  gleich 
der  Summe  der  Aenderungen  der  einzehien  Sammanden 
sein  muss,  so  ergibt  sich  durch  Vergleichung  beider  Aus- 
drücke 

y  +  dy  +  dy  +  ddy  ^  y  +  äy  +  dy  +  ddy, 

ddy  =  ddy. 
lotegrirt  man  diese  Gleichung,  so  folgt  weiter 

fddy  =-  dy 


d.  h. 


«ad  da  y  *^J^y  ^' 


fddy  =  djdy. 


11 
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Da  aber  an  den  Grenzen,  weil  sie  fest  sind  da:  =  ^y  =  äjep  =  0  wird, 
so  folgt  füi-  das  über  den  Bogen  AB  ausgedehnte  Integral 

JSTds  =  djTds  =  0, 

w.  z.  b.  w.      Es    genügt    daher    das    Integral    jTds^    ausgedehnt 

über  irgend  einen  Bogen  der  Fadencurve  mit  festen  Endpunkten, 

im  Allgemeinen  der  Bedingung  djTds  =  0   des    Maximums  oder 

Minimums,  d.  h.  es  ist  kleiner  oder  grösser  als  der  Werth,  den 
es  für  jede  unendlich  wenig  von  der  Fadencurve  abweichende, 
durch   dieselben  Endpunkte  gehende  Curve  annimmt. 

Denkt  man  sich  durch  alle  Punkte  der  Fadencurve  die  Niveauflftchen 
ü  =  Const.  gelegt,  so  zerschneiden  sie  die  Fadencurve  und  die  Nachbar- 
curve  in  Bogenelemente.  Man  kann  die  Nachbarcurve  offenbar  so  ziehen, 
dass  ihre  Elemente  nicht  kleiner  sind,  als  die  zwischen  denselben  auf- 
einanderfolgenden Niveauflächen  enthaltenen  Elemente  der  Fadencurve.  Da 
nun  auf  einer  Niveaufläche  T  constanten  Werth  hat,  so  sieht  man,  dass 
die  Elemente  Tds  des  Integrals  für  die  Nachbarcurve  nicht  kleiner,  als 
für  die  Fadencurve  sind.  Daher  ist  das  Integral  für  die  Faden- 
curve im  Allgemeinen  ein  Minimum.  Ob  ein  solches  wirklich  ein- 
tritt, kann  nur  durch  die  Bildung  von  ö^jTds  und  dessen  Beschaffenheiten 
entschieden  werden. 

Dieser  Satz  gilt  auch  noch  für  die  Fadencurve  auf  einer  Flftche;  die 
Nachbarcurven  sind  dann  aber  nur  solche,  welche  ebenfalls  auf  der  Fläche 
zwischen  den  festen  Endpunkten  Ä^  B  gezogen  werden  können.  Ist  nämlich 
2^  =  0  die  Gleichung  der  Fläche  und  Bds  der  Widerstand,  so  sind,  wenn 

{K^  +  F'y^  +  I?y  *  =  T7  gesetzt  wird,  dessen  Componenten  iXJFi  Was 
RF'yWds^  RF'fWds  und  sie  verbinden  sich  mit  Xds^  Yds^  Zds  in  den 
Gleichungen  der  Fadencurve,     Aus  der  Gleichung 

dT=  —  [(X -f  RWF;,)  dx-] ] 

verschwinden  sie,  da  F^da;  +  ^y^P  +  ^^dz  =  0  ist,  weil  dies  die  Diffe- 
rentialgleichung der  Fläche  ist;  daher  besteht  die  Gleichung 

T-T, (U-U^) 

unverändert  fort,  wie   für  den  freien  Faden.     Es  ist  daher  auch  für  den 

über  die  Fläche  gespannten  Faden  djTds  =  0 . 

Sind  X,  F,  Z  Null,  wird  also  der  Faden  blos  von  Endkräften  ge- 
spannt, so  ist  T  constant,  also  Sjds  =  0,  d.  h.  die  Fadencurve  ist  eine 
kürzeste  Linie. 

Der  analoge  Satz  für  die  Bewegung  eines  Punktes  wird  erhalten,  indem 
man  der  Theorie  von  §.  2   gemäss  die  Spannung  T  proportional  der  Gto- 
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Bchwindigkeit  v  setzt,  während  das  Bogenelement  ds  unverändert  bleibt, 
oder  auch,  was  gleichbedeutend  ist,  durch  vdt  ersetzt  wird. 

Wenn  daher  für  ein  Bewegungsproblem  eines  Punktes  eine 
KrSftefunction  existirt,  vermöge  welcher  die  Geschwindigkeit 
V  desselben  eine  Function  des  Ortes  ist,  und  man  nimmt  auf  der 
Bahn  des  Punktes  zwei  feste  Punkte  Äy  B  an  und  bildet  längs 
irgend    einer   durch    diese    hindurchgelegten   Curve    das    von  A 

bis  B  erstreckte  Integral  Jvds^  so  wird  dasselbe  im  Allgemeinen 

ein  Minimum,  wenn  diese  Curve  mit  der  Bahn  des  Punktes  zu- 
sammenfällt. Dieser  Satz  führt  den  Namen  des  Princips  der  kleinsten 
Wirkung  und  wurde  zuerst  von  Euler  aufgestellt  {Methodus  invcniendi  etc. 
AddUafnentuin  II,  de  motu  projcctorum  in  media  resistente,  1744).  Er  gilt 
auch  in  allgemeiner  Form  für  die  Bewegung  von  Systemen  und  werden 
wir  später  auf  denselben  zurückkommen. 

Aus  der  Gleichung  djTds  =  0,  wo  T  =  U  -\-  h  ist,  kann  man  nach 
den  Grundsätzen  der  Variationsrechnung  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts 
am  Faden  ebenso  ableiten,  wie  aus  der  entsprechenden  Gleichung  öjvds  =  0, 
wo  ^t;*  ■=  ?7  4- Ä,   die  Gleichungen   der  Bewegung   eines  Punktes  folgen. 

§,  15.    Aus  dem   Satze  öJTds  =  0  wollen  wir  einige  Folgerungen 

ftlr  die  Eettenlinie  ziehen.  Es  sei  die  Fadencurve  die  verticale  Ketten- 
linie; ftir  sie  ist  die  Spannung  2'  der  Ordinate  y  proportional;  mithin  wird 

jTds  proportional  Jyds.  Es  besteht  aber  für  die  Ordinate  y^  des  Massen- 
mittelpunktes eines   Bogens    AB   die    Gleichung   y^- Jds  =  Jyds,     Sind 

daher  über  einer  Horizontalebene  zwei  Punkte  A,  B  gegeben, 
80  hat  unter  allen  durch  diese  Punkte  begrenzten  Curvenbogen 
für  den  Bogen  AB  der  verticalen  Kettenlinie,  deren  Directrix 
in  diese  Horizontalebene  fällt,  das  Produkt  aus  der  Länge  des 
Bogens  und  dem  Abstände  seines  Massenmittelpunktes  von  der 
Horizontalebene  den  kleinsten  Werth.  Hieraus  folgt  sofort,  dass 
unter  allen  solchen  Curven  gleicher  Länge  für  die  Kettenlinie 
der  Massenmittelpunkt  des  Bogens  AB  am  tiefsten  liegt. 

§.  16.  Der  Nerv  der  in  diesem  Capitel  entwickelten  Analogien  liegt 
darin,  dass  einerseits  v  und  (pdt,  andererseits  T  und  —  Pdm  ein  Parallelo- 
gramm bilden  mit  der  Tangente  als  Seite,  dessen  Diagonalen  v  -\-  dv  resp. 
T  '\-  dT  sind.  Ist  daher  der  Faden  elastisch,  so  dass  ausser  T  noch  das 
Moment  eines  Kräftepaares,  das  Elasticitätsmoment,  auftritt,  so  hört  die 
Analogie  des  Gleichgewichtsproblems  mit  dem  Bewegungsproblem  des  Punktes 
auf,  da  bei  dem  letzteren  das  Analogon  zum  Momente  fehlt.  Nichtsdesto- 
weniger hat  das  Gleichgewicht  eines  elastischen  Fadens  und  das  Problem 
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des  Pendels  eine  auffallende  Analogie,  die  sich  in  der  üebereinstiiiiiniing  der 
Gleichungen  Cap.  VII,  §.10,  S.  120  u.S.  395  des  ersten  Bandes  ausspricht.  Dem 
Elasticitätsmomente  entspricht  die  Winkelbeschleunigung,  der  Zeit  die  Bogen- 
länge, sodass  wenn  ein  Punkt  die  elastische  Linie  gleichförmig  durchlftuft, 
die  Tangente  derselben  eine  Pendelbewegung  macht,  sodass  ihre  Lage  am 
Ende  des  Bogens  s  dem  Pendelfaden  zur  Zeit  t  parallel  ist.  Solche  Ana- 
logien zu  verfolgen,  haben  wir  erst  später  Veranlassung.  Sie  gehören  zu 
einer  Gruppe,  von  welcher  Kirchhoff  einen  Fall  entwickelt  hat,  indem  er 
die  Parallele  zog,  welche  zwischen  der  Gleichgewichtsform  eines  elastischen 
Stabes  und  der  Botation  eines  schweren  Systems  um  einen  festen  Punkt 
geht,  („üeber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  eines  unendlich  dünnen 
elastischen  Stabes*^  Grelle 's  Journal,  B.  56,  S.  285  u.  ff.). 


An  Literatur  für  das  vorliegende  Capitel  ist  ausser  Möbius,  Lehrbuch  cler 
Statik,  B.  11,  S.  217—246  noch  zu  vergleichen:  Padelletti,  SuUa  teoria  dei 
poligoni  e  delle  curve  funicolari  {Battaglini^  Criorndle  dt  mcUematiche,  Vol.  XIV, 
pp.  14—47,  (1876),  wo  selbst  zu  dem  Hamiliton'schen  Princip  fQr  die  Be- 
wegung eines  Punktes  das  Analogon  far  das  Gleichgewicht  eines  Fadens  auf- 
gestellt wird. 


IX.  Capitel. 

Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

§.  1.  Wenn  Kräfte  an  irgend  einem  Systeme  zur  Zeit  t  im  Gleich- 
gewicht sind,  so  tilgen  sich  die  Beschleunigungen  gegenseitig,  welche  sie 
hervorrufen  und  üben  sie  mithin  keinen  Einfluss  auf  den  Geschwindigkeits- 
zustand des  Systems  aus.  Welches  auch  immer  dieser  Geschwindigkeits- 
zustand sein  mag,  ist  ftlr  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  völlig  gleichgültig; 
es  ist  das  Gleichgewicht  eine  Eigenschaft  des  Kräftesystems,  welche  unab- 
hängig hiervon  besteht.  Man  wird  daher  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes auch  so  darstellen  können,  dass  in  denselben  diese  Unabhängig- 
keit von  dem  Geschwindigkeitszustand  ausgesprochen  wird  und  eine  oder 
mehrere  Relationen  sich  ergeben,  welche  fortbestehen,  welche  Elementar- 
bewegung man  auch  immer  dem  System  beilegen  möge.  Der  betreffende 
Satz,  welcher  diesen  Gedanken  ausdrückt,  führt  den  Namen  „Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten"  und  wurde  bereits  vor  Galilei  von 
Guido  übaldo  am  Hebel,  von  Galilei  selbst  an  der  schiefen  Ebene  und 
einigen  anderen  einfachen  Maschinen  bemerkt  {DeUa  scienga  meccanica; 
Opere  di  Galileo  Gälüei,  T.  I,  p.  265,  Bologna  1655),  in  seinem  vollen  um- 
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fimge  aber  erst  von  Job.  Bernoulli  in  einem  Briefe  an  Varignon  (Basel, 
26.  Jan.  1717)  ausgesprochen  und  von  Lagrange  zum  Fundamente  seiner 
„JC^com^u«  anai/ytique^*  erhoben.  Wir  werden  diesen  Satz  zuerst  für  das 
freie  und  das  beschränkt  bewegliche  unveränderliche  System  beweisen  und 
sodann  den  Beweis  auf  das  beliebig  verSnderliche  System  mit  beliebigen 
BewegungsbeschrSnkungen  ausdehnen. 

§.  2.  Die  B.  I,  S.  57  und  58  allgemein  für  die  Aequivalenz  von  Strecken- 
Systemen  bewiesenen  Sätze  liefern  für  das  Gleichgewicht  und  die  Aequi- 
Talenz  von  Kräfbesystemen  am  unveränderlichen  Punktsystem  unmittelbar 
die  Sätze: 

Ist  ein  Kräftesystem  an  einem  unveränderlichen  freien  Punkt- 
system im  Gleichgewicht,  so  ist  die  Summe  der  Pyramiden, 
welche  eine  beliebige  Strecke  des  Raumes  zur  gemeinschaft- 
lichen Kante  un4  die  Kräfte  des  Systems  zu  Gegenkanten  haben, 
gleich  Nnll. 

Zwei  äquivalente  Kräftesysteme  haben  in  Bezug  auf  jede 
beliebige  Strecke  des  Raumes  gleiche  Pyramidensummen,  ge- 
bildet aus  dieser  Strecke  als  gemeinschaftlicher  Kante  und  den 
Strecken  des  einen,  wie  des  andern  Systems,  als  Gegenkanten. 

Ist  die  Pyramidensumme,  welche  eine  beliebige  Strecke  des 
Baumes  mit  den  Kräften  eines  an  einem  unveränderlichen  System 
angreifenden  Kräftesystems  als  Gegenkanten  bildet,  für  jede 
beliebige  Wahl  dieser  Strecke  gleich  Null,  so  ist  das  Kräfte- 
system  im  Gleichgewicht. 

Haben  zwei  Kräftesysteme  für  jede  beliebige  Strecke  des 
Banmes  gleiche  Pyramidensummen,  so  sind  sie  einander  äqui- 
valent. 

In  Bezug  auf  das  Gleichgewicht  kann  man  daher  zusammenfassend 
behaupten: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems  an  einem  freien 
Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Summe 
der  Pyramiden,  welche  eine  beliebige  Strecke  des  Raumes  mit 
den  Kräften  des  Systems  bilden,  für  jede  Wahl  der  Strecke  hin- 
sichtlich ihrer  Grösse,  Lage  und  ihrem  Sinne  verschwinde.  Sinn 
und  Zeichen  der  Pyramiden  in  der  Summe  bestimmen  sich,  wie  B.  I,  S.  57 
angegeben  ist. 

Nach  B.  I,  S.  182  ist  ferner  die  Elementarschraubenbewegung  eines 
tmyerSaderlichen  Systems  äquivalent  den  Elementarrotationen  um  zwei  con- 
jngirte  Azen  und  also  der  Geschwindigkeitszustand  äquivalent  den  Winkel- 
gefchwindigkeiten  um  diese.  Es  seien  nun  a,  a'  irgend  zwei  cozyugirte 
Aien  ftar  einen  beliebigen  Geschwindigkeitszustand  des  Systems,  (o,  o/  die 
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Winkelgeschwindigkeiten  um  sie  und  seien  letztere  als  Lttngen  auf  den 
Axen  aufgetragen.  Wendet  man  den  eben  aufgestellten  Satz  auf  m  und  9/^ 
als  die  beliebig  wählbaren  Strecken,  an  und  bezeichnet  allgemein  das  Vo- 
lumen einer  Pyramide,  welche  a  und  ß  zu  Gegenkanten  hat,  durch  [aß]^  so 
bestehen  für  das  Gleichgewicht  als  nothwendig  und  hinreichend  die  Glei- 
chungen Z[Po}]  =  0,  i:[P(o']  =  0,  welche  bei  der  Willkührlichkeit  der 
Axen  identisch  dasselbe  aussagen,  sowie  ihre  Summe: 

2;[Pa)]  +  2:[Pa)']  =  0     oder     2:{[P(o]  -f  [P©  ])  =  0. 

Der  Inhalt  der  Pyramiden  [Pco]  und  [Pw']  wird  nun  mit  Hülfe  der  kür- 
zesten Abstände  d^  d'  der  Richtungslinie  von  P  von  den  Axen  a,  d  und 
der  Winkel  a,  «',  welche  P  mit  diesen  Axen  bildet,   durch  die  Formeln 

[PwJ  =  \PiQd  sin  a,     [P«']  =  \  Pco'cr  sin  a 

gefunden;  wir  führen  aber  in  diese  Formeln  lieber  die  Abstände  r,  /  des 
Angriffspunktes  M  der  Kraft  P  von  den  Axen  a,  d  ein.  Indem  wir  mit 
diesen  Grössen  multipliciren  und  dividiren  und  bedenken,  dass  cor  und  tat 
die  Geschwindigkeiten  u,  u  bedeuten,  welche  der  Punkt  M  vermöge  der 
Winkelgeschwindigkeiten  ca,  fa  besitzt ^  nehmen  die  beiden  Pyramidenvola- 
mina  zunächst  die  Form  an: 


d 
[PcoJ  =  ^  Pm  •  —  sin  a, 


[Pa,']  =  iPM' 


-7  sm  a  . 
r 


d  d    .      , 

Nun   kann  aber  leicht  gezeigt  werden ,  dass  —  sin  a  und  —  sin  u    nichts 

r  r 

anderes  sind,  als  die  Cosinusse  der  Winkel  d,  ^',  welche  die  Geschwindig- 
keiten u,  u   mit  der  Richtung  der  Kraft  P  bilden.    Durch  die  Axe  a  und 

die  Kraftrichtung  P  ist  nämlich  eine  Parallel- 
schicht von  der  Dicke  d  bestimmt  und  steht 
d  senkrecht  auf  allen  Geraden  in  den  Ebenen 
der  Schicht.  Daher  stellt  d :  r  den  Cosinus 
des  Winkels  X  dar,  welchen  r  mit  d  bildet 
(Fig.  66).  Setzen  wir  daher  df :  r  =  cos  A 
und  ebenso  et :  r  ==  cos  X\  so  werden 

I  Pco]  =  ^  Pu  cos  iL  sin  a , 
[Pco'J  =  ^Pu  cos  k'  sin  d. 

Legt  man  femer  durch  den  Angriffspunkt  M 
der  Kraft  P  gleichfalls  eine  Gerade  MQ  parallel 
zur  Axe  a,  sowie  die  Gerade  MU  in  der 
Richtung  der  Geschwindigkeit  u,  so  bilden  die 
Richtungen  P,  MQ  und  MU  im  Punkte  M 
eine  dreiflächige  Ecke  PUQ,  in  welcher  die  Seite  (ü'ö)  =  ^7r,  weil  die 
Geschwindigkeit  u  zur   Axenrichtung   a   senkrecht    ist.     Die    beiden    an* 


Fig.  55. 
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deren  Seiten  sind  (TTP)  =  ^  und  (PQ)  =  a,  während  der  Flächenwinkel 
PQ  U  '^  l  ist,  weil  die  Ebene  PQ  auf  d  und  die  Ebene  UQ  auf  r  senk- 
recht steht.  Aus  dem  dieser  Ecke  zugehörigen  sphärischen  Dreieck  PQÜ 
ergibt  sich  daher 

cos  d'  =  cos  A  sin  a  =  —  sm  a . 

r 

Hiermit  erhalten  wir  jetzt,  indem  wir  dieselbe  Betrachtung  in  Bezug  auf 
die  Axe  a   wiederholen: 

[P(o]  +  [P(o]  =  iP(u  cos  &  +  u  cos  d''), 

oder  weil  die  Summe  u  cos  <9-  -|-  u  cos  d-'  als  Summe  der  Projectionen  der 
Geschwindigkeiten  u,  u  auf  die  Richtung  der  Kraft  P  gleich  der  Projec- 
tion  V  008  (Pv)  der  aus  ihnen  resultirenden  Geschwindigkeit  v  des  Punktes 
M  auf  die  Richtung  von  P  ist, 

[-P«]  +  [^«]  =^PVC0B  {Pv). 

Daher  geht  die  obige  Gleichgewichtsbedingung  über  in 

£Pv  cos  (Pv)  =  0 
und  liefert  den  Satz: 

Zum  Gleichgewicht  von  Kräften  an  einem  unveränder- 
lichen, frei  beweglichen  System  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
dasB  für  jeden  beliebigen  Geschwindigkeitszustand  des  Systems 
die  Samme  aller  Kräfte,  jede  multiplicirt  mit  der  Projection 
der  Geschwindigkeit  ihres  Angriffspunktes  auf  die  Richtung 
der  Kraft,  oder  was  hiermit  gleichbedeutend  ist,  dass  die  Summe 
der  Geschwindigkeiten  aller  Punkte,  jede  multiplicirt  mit  der 
Projection  der  an  ihnen  angreifenden  Kräfte  auf  die  Richtung 
der  Geschwindigkeit,  verschwinde. 

Der  Satz  führt  den  Namen  des  Princips  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, weil  die  in  ihm  auftretenden  Geschwindigkeiten  nicht 
die  dem  wirklich  vorhandenen  Bewegungszustande  des  Systems,  sondern 
nur  einem  beliebig  angenommenen  oder  als  möglich  gedachten  anzugehören 
brauchen.  Bereits  B.  I,  S.  327  wurde  das  Wort  „virtuell"  in  diesem 
Smne  als  Gegensatz  zu  „actuell"  erläutert. 

Man  gibt  dem  Satze  in  der  Regel  eine  etwas  andere  Fassung,  als  hier 

geschehen.     Ist  nämlich   ds  der  Elementarweg,  welchen  der  Angriffspunkt 

M  der  Kraft  P  in  Folge  des  willkürlich  angenommenen  Geschwindigkeits- 

ds 
zostandes  im  folgenden  Zeitelemente  dt  beschreiben  würde,  so  ist  v  = 

dt 

*                  .X       .      j        T^     ,  ,  1              /^  \        ds '  cos  (Pv)   ,.     ^    . 
und  wenn  weiter  m  dem  Produkte  v  cos  (Pv)  = • die  Projec- 

jeetum  d$  eos  (Pv)   des   Elementarwegs   auf  die  Richtung  der  Kraft  mit 
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dp    bezeichnet   wird,   so    nimmt   die    Gleichung   des  Prineips   die   Gestalt 

dp 
^P-TT  =  0  oder  nach  Multiplication  mit  dt  die  Form  ZPdp  =»  0  an,  in 

welcher  man  Qoch  an  die  Stelle  des  Differentialzeichens  d,  um  etwaigen 
Verwechselungen  der  beliebig  gedachten  dp  mit  den  dem  wirklichen  Be- 
wegungszustande des  Systems  entsprechenden  dp  vorzubeugen,  das  Varia- 
tionszeichen  d  setzt  und  also  die  Gleichung  so  schreibt: 

i:Pdp  =  0. 
Einem  etwas  abnormen  Sprachgebrauche  zufolge  nennt  man  die  Elementar- 
wege der  Punkte,  welche  ihren  virtuellen  Geschwindigkeiten  proportional 
sind,  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  selbst  (besser  „virtuelle  Verschie- 
bungen"). Die  Grössen  P6p  sind  gemäss  B.  I,  S.  326  die  virtuellen 
Elementararbeiten  der  Kräfte  werden  aber  auch  die  virtuellen  Mo- 
mente derselben  genannt.  Alles,  was  dort  über  die  positive  und  negative 
Beschaffenheit  dieser  Grössen  gesagt  ist,  kommt  hier  in  Betracht.  Ein 
virtuelles  Moment  P6p  ist  Null,  wenn  P==  0  oder  dp  =  0;  im  letzteren 
Falle  ist  entweder  die  virtuelle  Verschiebung  Null  oder  senkrecht  zur 
Richtung  von  P,     Unter  Anwendung  dieser  Nomenclatur  heisst  der   Satz: 

Zum  Gleichgewichte  eines  Kräftesystems  an  einem  unver- 
änderlichen frei  beweglichen  Punktsystem  ist  erforderlich  und 
hinreichend,  dass  für  jeden  beliebigen  virtuellen  Bewegungs- 
zustand des  Systems  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  (Mo- 
mente) aller  Kräfte  verschwinde. 

Ist  das  Kräftesystem  nicht  im  Gleichgewicht,  so  ist  es  äquivalent 
einer  Einzelresultanten,  einem  Paare  oder  zwei  sich  kreuzenden  Kräften. 
Aus  den  Sätzen  §.  1  über  die  Pyramidensumme  ergibt  sich  ganz  ebenso, 
dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  eines  Kräftesystems, 
welches  an  einem  unveränderlichen  freien  Punktsystem  angreift, 
überhaupt  gleich  der  virtuellen  Arbeit  seiner  Resultanten,  seines 
resultirenden  Paares  oder  der  beiden  ihm  äquivalenten  Kräfte 
oder  jedes  anderen  ihm  äquivalenten  Systems  für  jeden  belie- 
bigen Geschwindigkeitszustand  ist. 

§.  3.  Man  kann  diese  Sätze  auch  leicht  aus  dem  allgemeinen  Satze  über 
zwei  Streckensy Sterne  (S.  27  und  45)  ableiten.  Es  seien  diese  P^,  Pj,  . . . 
und  öl ,  §2, . . .  und  für  irgend  einen  Punkt  0  die  Reduction  des  zweiten  (1?,  G'), 
üebertragen  wir  dieselbe  auf  einen  beliebigen  Punkt  A  der  Strecke  P^,  so 
geht  sie  über  in  eine  Reduction  (7?',  Gi)  und  sind  in  Bezug  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  mit  dem  Ursprung  0,  wenn  x^  y^  z  die  Coor- 
dinaten  von  A  und  //,  M\  N'  die  Componenten  von  G'  sind,  die  Com- 
ponenten  des  neuen  Momentes  G\\ 
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(a  B.  I,  S.  51).  Sind  also  P<*),  P^y>,  P^'>  die  Componenten  von  P^,  so 
ist  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  P»  und  O'i 

[L'-(i,Z'-z  r)\  P^)  +  [M'—{eX'  -  xZ')]P^  +  \N'  -(xT-  y  XOl  I^^' 

mithin  ist 

PuG[  cos  (PuG^i)  =  Pl'^r  +  Pjy)M'  +  Pl'^N'  +  djPl'^  —  ePlp)X' 

-)-  (;^pw  —xp;^)  r  +  rj:p;y)  —  yp}^^)z\ 

EHlhren  wir  dieselbe  Operation  der  Uebertragung  für  alle  Strecken  P„  aus 
und  sommiren  die  Resultate,  so  kommt,  wenn  die  Reductionselemente  des 
Systems  P^,P^...  für  den  Punkt  0  mit  X=ZP'j\   Y=ZP^f,  Z=2P^\ 

L^z{yP^)  ^  zP^y"),  M=2:{zPj^'^  —  xPj;y),  N=z\xPly)  —  yPl;^^) 

bezeichnet  werden, 

2P^G\  cos  {PuG\)  =  Xi:  +  Y3i'  +  ZN'  +  LX'  +  MT  +  NZ' 

Nun  sei  12'  eine  Winkelgeschwindigkeit,  aufgetragen  auf  ihrer  Axe,  G' 
eine  Translationsgeschwindigkeit,  während  die  Strecken  P^  Kräfte  bedeuten. 
Dann  stellt  (B.  I,  S.  268)  Gi  die  Geschwindigkeit  dar,  welche  der  Punkt  A  (xyz) 
durch  den  Geschwindigkeitszustand  (12',  G')  erlangt,  und  also  G'i  cos  (PuGi) 
die  Projection  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  auf  die  Richtung  der 
an  ihm  angreifenden  Kraft  Pu  und  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  die 
Summe  der  dem  Geschwindigkeitszustand  entsprechenden  Elementararbeiten, 
dividirt  durch  das  Zeitelement.  Da  die  P3rramidensumme  rechts  für  den 
Fall  des  Gleichgewichts  verschwinden  muss,  so  folgt  2Pdp  =  0,  wie  oben. 
Die  Grössen  L\  M\  N'  stellen  die  Componenten  einer  Translationsgeschwindig- 
keit, X',  F',  Z'  die  einer  Winkelgeschwindigkeit  dar  und  wird  also  mit 
dem  Zeitelemente  multiplicirt  und  stellt  man  die  unendlich  kleinen  Weg- 
elemente, welche  diesen  beiden  Bewegungen  entsprechen,  durch  8x,  dy^  8z ^ 
8^j  S^'j  89'"  dar,  so  geht  die  Gleichgewichtsbedingung  über  in 

Xöx  +  YSy  +  ZSz  +  Ld&  +  M8e'  +  Nd9"  =  0, 

auf  welche  Darstellung  des  Princips  wir  §.  8  zurückkommen  werden. 

§•  4.  Ist  das  unveränderliche  System  nicht  frei,  sondern  an  gewisse 
Bedingungen  gebunden,  welche  seine  Beweglichkeit  beschränken,  so  sind 
swei  Fälle  zu  unterscheiden;  entweder  sind  diese  Bedingungen  der  Art, 
dass  sie  durch  gewisse  Kräfte  vertreten  werden  können,  welche  das  System 
nflthigen,  dieselben  zu  erfüllen,  oder  es  ist  dies  nicht  möglich.  Im  ersten 
Falle  kommt  das  Gleichgewicht  des  Kräftesystems  nur  durch  Mitwirkung 
der  Krifte,  welche  die  Bedingungen  ersetzen,  zu  Stande.  Da  diese  Kräfte 
die  Bedingungen  vollkommen  vertreten,  so  fallen  letztere  durch  ihre  Ein- 
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führung  als  erfüllt  hinweg  und  besteht  das  Gleichgewicht  an  dem  6e- 
sammtkräftesystem,  wie  an  einem  freien  System.  Es  gilt  daher  anch  hier 
das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems  P,  P',  P",...  welches 
an  einem  unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,  dessen  Bedin- 
gungen der  Beweglichkeit  durch  Kräfte  darstellbar  sind,  ist 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  jeden  beliebigen  Oe- 
schwindigkeitszustand  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller 
Kräfte  des  gegebenen  Kräftesystems,  sowie  der  Bedingungs- 
kräfte verschwinde.  Sind  also  iV,  N\  N'\  , .  die  Bedingungs- 
kräfte und  (Jw,  dn,  dn\  . . .  die  Projectionen  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen ihrer  Angriffspunkte  auf  die  Richtungen  der  N^ 
so  besteht  für  jede  virtuelle  Lagenänderung  des  Systems  die 
Gleichung: 

2P6p  +  ZNÖn  =  0. 

Fälle  der  zweiten  Art  erfordern  eine  aparte  Behandlung  und  lassen  wir 
dieselben  ausser  unserer  Betrachtung.  Zu  der  ersten  Art  gehören  die 
Bewegungsbeschränkungen,  welche  bereits  Cap.  IV,  §.  6,  S.  66  aufgeführt 
wurden,  nämlich:  1.  das  System  besitzt  einen  festen  Punkt,  2.  es  besitzt 
eine  feste  Axe,  3.  es  hat  eine  feste  Axenrichtung,  4.  gewisse  Punkte  sind 
genöthigt,  auf  bestimmten  Curven  oder  Flächen  zu  bleiben,  5.  eine  Fläche 
des  Systems  soll  fortwährend  eine  oder  mehrere  gegebene  Flächen  be- 
rühren u.  dgl.  m.  Die  Festigkeit  eines  Punktes  ist  immer  ersetzbar  durch 
einen  Widerstand,  welcher  die  dem  Punkte  ertheilte  Beschleunigung  tilgt, 
die  Festigkeit  der  Axe  kann  durch  Widerstände  in  zweien  beliebigen  ihrer 
Punkte  vertreten  werden;  ein  Punkt  kann  durch  einen  Normal  widerstand 
auf  eine  Curve  oder  Fläche  gezwungen  werden,  die'  Berührung  von  Flächen 
des  Systems  mit  gegebenen  Flächen  wird  gleichfalls  durch  Kräfte  aus- 
gedrückt, welche  längs  den  gemeinschaftlichen  Normalen  der  sich  berüh- 
renden Flächen  wirken. 

Unter  den  unendlich  vielen  virtuellen  Elementarbewegungen  des  Systems 
gibt  es  gewisse,  für  welche  die  Summe  ZNdn  der  virtuellen  Arbeiten 
der  Bedingungskräfte  für  sich  verschwindet  Man  nennt  dieselben  die 
mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Elementar- 
bewegnngen.  Bei  den  eben  angeführten  Fällen  sind  sie  nämlich  die- 
jenigen, wodurch  die  Bedingungen  nicht  alterirt  werden.  Denn  wird  das 
System  um  den  festen  Punkt  gedreht,  so  ist  für  diesen  dn «» 0,  also 
auch  die  virtuelle  Arbeit  N8n  des  Widerstandes  Null,  der  seiner  Festig- 
keit äquivalent  ist.  Botirt  das  System  um  die  feste  Axe,  so  sind  die  vir- 
tuellen Verschiebungen  der  Angriffspunkte  ihrer  Widerstände  gleiohldlfl 
Null,  hat  es  eine  Schraubenbewegung  um  die  Axe  von  fester  BioUniBgi  so 
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lind  die  virtuellen  Vei-schiebungen  der  Geraden,  welche  in  der  Aie  gleitet, 
imuü  zu  den  Aienwideretäuden,  also  nerden  ihre  I'rojectionen  an  gleich 
lall    und  dasselbe   ereignet    sich,    wenn    das   System    ao   verschoben    wird, 
bestimmte  Punkte  in  vorgeiichriebeoen  Bahnen  oder  au!  vorgeschrie- 
benen Flächen  eich  bewegen;   denn    die  Elementarwege    fallen    in  die  Tan- 
.ganten  oder  Tange ntenebenen  und  die  Itedin^ungskrUfte  sied  Nomialkräfte. 
Handelt  es  sich  nun  blos   um  die  Anfutellimg  der  von  dem  gegebenen 
t&KftflBystem   zu    erfüllenden   Gte ich ge wich tsbedingungen,   ohne   da^s   mau 
aber  die  Natur   der    BedingunggkrSfte    Auskunft  erhalten   will,   so    genügt 
ea,    die    mit  den    Bedingungen   des   Systems    verträglichen    Elementarbewo- 
gungen  mit  Hintansetzung  aller  Übrigen  zu  betrachten.    Wir  milssen  hierfür 
aber   unseren    ^atz   in    zwei    Theile   spalten.     ZunUchst   kann   man    uUmltch 
in  Folge  der  eben  gemachten  Bemei'kungen  nur  behaupten: 

Wenn  ein  KrSftesystem  an  einem  unveränderlichen,  gewissen 
Bedingungen,  welche  KrUften  äquivalent  sind,  unterworfenen 
Bjrstem  im  Oleichgewicht  sich  befindet,  so  ist  fUr  alle  mit  den 
Bedingungen  verträglichen  Elementarhewegungen  des  Systems 
die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kr£lfte  der  Null 
gleich. 

Der  zweite  Theil  des  Satzes,  die  Umkehrung  des  eben  ausgesprochenen, 
muss  besonders  erwiesen  werden.     Nämlich: 

Wenn  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  eines  Kräfte- 
systems,  welches  an  eisern  unverUnderlicben,  gewissen  Bedin- 
gungen, welche  Kräften  äquivalent  sind,  unterworfenen  System 
Angreift,  für  alle  mit  den  Bedingungen  vertiSglichen  Elementar- 
bewegungen versohwindet,  so  iat  das  Eräftesystem  im  Gleich- 
gewicht. 

Denn    flinde   nicht   Gleichgevricht   statt,    so    wUrden    die    Kräfte   das 
^System   in    einer  mit  den  Bedingungen    verträglichen  Weise  beschleunigen. 
>ieH    könnte   man    dadurch   hindern,    dass    man   au    den    einzelnen  Punkten 
de«  Systems  Kräfte  Q  wirken  Hesse,  welche  die  Beschleunigungen  derselben 
tQgten.     Diese    Kräfte   würden    in   die    Richtungen  jener   Beschleunigungen 
fallen   und  wUrden   ihnen  dem  Sinne  nach   entgegengesetzt  sein.     Wahlen 
die  durch  die  gegebenen   Krfift«    erfolgende  Elementarbewegung 
dar  Tirtuellen  Bewegung    und    bezeichnen    die  unendlich   kleineu  Wege, 
Idie  die  Punkte  hierbei  Beschreiben  würden,  mit  dy,  äy,  Sij",....  und 
Projectionen  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  Pwieder  mit  äji'^  3p',  Sp" ..., 
rare  £Pip  die  virtuelle  Arbeit  des  gegebenen  Krttftesystems,  —  XQiq 
die  virtuelle  Arbeil  der   hinzugefilgten  Kräfte   und   diese   letztere  ist 
Ltiv,  weil  die  Kräfte  Q  mit  den  Wegen  Sq  Winkel  m  bilden.    Wegen  des 
sinlrctenden  Oleich  gewichtes  wtlrde  die  Glnichung  £Pöp  —  £Q6g='0 
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bestehen,  welche  sich  auf  —  £QSq  «=  0  reduoirt,  da  nach  der  Vorans- 
Setzung  £Fdp  «a  0  ist     Diese  Gleichung  kann  aber  nicht  bestehen. 

§.  5.  Hinsichtlich  der  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschrftnkenden 
Bedingungen  ist  noch  eine  speciellere  Untersuchung  erforderlich.  Wenn 
ein  Punkt  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  gegebenen  FlSche  zu  bewegen, 
so  kann  er  in  der  Richtung  der  Normalen  weder  nach  der  einen,  noch 
nach  der  anderen  Seite  ausweichen.  Die  Fläche  leistet  sowol,  wenn  die 
Kräfte  den  Punkt  an  die  Fläche  pressen,  als  auch,  wenn  sie  denselben 
von  der  Fläche  wegziehen,  einen  Widerstand,  der  das  eine,  wie  das  andere 
hindert.  Man  kann  sich  dies  materiell  dadurch  dargestellt  denken,  dass 
man  die  Fläche  als  aus  zwei  unendlich  nahen  Schalen  bestehend  annimmt, 
zwischen  denen  sich  der  Punkt  befindet.  In  einem  Falle  wird  er  gegen 
die  eine  Schale  gedrückt  und  leistet  diese  im  entgegengesetzten  Sinne 
Widerstand,  im  anderen  Falle  findet  dies  bei  der  anderen  Schale  statt. 
Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  Kräfte  den  Punkt  an  die 
Fläche  anpressen  und  der  Widerstand  derselben  blos  das  Eindringen  hin- 
dert, während  der  Beweglichkeit  im  entgegengesetzten  Sinn  kein  Hindemiss 
im  Wege  steht;  so  z.  B.  wenn  der  Punkt  sich  auf  der  Oberfläche  eines 
festen  Körpers  befindet,  in  welchen  er  nicht  eindringen,  von  welchem  er 
aber  wohl  hinweggeführt  werden  kann.  Die  Fläche  ist  dann  nur  als  eine 
einzige  Schale  zu  denken  und  leistet  nur  einseitigen  Widerstand.  Ebenso 
kann  die  Beweglichkeit  des  Punktes  in  der  Tangentenebene  der  Fläche 
nach  der  einen  oder  der  anderen  Bichtung  beschränkt  sein,  während  sie  in 
entgegengesetztem  Sinne  kein  Hindemiss  findet.  Aehnliches  kann  bei  der 
Bewegung  des  Punktes  auf  einer  gegebenen  Curve  eintreten,  indem  die- 
selbe in  dem  einen  Sinne  gehindert  ist,  im  entgegengesetzten  nicht;  des- 
gleichen bei  der  Rotation  um  eine  gegebene  Axe  u.  s.  w. 

Bei  der  Entwicklung  des  Princips  der  virtuellen  Greschwindigkeiten 
unter  der  Form,  in  welcher  die  Bedingungskräfte  nicht  in  den  Ausdruck 
derselben  eintreten,  wurde  nun  angenommen,  dass  die  Bedingungskräfte  die 
Beschrilnkuiigen  der  Beweglichkeit  absolut  erfüllen,  sodass  also  die  Flächen 
doppelseitigen  Widerstand  leisten,  dass  aber  in  der  Tangentenebene  nach 
joder  Richtung  in  beiderlei  Sinn  und  in  der  Tangente  einer  Curve  gleich- 
falls in  ^beiderlei  Sinn  Beweglichkeit  stattfinde.  Finden  die  Bewegongs- 
hindornisse  aber  nur  einseitig  statt,  so  braucht  die  Gleichung  UPSp  «s  0 
nicht-  mehr  für  alle  verträglich on  Verschiebungen  erfüllt  zu  sein.  Denn 
nihrt  man  die  Bowogirngshindernisse  als  Kräfte  N^  N\  N^^ .  . .  ein,  so  ist 
überhaupt  nach  §.  3.  wegen  des  Gleichgewichtes 

ZPdp  +  £Ndn  =  0. 
Nun  gibt  OH  zweierlei  Vorschiebungen,   welche  mit  den  BedmguigeB  dee 
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Systems  yertrSglich  sind,  solche  für  welche  £N6n  =  0  ist  und  solche, 
für  welche  diese  Summe  positiv  ist.  Für  alle  Verschiebungsarten ,  bei 
welchen  nun  die  betreffenden  Punkte  auf  die  Hindemisse  stossen,  sind 
die  Grössen  dn  Null,  also  auch  £N6n  s=  Q  und  folglich  ist  für  diese 
£Ptp  BS  0.  Für  die  entgegengesetzten  und  alle  übrigen  verträglichen 
Verschiebungen  sind  aber  alle  Ndn  oder  wenigstens  einige  von  ihnen 
positiv,  weil  N  und  dn  gleichen  Sinn  besitzen;  daher  kann  für  sie  ZPdp 
nicht  mehr  Null,  sondern  muss  negativ  sein.  Wir  erhalten  daher  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  jetzt  in  folgender  allgemeinerer 
Fassung: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesjstems,  welches  an  einem 
unveränderlichen,  gewissen,  durch  Kräfte  darstellbaren  Bedin- 
gungen unterworfenen  Punktsystem  angreift,  ist,  wenn  die  Be- 
weglichkeit des  Systems  durch  diese  Bedingungen  nicht  absolut, 
sondern  nur  einseitig  oder  nach  gewissen  Richtungen  beschränkt 
wird,  erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  alle  verträglichen 
Verschiebungsarten  die  Summe  £P6p  der  virtuellen  Arbeiten 
des  Eräftesystems  nicht  positiv,  dass  vielmehr  UPöpKO  sei. 

In  dieser  Fassung  wurde  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
zuerst  von  Gauss  ausgesprochen.    Vgl.  Gauss,  lieber  ein  neues  allgemeines 
Grundgesetz  der  Mechanik,  Grelle,  Journ  .B.  IV,  S.  234,  Anm. 
§.  6.    Beispiele. 

1.  Ein  homogener  schwerer  Cylinder  (Fig.  5G)  von  dem  Gewichte 
Cr,  der  Länge  22  und  dem  Radius  r  seines  Querschnitts  ruht  bei  Ä  auf 
einer  horizontalen  und  lehnt  sich  bei  B  an  eine  vertikale  Ebene,  so- 
dass die  Erzeugungslinie  AB  senkrecht 
zur  Schnittlinie  0  beider  Ebenen  ist;  bei 
A  und  B  findet  Reibung  (Reibungscoeffi* 
cienten  /li,  fi)  statt.  Welches  sind  die 
äussersten  Lagen,  für  welche  zwischen 
dem  Gewichte  und  den  beiden  Reibungen 
noch  Gleichgewicht  herrscht?  Die  be- 
schränkenden Bedingungen  des  Systems ,  dass 
nämlich  die  Punkte  A,  B  in  den  beiden  Ebenen 
bleiben  sollen,  sind  durch  die  Normalwiderstände 
N,  N'  dieser  Ebenen  ersetzbar.  Dieselben  wirken 
einseitig.  Sie  und  der  Winkel  tff,  welchen  die  Axe  des  Cylinders  mit  der  Hori- 
sontalebene  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  bildet,  sind  die  Unbekannten  des 
Problems,  zu  deren  Auffindung  wir  drei  verschiedene,  bequem  zu  wählende  vir- 
tuelle Bewegungen  anwenden  werden.  Das  Kräftesystem  bestobt  aus  O  am 
Schwerpunkte  S  des  Cylinders  vertikal  abwärts,  N  in  A  vertikal  aufwärts,  N'  in 
B  horizontal  wirkend,  sowie  den  Reibungen  iiN^  i^'-i^^'t  welche  den  Beschleu- 
nigungen entgegenwirken,  welche  die  Punkte  Aj  B  in  den  Ebenen  in  Folge  des 
Gewichtet  O  annehmen  würden,  wenn  die  Reibung  nicht  vorhanden  wäre.  Er- 
theQt  man  nun  zunächst  dem  System  eine  unendlich  kleine  Rotation  um  die  zur 
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Ebene  des  Kräftesystems  senkrechte,  durch  das  Momentancentnim  C  des  in  dieser 
Ebene  beweglichen  Punktsystems  (den  Schnittpunkt  der  Normalen  in  A  und  JB) 
gehende  Axe  im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung,  so  beschreibt  S  einen  anendlich 
kleinen  Kreisbogen  SS'  senkrecht  zu  CS  =^  d  und  dieser  bildet  mit  der  Verti- 
kalen denselben  Winkel,  welchen  CS  und  die  Horizontale  OA  bilden;  der 
Cosinus  dieses  Winkels  ist  {l  cos  t^  —  r  sin  t^) :  d  und  da  die  Elementarampli- 
tude der  Rotation  dip^  mithin  der  Elementarweg  von  S  gleich  d'd^  ist,  so  stellt 

—  6r  (Z  cos  V'  —  r  sin  '^)  rf*^  die  virtuelle  Arbeit  des  Gewichtes  O  dar.  Die  Ar- 
beiten  von  N^  N'  sind  Null,   die  von   y^Nj  itN'  aber  —ZftNlmaflfdtp  und 

—  2ftN'l  cos  'iifdrjf.    Daher  ist 

—  [6r  (/  cos  ^  —  r  sin  ^)  -f  2itNl  sin  ^  -}-  2^'JV'I  cos  ifi  d^ 

die  gesammte  virtuelle  Arbeit  aller  Kräfte  bei  der  mit  den  Bedingongen  ver- 
träglichen  Verschiebung,  welche  in  der  unendlichkleinen  Rotation  um  C  besteht. 
Für  sie  ist  daher 

—  [G  (l  cos  ^  —  r  sin  fp)  +  2(tNl  sin  ^  +  2fi'jV'Z  cos  ^]  d^  —  0. 

Um  die  Widerstände  zu  finden,  ertheilen  wir  dem  System  zwei  virtnelle  Tiaos- 
lationen  senkrecht  zu  den  beiden  Ebenen.  Die  horizontale  Translation  dx  liefert 
{N'  —  Nft)  dx  =»0,  die  vertikale  dy  aber  (A' -f  ^y  —  ö^)  dy  —  0  nnd  aus 
beiden  folgen: 


1  +  ltit"  1  +  ^f*' 

Führen  wir  diese  Werthe  in  die  vorstehende  Gleichung  ein,  so  ergibt  sich  der 
Werth  von  fff,  welcher  dem  äussersten  Gleichgewicht  entspricht,  nämlich: 

,  (1  —  itit) 

tg^  = y—-^"^' 

(Vgl.  S.  62). 

2.    Ein  Winkelhebel  AOB  (Fig.  57),  dessen  Schenkel  den  Winkel 

«a*  bilden,  ist  um  seinen  Scheitel  O  in 
einer  Vertikalebene  drehbar;  der  eine 
Schenkel  OB  a  b  ist  verhältnissmftssig 
schwer  und  sein  Gewicht  gleich  Q;  das 
Ende  Ä  des  anderen  Schenkels  OA  ^  a 
trägt  eine  Schale  oder  einen  Haken  vom 
Gewichte  ta  und  eine  Last  vom  Gewichte 
P.  In  welcher  Lage  dieses  Systems  findet 
p.    g^  Gleichgewicht  der  Kräfte  statt?    (Zeiger- 

waage.) 
Es  bilde  in  der  Gleichgewichtslage  OB  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  % 
also  OÄ  mit  derselben  den  Winkel  »  —  tp.    Ertheilt  man  dem  System  eine  Tir- 
tuelle  Rotation  um  0,  sodass  q)  jxm  dq)  zunimmt^  so  nimmt  ^  —  tp  um  <lf»  ab 
und  haben  die  Arbeiten  der  Kräfte  P  +  O  und  Q  die  Werthe 

(P  +  ö)  «  8in  {9-  —  q>)  dq>  und  —  Qb  sin  qtdfp. 

Daher  ist  die  Bedingung  des  Gleichgewichts 

(P  +  O)  6  sin  (-0*  —  9)  —  ^a  sin  9  —  0, 

woraus  sich  ergibt: 
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r  P  — •  0  üadet  man  die  SteUang,  welche  dem  NuUpimlit  etaer  K'reisBuala  eiit' 
ieht,  fdr  welche  der  Schenkel  OB  den  Zeiger  tcllgt,  ollinlich 


,  3,  . . ,  Kilogramm  annimmt,  erbUt  man  die  den  Scalatheil- 

mkten  1,2,3,...  euUprei^bendeu  Winkel  <p.    Soll  OÄ  horizontal  seio  fSr  die 

lellmig   'den    Zeigers   auf   Null,    ao    muBB    #  —  9)„  =■  J  n,    aUo    &  =  ^  n  -)-  tf^, 

I  tg  ipo  =  —  cotg  *   werden,    fflr   welchen   Werth   aiia   der   vorigen   Oleichang 


«6 


folgt,  welche  Gleichung  eine  der  OröBaen  a,  6,  Q,  o,  9  liefert. 


)  die  ttbrigen  willkürlicb  angenommen  sind.     Mit  wackBendem  P  nlheil  sich 
r  Schenkel  OA  der   vertikalen  Lage  und   wtkuhst  der  Winkel  g>,   indem  er  aich 


I   ab   winer   Grense    nühert.   —    Pär   &  —  }  n    wird    tg  ijj  = 


C6 


(-P+e 


I  «ehr  klein  ist,  wachsen  die  Tangenten  von  ^  nahezu  den  Gewichten  P 
toportional.  Für  grössere  Lasten  P  miia«  Q  iehr  gross  gewählt  werden,  damit 
r  Aanacblag  des  Zeigers  nicht  zu  rasch  wachse,  da  mit  wacbsendem  ip  die 
Pleilstriche  immer  enger  uneinander  rücken.  —  Den  Widerstand  N  deB  Punktes  0 
t  Richtung  Sndet  man,  indem  man  dem  System  eine  vertikale  and  eine 
horizontale  virtuelle  Translation  ertheilt.  Bildet 
f  es  mit  der  Vertikalen  anfwärts  gerechnet  den 
•  Winkel  X,  »o  wird  JV  cos  i  -  (P  +  o)  -  (J  —  0 
und   JV  sin  I  =  0,  also  N  ^  {P  +  Q)  +  Q  und 

3.    Eine  schwere  Linie  JB  (Fig.  68)  vom 
Gewichte  G,    deren    Schwerpunkt  S    den 
Abstand    AS  =  a  vom  Ende  A  hat,   liegt 
auf  einem   festen   Punkte   C  auf   und   be 
rQbrtmit  Ä  eine  Vertikale  A ,  von  welcher 
C  am  die    Strecke  c  absteht.    Unter   wel- 
chem  Winkel   9  ist   .1J3  in   der   Oleichge- 
wiehtslage    gegen    die    Verticale   ^i    ge- 
neigt,   und    welche    Widerstände    N,   A" 
leisten  der  Punkt  C  und  die  Verticale? 
!  Lage   der  Oemden  All,   in  welobe  sie  durch  eine  un- 
dlichklelDO  Rotation  39  nm  irgend  einen  Punkt  'I  der  Ebene  ('i,  C)  Übergefährt 
■r^eo   kann   itlee  Punkt  O   ist  der  Schnittpunkt    der   beiden   in  .4  und  P   auf 
i  errichteudeu  Normalen),  sodass  AA',  CC\  SS'  die  virtuellen  Ver- 
iltifanagen  der  Punkte  A,  C,  S  des  Systems  »ud.     Man  kann   diese  Kotation 
I  die  Translation  AA'  und  dif  Rotation  ä9  um  den  Punkt  A'  anflOsen,  sodass 
pC]  ==  [CC]  4-  [Ü"0'J  und  ISS-]  —  \SS"\  +  L*'"'"*']  "'fd  ^"d  sodann  weiter 
I  Tnuitlation  in  Kwei  Componunten  Sx,  4y  lenkrecht  und  parallel  zur  Verti- 
■  «erlegen.     Die  drei  unendlich  kleinen  GrSsseu  Sj',  Stj,  69  sind  wiUkQhrlich 
.   einander   iinabhiingig.    Um  die  virtnelle  Arbeit  von  O  ku  bilden,    hat 
1  [SS"]  und  [S"S']  auf  die  Vorticnlo  *u  projiciren.     Da  die  Projectionen  äij 
ad9  coii[iit  —  9)  ^  aS»  sin  &   sind,    so  wird  die  virtuelle   Arbeit  von  (i 


S>  sei  A'S-  e 
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gleich  —  G{ßy  —  a  ein  -0-. *d).  Für  die  virtuelle  Arheit  von  iV^  sind  [CC"]  und 
\C"C']  auf  N  zu  projiciren.  Bildet  ds  mit  der  Verticalen  den  Winkel  a,  so  ist 
die  Projection  von  CC"  gleich 

^s  cos  («  +  i  «  —  «•)  =»  ^« .  sin  («  —  -Ö")  ==  ^Ä .  cos  ^  —  *y  sin  ♦ 

und  die  von  C"C'  gleich  C'C  selbst,  d.  L  ^C  •  *d  =  -A^  99.   Hiermit  wird  die 

^  sm  V 

Arbeit  von  N  dargestellt  durch  N  [—9x,  cos  «•  -f-  ^y .  sin  ^ r-^  *4^].  End- 
lich die  Arbeit  von  JV^'  ist  N'ds  sin  a  =>  N'9x,  Die  Gleichung  des  Princips  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  ist  daher 

—  G^  (^y  —  a  sin  -0- .  69-)  —  N{9x,  cos  -0-  —  ^y .  sin  -0-  +  -v^  dd)  +  N'.  dx^^O 

oder,  wenn  man  sie  nach  dx,  9y,  69'  ordnet: 

Ne 
—  (iV^cos 9  —  N') dx  —  iG  —  JVTsin 9) 9y  +  (Ga sin ^  —  -~)  99^0. 

Sie  spaltet  sich  in  die  drei  folgenden: 

Ga  sin*-0"  —  ^c  «=■  0, 


iVcos-e-  -iV"  =  0, 

ö  —  JVsind  =  0, 

aus  denen  folgt 

sind-«  l/"^  , 

N=^G  ^^,      iV^'» 

Für  eine  mit  den  Bedingungen  verti^liche  Verschiebung,  wobei  die  Gerade  AB 

mit  C  und  h  in  Berührung   bleibt,   ist  9x  =^  0,   also  ist  hiefur  die  Arbeit  der 

Widerstände  gleich  Null  und  ist  die  der  Schwere  allein  gleich  Null  xn  setsen, 

nämlich 

G(ßy  —  a  sin  9.99)^  0. 

Da  »ich  jetzt  A  auf  der  Geraden  h  verschiebt,  so  ist  AÄ;  ÄC=b  ^^:8in^,  d.  h. 

dy  s=  A'C'  —. — -  und  da  4'C  =  AC  =  -r-r- ,   also    dy  =    .  ,^  wird,  so  bleibt 
sin  ^  sm -O"  ^       sm*d  ' 


G  (^^  -  a  sin  ^^  *^  =  0, 
ysiu*  9  J 


woraus  sin'^  =  —  folgt,  wie  vorher. 

a 

Es    ist    AC  ^=^  c  :  sin  9,    also    da  c  =-:  a  sin^^   ist,    AC  *»  a  sin'^;    daher 

ACiAS^  sin'-e-  =-  (c  :  a)*,  d.  h.  AC"  :  AS^^»  c«  :  a«.  Um  den  Punkt  C  der 
Geraden  J.^  zu  finden,  mit  welchem  dieselbe  auf  die  Stütze  C  aufgelegt  werden 

muss,  damit  sie  mit  h  den  Winkel  9  bilde,  sei  AC  =>  x  und  |  —  |   »-  fi;   man 

hat  dann  x  »  a jZ/ii .    Diese,  im  Alterthum  berühmte,  von  Plato  zuerst  gelMe 

Aufgabe  (für  ft  :=  2  das  Delische  Problem  genannt)  lOst  man  geometrisch  ndt 
Hülfe  zweier  mittlerer  Proportionalen.  Man  sucht  nämlich  x  und  y  ao  za  be- 
stimmen,   dass    a  :  X  =»  X  :  y  =^  y  :  i^a    sei;    dann    wird    o;'  »»  ay,    x*  ^^  ^*tf\ 

y^  a  (laXy    also    X*  »  fta^o;  oder  x^  »•  fta',    o;  »  a  |/^  .     Die    Gleioliangen 

X*  8»  ay,  y'  s»  fia«  stellen  zwei  Parabeln  von  den  Parametern  a  und  fia  dar; 
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conBimirt  man  sie^  sodass  ihre  Hauptaxen  en  einander  senkrecht  stehen,  so  ist  x 
die  Abficisse  ihres  Schnittpunktes. 

Da  für  alle  verträglichen  Yerschiebnngen  die  Arbeit  der  Scliwere  allein  ver- 
schwinden mass,  die  Arbeit  der  Schwere  aber  gefanden  wird,  indem  man  G  mit 
der  unendlich  kleinen  Grösse  ib  ^S/i  multiplicirt,  um  welche  der  Schwerpunkt  S 
als  Angriffspunkt  von  G  fällt  oder  steigt,  so  ist  die  Bedingung  der  verträglichen 
Verschiebungen  ^GSyi  =0  oder  ^j/j  =  0,  d.  h.  bei  verträglichen  Verschie- 
bungen steigt  der  Schwerpunkt  weder,  noch  föUt  er.  Bei  allen  Systemen,  welche 
ausser  den  Bedingungen,  welche  die  Beweglichkeit  beschränken,  blos  der  Schwere 
unterworfen  sind,  findet  dies  statt. 

Jedem  Abstände  c  von  der  Verticalen  h  entspricht  ein  durch  die  Gleichung 
e  t^  a  sin'  ^  bestimmter  Winkel  &,  unter  welchem  die  Gerade  AB  in  der  Gleich- 
gewichtslage sich  befindet  und  umgekehrt.  Lässt  man  daher  ^  varüreu,  so  erhält 
man  fflr  denselben  Werth  a  eine  continuirliche  Folge  von  Punkten  C,  d.  h.  eine 
Curve  ((7),  in  welchen  AB  aufliegen  kann.  Die  äusserste  Lage  würde  die  sein, 
wofür  ^^M^n^  also  c  «=>  a  wäre  und  die  Gerade  AB  horizontal  mit  ihrem 
Schwerpunkte  S  in  dem  betre£Penden  Punkte  C  aufliegen  wurde.  Es  kann  daher 
gefragt  werden,  welches  die  Curve  (CT)  sei,  auf  welcher  ^^  in  allen  Lagen  C 
im  Gleichgewicht  sich  befinde.  Da  jede  folgende  Lage  auf  ihr  eine  Gleich- 
gewichtslage ist,  so  ist  jede  Verschiebung  von  AB  auf  der  Curve  eine  verträg- 
liche nnd  sieht  man  ein,  dass  AB  die  Curve  in  den  Punkten  C  berühren  muss. 
Da  ferner  der  Schwerpunkt  weder  steigen  noch  fallen  kann  bei  einer  solchen  Ver- 
schiebung, er  vielmehr  in  derselben  horizontalen  Geraden  bleiben  muss,  so  folgt 
weiter,  dass  er  immer  in  der  dem  Winkel  «O*  &=  ^  tt  entsprechenden  Horizontalen 
sich  befindet  Da  zugleich  der  Punkt  A  auf  der  Verticalen  läuft,  so  ist  die  Auf- 
gabe keine  andere  als  die:  die  Enveloppe  einer  Geraden  AS  von  der  Länge  a 

zu  finden,  deren  Endpunkte  A  und  S  auf  zwei  zu 
einander  senkrechten  Geraden  sich  bewegen.  Es  seien 
diese  beiden  Geraden,  hier  also  h  und  die  genannte 
Horizontale,  die  Coordinatenazen  (Fig.  59),  ihr  Schnitt- 
punkt 0  der  Ursprung  und  werde  das,  einer  belie- 
bigen Lage  des  Berührungspunktes  C  auf  der  Curve 
entsprechende  €=»  OP  mit  x  bezeichnet.  Dann  hat 
man  also  rc  =  a  sin^  <&*'  und  wenn  PC  =^  y  gesetzt 
wird,  so  ist 

y  =^CS  ,  cos^  »  (AS  —  AG)  cos^  =.  {a  —  a  sin*  d)  cosd  =-  a  cos^-ö«. 

Die  Gleichungen 


X 


a  sin'*  d,    y  =  a  cos*  -0*  oder  (-)   +()   = 


ß  stellen  eine  Astroi's  dar,  welche  die  gesuchte  Curve  ist.     Von 


den  in  den  vier  Quadranten  liegenden  Bogen  der  Curve  be- 
nagen nur  zwei  der  Bedingung  der  Aufgabe,  wenn  dieselbe 
nicht  absolut  zwingend,  sondern  nur  beschränkend  ist  (ein- 
seitiger Widerstand  iV"). 

Für  die  analytische  Behandlung  der  Frage   hat  man,  wie 

leicht  zu  sehen  (Fig.  60),  y^  —  y  =«  /  a  —  x  —  J  -t^  ,    woraus 

=-  0  die  Differen- 
12* 


rig.  60. 
dnroh  DübrenÜation  nach  x  man  dy^  und  mit  Hülfe  von 
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tialgleichang 


a 


(' + m1 


—  X 


Fig.  61. 


erhält.   Vgl.  Jullien,  Problhnes  de  nUcanique  rationneUe,  2n>«  ülit,  (1866),  p.  IST. 

4.  Ein  homogener,  schwerer  EOrper  vom  Gewichte  G  (Fig.  61)  'be- 
rühre bei  A  eine  gegen  den  Horizont  unter  dem  Winkel  a  genei^^® 
Ebene  mit  Reibung  vom   Coefficienten  fi;  die  Yerbindangslinie  ^S 

des  Berührungspunktes  mit  dem  Sch'wer- 
punkte  S  ist  gegen  die  schiefe  Ebene  ii.n- 
ter  dem  Winkel  s  geneigt  und  fällt  in  die 
zur  Schnittlinie  der  schiefen  Ebene  ixsd 
des  Horizontes  senkrechte  Ebene.  BCsn 
sucht  eine  unter  dem  Winkel  X  gegen  die 
schiefe  Ebene  gerichtete,  durch  d  «n 
Schwerpunkt  gehende  und  in  dieselbe  V^f- 
ticalebene  fallende  Kraft  P,  welche  mi'fc  ^i 
dem  Widerstände  N  der  Ebene  und  der 
Reibung  fiN  Gleichgewicht  zu  halten  vermag. 

Um  die  drei  Gleichgewichtsbedingungen  dieses  ebenen  Eräftesystems  *^ 
finden,  wenden  wir  drei  virtuelle  Bewegxmgen  des  Körpers  an.  Yerschieben  "^^ 
denselben  zunächst  parallel  der  schiefen  Ebene  und  zwar  aufwärts  um  die  ^^' 
endlich  kleine  Strecke  d«,  so  sind  die  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte  JP«  ^' 
N^  ItN  für  dieobere  Grenze  des  Gleichgewichts,  wo  die  Reibung  abwärts  wi^^ 
der   Reihe   nach    PSs  cos  A,    —  Gds  sin  a,    0,    —  itNSa  und  besteht  die     ^®' 

dingung  : 

(P  cos  Z  —  ö  sin  a  —  ftN)  ds  ^  0. 

Eine  Verschiebung  senkrecht  zur  schiefen-  Ebene  veranlasst  die  virtoellen  ^'~ 
beiten  Pds  sin  1,  —  Ode  cos  a,  Nds;  eine  virtuelle  Rotation  um  A  um  den  "■*** 
endlich  kleinen  Winkel  Sa  endlich  gibt  die  Arbeiten  P  .  AS  .  sin  (s  -{■'  X)  ^^* 
—  G  ,  AS  .  cos  (e  —  a)  ^«D,  0,  0.  Hierdurch  erhalten  wir  die  zwei  weiteren  ^^ 
dingungsgleichungen  des  Gleichgewichtes: 

P  sin  7  —  G  cos  a  -^  N  ^=  0, 

P  sin  (f  +  A)  —  G  cos  (f  -  a)  =  0. 

Aus  der  ersten  von  ihuen  entnehmen  wir  N  und  erhalten,  indem  wir  aeineii  W^^^ 
iu  diu  Kuorst  aufgesiellte  Gleichgewichtsbedingung  einführen: 

^        sin  a  -j-  ^  cos  a 


oder  filr   tg  ^  «=  fi 


cos  Z  -f-  f(  isin  Z 


O, 


sin  {a  +  q) 

-z   •  Cr. 


cos  (1  —  q) 
Für  die  untere  Grenze  des  Gleichgewichts  wechseln  fi  und  9  das  Zeichen  and  ^^^"^^ 

sin  (a  —  9) 

J     =» -r~  :  — r  •   IT  . 

cos  {X  +  Q) 

Die  zweite  der  Gleichungen  liefert  den  Winkel  «  mit  Hülfe  der  Formel 

-    P8inl+  ^»cos  o 


tgf  = 


P  cos  X  —  Cr  sin  a 


i 


IIL  Th^  Cap.  IX,  |.  6.  Beispiele  u.  Anwdgn.  d.  Prinoipp  d.  virt  Geschwindigkeiten.     181 

6.  Eine  vertical  stehende  Schraubenspindel  von  rechteckigem 
Querschnitt  kann  in  der  zugehörigen  festen  Schraabenmatter  mit 
BeibuBg  Tom  Coefficienten  ^  gleiten.  Am  Kopfe  der  Spindel  wirkt 
in  einer  Horizontalebene  ein  Kräftepaar  vom  Momente  M^  am  un- 
teren Ende  ein  Gewicht,  welches  mit  dem  Gewichte  der  Spindel  zu- 
sammen Q  beträgt.  Man  soll  ffir  den  Fall  des  Gleichgewichtes  die 
Greniwerthe  von  M  und  den  Druck  auf  die  Schraubenmutter  be- 
stimmen. 

Der  Gylinder,  auf  welchem  das  Schraubengewinde  aufsitzt,  habe  den  Radius  R, 
die  Dicke  des  Gewindes  sei  d,  der  Druck  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Schrauben- 
mutter auf  die  Flächeneinheit  reducirt,  d.  h.  die  Resultante  der  Drucke  auf  alle 
Punkte  eines  Quadratmeters,  wenn  derselbe  überall  gleich  dem  Drucke  an  jener 

SteUe  ist,  sei  N. 

Zmiftohst  ertheilen  wir  dem  System  eine  virtuelle  Schraubenbewegung  um 

seine  Axe,  wie  sie  mit  seiner  Natur 
verträglich  ist  und  zwar  so,  dass  die 
Spindel  um  die  unendlich  kleine  Höhe 
dh  (Fig.  62)  steigt  und  um  den  Win- 
kel dd"  rotirt.  Die  Angriffspunkte 
der  Seitenkräfte  P  des  Paares,  des- 
sen Arm  p  sei,  beschreiben  Schrau- 
benelemente um  die  Schraubenaxe  a, 
deren  Projectionen  auf  die  Richtung 
der  Kräfte  r99-  sin  a  ,  r9&  sin  a 
sind,  wenn  r,  r  die  Abstände  jener 
Flg.  68.  Angriffspunkte    von    der    Axe    und 

a,  a  die  Winkel  sind,  welche  die- 
selben mit  der  Richtung  der  Kräfte  bilden.  Die  virtuelle  Arbeit  beider  Seiten- 
krftfte  ist  also 

Pr  sin  ttdd^  —  Pr  sin  ad»  =  PpSd^  =  Md», 

da  r  sin  a'  —  r  sin  «  =  p  ist.  Die  virtuelle  Arbeit  von  Q  ist  —  QShy  die  Wider- 
stände Ndatj  welche  die  Schraubenmutter  in  ihren  einzelnen  Flächenelementen 
dm  leistet,  liefern  keine  Arbeiten,  da  sie  senkrecht  zu  den  Scb raubendem enten 
f§  sind,   welche  ihre  Angriffspunkte  beschreiben,  die  Reibungen  iiNda  leisten 

Arbeiten   —  ikNdmds  und  ihre  Summe  ist  —  fiCNdmds  über  die  ganze  Fläche 

der  Schraubenmutter  ausgedehnt,  auf  welcher  die  Spindel  ruht.  Man  erhält  dem- 
nach an  der  einen  Grenze  des  Gleichgewichts,  wo  die  Reibung  abwärts  wirkt, 
die  Gleichung: 

Mdd-  —  (i8h  -  nfNdtüda  =  0. 

Die  Umkehrung  des  Zeichens  von  fi  gibt  die  der  anderen  Grenze  entsprechende 
Gleichung. 

AK  h 

Das  Yerhältniss  -^-    ist   constant   und   gleich  -  —  ,    wenn    h    die    Höhe    des 

Schraobengfanges  bedeutet.     Ist  r  der  Abstand   des   Schraubenck'montes  ds  von 

ds 
der  Axe,  so  stellt  — ^^  die  Sekante  der  Neigung  t  von  Ss  gegen  seine  Honsontal- 


rdd^ 


da 


projeetion  dar,  mithin  ist  j^ 


cos  % 


Das  Flächenelement  dm  ist,  wenn  9  den 
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Polarwinkel  bezeichnet,  ^^-^. — ,  nämlich  gleich  seiner  Projection  rd<p  •  dr  auf 

cos  t 

die  Cylinderbasis,  dividirt  durch  den  Cosinus  seiner  Neigung  gegen  seine  Pro- 
jection. Diese  Neigung  ist  aber  gleich  der  Neigung  der  Normalen  gegen  die 
Cylinderaxe.  Da  die  Schranbenfläche  durch  die  Bewegung  einer  zur  Cylinderaxe 
senkrechten  Geraden  erzeugt  wird,  so  steht  diese  Normale  auf  ihr  senkrecht  und 
fällt  mithin  in  die  Tangentenebene  des  Cy linders  und  in  dieser  Ebene  ist  sie 
senkrecht  zum  ßogenelemente  ds.  Sie  bildet  daher  mit  der  Cylinderaxe  den 
Winkel  i.     Hiermit  wird  das  den  Einfluss  der  Reibung  darstellende  Integral 

-  i^J  NdmSs  =  -  i^nnS^J^^L, 

R 

wo  X  die  Anzahl  der  Schraubenwindungen  angibt  und  der  Factor  2%n  TOn   der 
Integration  nach  9  herrührt    N  und  i  sind  Functionen  von  r ,  aber  iV  ist  un- 
bekannt, während  i  mit  Hülfe  von  tg  i  »»  - —  eliminirt  werden  kann.   Hierdurch 
'  2nr 

wird  die  Gleichgewichtsbedingung 

ft-frf 


R 


2n 


Ertheilen  wir  dem  System  blos  eine  virtuelle  Rotation  d^  um  die  Axe  der 
Schraube,  so  werden  die  Arbeiten  der  Kräfte  P  und  — 1\  des  Widerstands  Ndm 
und  der  Reibung  {iNdot  die  Werthe  annehmen 

MS9-f    — NdoDrSd"  sin  iy    — fiNdmrSQ-  aoa  i 
und  erhalten  wir  wegen 

den  (sint -t-f*cosO=»rfo'.co8t(tgt  +  it>)=^rdrdq>  ( f*  +  ^ — )  ="5-^(2«f*r  +  Ä)  dr 

\  i UV  J  b % 

Ä-j-cJ 

ilf  —  X    i  Nr  (2nitr  +  h)  dr  =^  0. 

R 

Ertheilen  wir  dem  System  blos  eine  virtuelle  Translation  dh  parallel  der 
Schraubenaxe,  so  ergibt  sich,  da  die  Arbeiten  von  Q,  Ndm,  fkNda  gleich  —Qdh^ 
Ndmöh  cos  t,    —  fiNdmSh  sin  i  sind,  in  ähnlicher  Weise  die  Gleichung 

R-\-6 

—  Q  +  H    IN  (2irf  —  (kh)  dr  =-  0. 

R 

In  den  beiden  zuletzt  entwickelten  Relationen  sind  69-  und  dh  von  einander 
unabhängig  und  sind  die  virtuellen  Lagenänderungen  des  Systems  unverträgliche; 
setzt  man  zwischen  ihnen  wieder  die  Relation  fest  Öh  :  d9  =^  h  :  ^n,  muitiplicirt 
die  erste  Relation  mit  dd",  die  zweite  mit  6h  und  addirt  sie,  so  liefern  sie  die 
oben  aufgestellte  erste  Gleichgewichtsbedingung  wieder,  indem  die  von  ^  unab- 
hängigen Elemente  der  Integrale  sich  tilgen,  während  die  mit  dem  Factor  f»  be- 
hafteten in  —  fiNdcaSs  zusammengehen. 

Um  den  einem  mittleren  Abstände  ro  entsprechenden  mittleren  Werth  N^ 
des  Widerstands  zu  finden,  hat  man  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integral- 
rechnung 
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und  folglich 


fN{2nr  —  ith)  dr  =  dN^  (2«fo  —  f*Ä) 

R 


woraus  N^  ftlr  eine  bestimmte  Annahme  von  r^  zwischen  B,  and  R  -\'  9  nähemngs- 
weise  folgt 

Ist  die  Reibung  fi  =  0,  so  wird  3f  —  ~-  • 

«    Tb 

6.  Ein  homogener  Cylinder  yon  der  Länge  {,  dem  Radius  r  und 
dem  Gewichte  G  liegt  mit  einem  Punkte  seines  Basiskreises  auf 
einer  horizontalen  Ebene  auf,  zugleich  aber  ruht  er  auf  einem  an- 
deren Cylinder  vom  Radius  a,  welcher  auf  derselben  Horizontal- 
ebene liegt.  An  den  Auflagerpunkten  findet  Reibung  (/bt,  ii!)  statt; 
welches  sind  die  äussersten  Gleichgewichtslagen,  wenn  die  Azen 
beider  Cylinder  sich  rechtwinklig  kreuzen? 

7.  Zwei  glatte  Ebenen,  welche  sich  rechtwinklig  in  einer  hori- 
zontalen Geraden  schneiden  und  von  denen  die  eine  mit  dem  Hori- 
zonte einen  Winkel  a  bildet,  bilden  eine  Rinne,  in  welcher  ein 
schwerer,  homogener,  gerader  Cylinder  mit  elliptischem  Querschnitt 
von  den  Halbazen  a,  h  so  ruht^  dass  die  Längenaze  desselben  der 
horizontalen  Schnittlinie  parallel  läuft.  Es  sind  die  Gleichgewichts- 
lagen des  Cylinders  und  die  Widerstände  der  Ebenen  zu  finden. 

8.  Ein  Punkt  wird  von  zwei  Centris  nach  dem  umgekehrten  Qua- 
drate der  Entfernung  angezogen.  Auf  welcher  Fläche  muss  derselbe 
sich  befinden,  wenn  er  in  allen  Lagen  auf  ihr  im  Gleichgewichte 
sein  soll? 

§.  7.  um  den  analytischen  Ausdruck  des  Piincips  der  virtuellen  Ge- 
sdiwindigkeiten  zunächst  ftlr  das  freie  unveränderliche  System  zu  gewinnen, 
seien  X,  7,  Z  die  Componenten  der  Kraft  P,  parallel  dreien  rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen,  6s  der  virtuelle  Elementarweg  ihres  Angriffspunktes 
(^f  y%  ^)j  ^P  &^6f  <^i6  Projection  von  Ss  auf  die  Richtung  von  P  und 
folglich  P8p  die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  P.  Nun  seien  Sx^  Sy,  8z  die 
Projectionen  von  ds  auf  die  Axenrichtungen  und  bilde  P  mit  den  Axen 
die  Winkel  a,  ßy  y.     Man  hat  dann 

8p  =  8x  cos  a  +  dy  cos  ß  -{-  8z  cos  y 

und  folglich 

P8p  =  P  cos  a  ■  8x  -]-  P  cos  ß  -  oy  -{-  P  cos  y .  dz. 

Es  ist  aber  P  cos  a  =  X,  P  cos  /?  =  F,  P  cos  y  =  Z  und  mithin 

P8p  =  X8x  +  Y8y  +  ZÖz, 

Hierin  stellen  X8x,  Ydy,  ZÖz  die  virtuellen  Arbeiten  der  Componenten 
Xy  F,  Z  von  P  dar,  sodass  die  virtuelle  Arbeit  von  P  durch  die  Summe 
der  virtaellen  Arbeiten  seiner  Componenten  gebildet  wird.  (Vgl.  B.  I, 
&  328.)     Hierdurch  geht  die  Gleiohong  £P8p  =  0  über  in 


_  m 
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2  (Xix  +  Y6y  +  Ziz)  =  0. 

Das  Variationszeichen  d  ist  hierbei  nichts  Wesentliches,  es  dentet  nnr  an, 
dass  die  Verschiebungen  virtuell  sind  und  nicht  mit  den  Elementarwegen 
der  wirklich  stattfindenden  Bewegung  zusammenzufallen  brauchen,  wenngleich 
dies  nicht  ausgeschlossen  ist. 

Aus  der  eben  entwickelten  Gleichung  erhalten  wir  mit  Leichtigkeit 
die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  des  freien  unveränderlichen  Systems 
wieder.  Legen  wir  nämlich  dem  System  zunächst  eine  virtuelle  Trans- 
lation 8x  parallel  der  a;-Axe  bei,  so  sind  alle  iy  =  6z  ^=^  0,  8x  f&llt  als 
ein  gemeinschaftlicher  Factor  aller  Glieder  aus  der  Gleichung  heraus  xmd 
wir  erhalten  die  Gleichgewichtsbedingung  ZX  =  0.  Lidem  wir  dem  System 
zwei  andere  Translationen  6y^  dz  in  den  Richtungen  der  y-  und  jer-Azen 
ertheilen,  ergeben  sich  die  beiden  analogen  Bedingungen  ^Y  <=»  0  und 
ZZ  =  0.  'Ertheilen  wir  femer  dem  System  eine  unendlich  kleine  Rotation 
8%^  um  die  o^Axe,  so  beschreibt  der  Angriffspunkt  Xy  y^  z  der  Kraft  P 
eine  unendlich  kleine  Linie  SSy  deren  Projectionen  auf  die  Axen  6x  =  0, 
Sy  =  Ss  '  cos  (Ssy  F),  6z  =s  is  '  cos  {6sy  Z)  sind.  Da  die  Richtung  von 
ÖS  aber  auf  dem  Abstände  r  des  Punktes  von  der  x-Aze  senkrecht  steht, 

so  bildet  sie  mit  den  Axen  der  y  xmd  z  Winkel,  deren  Cosinusse 

r 

und  —  sind,  sodass  6y  =^ 6s,    6z  =^  —  6s    werden,     welche  .Ans- 

r  r  r 

drücke  vermöge  6s  =  röd"  in  6y  =  —  z6d'  und  6z  ^==i  x6^  übergehen. 
Hiermit  reducirt  sich  Z{X6x  +  T6y  +  Z6z)  auf  Z{—Yz  +  yZ)  d^ 
und  da  6^  als  gemeinsamer  Factor  heraustritt,  so  ergibt  sich  die  Gleich- 
gewichtsbedingung £{yZ  —  eY)  =  0,  Indem  man  dem  System  in  ähn- 
licher Weise  unendlich  kleine  Rotationen  dd'\  dd'"  um  die  y-  und  jp-Axe 
ertheilt,  erhält  man  die  weiteren  analog  gebildeten  Gleichungen 

2;(2?X  — äZ)  =  0     und     i:(x7  —  yX)  =  0.- 

Man  erhält  die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  des  unveränderlichen 
Systems  auf  einmal  aus  der  Gleichung  I!(X6x  +  Y6y  +  ^8^)  =  0,  indem 
man  dem  System  irgend  eine  imendlich  kleine  Schraubenbewegung  ertheilt. 
Hierbei  beschreibt  der  Systempunkt  (x,  y^  z)  das  Element  6s  einer  Schrauben- 
linie, um  dessen  Projectionen  <Jx,  <J^,  6z  auf  die  Richtungen  der  Axen  es 
sich  handelt.  Zerlegt  man  nun  die  Schraubenbewegung  in  eine  Rotation 
um  die  Schraubenaxe  und  eine  Translation  parallel  derselben  und  weiter 
die  Rotation  in  drei  Rotationen  <J6','^<J^',  rf^"  um  drei  Axen,  parallel  denen 
der  Xf  y^  z^nnd  die  Translation  in  drei  Translationen  6^,  ^i},  6^  gleich- 
falls parallel,  denselben,  so  erscheint  6s  als  die  Schlusslinie  des  aus  tf£, 
6ri^   6^,  VdO,  rrfO',  /'d^"  gebildeten  Polygons,  wobei  r,  r',  /'  die  Ab- 
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Inde  des  Systempiinktea  von  den  Kotationeaiea  bedeuten  und  Ut  mithin 


na  Projectiin  ■ 
|ecÜon  diesoB    Pol/gor 
findet  man  daher; 


aaf  jede   dieeer  Äsen    gleich  der  betreffenden  Pro- 
auf dieselbe,     Auf  dem   hier  angedeuteten  Wege 


dx  =  Ö^  +  ed»'  —  jiS9" 

(S^  =  dt  -\-  ijS»   —  -cS»' 
I  und  hiermit  die  Gleichung 

£\X{S^  +  ei&'  —  !f3&") 

-i-  y.(St+  ;iS»  -  xS9')  1  =  0, 
r  beaser  geordnet  und  mit  Rücksicht  darauf^  dass  d|,  Üij,  dj,  i9,  dft', 
fi^  lieh  als  gemeinsame  Pact'Oren  absondern  lassen: 

i:(tfZ  —  £T)-89  +  £(:X  -  rZ)-d»'  '^-  £(xY  —  yX)-d9"  =  0. 
if^tta  der  Unabhängigkeit  der  Wahl  der  sechs  Verschiebungeoomponenten 
xerfSIlt  diese  Gleichung  in  die  früheren  sechs  Gleichungen. 

Ans  diesen  Entwickehmgea  geht  zugleich  hervor,  dass  es  ausser  den 

angeführten  sechs  Gleiohgewicbtskedingiingen  für  das  unverKnderliche  System 

keine  weiteren  gibt;  denn  ein  solches  System  kann  nur  Klementorschrauben- 

bswegungen    und   deren  Abarten   besitzen  und  jede  solche  Schraubenbewe- 

gnng    führt    auf   keino    andere    Gleichung,    als    die    genannten.      Für    das 

unveränderliche    System    sind    sie    folglieh   tarn  Gleichgewichte   nothwendig, 

«licr  auch  hinreichend;  für  ein  beliebiges  System  sind  sie  zwar  nothwendig, 

I      aber  nicht  hinreichend,  vielmehr  mUssen  zur  vollständigen  Bestimmung  des 

I  Gtucbgewichts  noch  weitere  Bedingungen  hinzutreten,  die  man  finden  kann, 

P   indem  man  dem  System  andere  Verschiebungen,  als  die  bisherigen  ertheilt. 

Wie  viele  und  welche  derartige  Bedingungen  noch  aufzustellen  sind,  bSngt 

vom  der  Bpeciellän  Natur  des  betreffenden  Systems  ab. 

_  V  §.  S.  Ist  das  unveränderliche  System  Bedingungen  unterworfen,  welche 

e  Beweglichkeit  besthrlinken,  so  können  dieselben  in  vielen  Fällen  durch 

» 'Glnchangen  zn^ischen  den  Coordinaten  derjenigen  Punkte  dargestellt  werden, 

I  Beweglichkeit    beschrankt  wird.     Soll  z.  B.  der  Punkt  x,,  y,,  s,  auf 

■  PlBohe    unbedingt   zu  bleiben  genßthigt   sein,   so  mUssen  seine  Coor- 

dei    Gleichung    dieser    Fläche   genügen ,    soll    er   auf  einer    Carve 

,    so   haben   sie  die   beiden  Gleichungen   dieser  Curve  zu  erfüllen. 

I   kOnnen    in   solchen  Bedingungsgleichimgen  die  Coordinaten  mehrerer 

1   vorkommen,    wie  z.   B.  wenn   die  VerblndungBlinie  zweier  oder  die 

dreier    Systempirnkte    bestimmt«    Eigenschaften    ihrer    Lage    gegen 

'  Punkt«   behalten    solL     Sind   die   in    ihrer   Bewegung   beschrUnkten 
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Punkte  nicht  unbedingt  beschränkt,  sondern  wirken  die  beschrinkenden 
Hindemisse  nur  einseitig,  so  können  an  die  Stelle  von  Bedingnngsglei- 
chungen  Ungleichungen  treten.  Soll  z.  B.  ein  Punkt  (o;,,  yi,  ei)  meht  ins 
Innere  der  Kugel  a;*  +  y^  +  ^  —  a^  =  0  eindringen,  wohl  aber  von  der 
Fläche  hinweggenommen  werden  können,  so  muss  x}  -^  yf  -{-  z}  —  ^t*  ^  0 
sein.  Nach  dem  früher  Entwickelten  ist  in  solchen  Fällen  £P6p  <;  0.  Wir 
schliessen  dieselben  aus  unsrer  Betrachtung  aus. 

Wenn  das  System  aus  nPxuikten  (xyz)y  (x^y^e^)  ^ "  {xiytZi)  ' "  (xnyngn) 
besteht,  so  muss  die  Anzahl  x  der  beschränkenden  Bedingungen  kleiner 
als  3  n  sein,  wenn  überhaupt  noch  Beweglichkeit  des  Systems  möglich  sein 
soll.  Denn  im  Falle  n  =  3n  würden  aus  den  x  Bedingungggleichnngen 
für  die  3n  Coordinaten  der  Punkte  feste  Werthe  folgen,  was  die  Beweg- 
lichkeit des  Systems  aufheben  würde.  Für  x  =  3n,  —  1  ist  jeder  Pnnkt 
auf  einer  bestimmten  Curve  zu  bleiben  genöthigt,  denn  indem  man  aus 
den  3«  —  1  Gleichungen  die  3n  —  3  Coordinaten  von  n  —  1  beliebigen 
Systempunkten  eliminirt,  verbleiben  noch  zwei  Gleichungen,  denen  die 
Coordinaten  des  noch  übrigen  Punktes  genügen  müssen;  diese  zwei  Glei- 
chungen sind  aber  die  Gleichungen  einer  bestimmt-en  Curve,  auf  welcher 
er  allein  beweglich  ist.  Dasselbe  gilt  für  alle  Punkte.  Uebrigens  kann 
in  diesem  Falle  jeder  Pimkt  eine  virtuelle  Verschiebung  im  einen  and 
im  anderen  Sinne  der  Tangente  erleiden.  In  den  Fällen  x  =  3n  —  2, 
3«  —  3, . .  •  ist  weit  grösserer  Spielraum  für  die  virtuellen  Verschiebungen 
vorhanden. 

Es  seien  nun  i  ==  0,  3f  =  0,  iV  ««=  0, . . .  die  x  Bedingusgsglei- 
chungen,  welche  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschränken.  Ertheilen 
wir  demselben  eine  mit  ihnen  verträgliche  virtuelle  Bewegung,  so  besteht 
zunächst  die  Hauptgleichung: 

£  {XiSxi  +  YiSyi  +  Zidzi)  =  0, 

worin  der  besseren  Ordnung  der  weiter  hinzutretenden  Gleichungen  wegen 
der  allgemeine  Index  i  angefügt  ist.  Vermöge  der  Verträglichkeit  dieser  Be- 
wegung müssen  aber  sowohl  die  Punkte  in  der  Lage  (xi^  ^,-,  Zi\  als  auch 
in  der  Lage  (xf  +  6xi,  yt  -|-  dy,-,  Zt  +  Szi)  den  Bedingnngsgleichungen 
genügen;  daher  bestehen  zugleich  auch  noch  die  x  linearen  Differential- 
gleichungen: 

'S  ( -  -  ixi  +  --  dy,  +    -  ie,)  =  0. 


t 
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Alle  %  -{-  1  Oleichungen  zusammen  enthalten  3n  Aenderungen  Sxt,  ^y,, 
dZi  der  Goordinaten  und  wenn  man  mit  Hülfe  der  x  Differentialgleichungen 
aus  der  Hauptgleichung  x  dieser  Grössen  eliminirt,  so  verbleiben  noch 
dfi  —  %  Aenderungen  in  ihr,  welche  vollkommen  unabhängig  von  einander 
sind.  Soll  diese  Gleichung  mithin  für  jedes  System  dieser  Variationen 
bestehen  können,  so  müssen  die  Coefficienten  derselben  einzeln  verschwinden 
und  es  zerfallt  hierdurch  die  Gleichung  in  3n  —  x  Gleichungen,  welche 
die  Oleichgewichtsbedingungen  der  Kräfte  des  Systems  sind.  Diese  Elimi- 
nation wird  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Eul  er -Lag  rang  ersehen  Methode 
der  Multiplicatoren  ausgeführt.  Multiplicirt  man  nämlich  die  Differential- 
gleichungen der  Reihe  nach  mit  den  unbestimmten  Factoren  A,  |x,  v, .  . ., 
addirt  sie  alle  zu  der  Hauptgleiohung,  wodurch  man  erhält: 

so  werden  hieraus  x  Variationen  eliminirt,  indem  man  die  x  Grössen  A, 
fi,  Vy...  so  bestimmt,  dass  die  Coefficienten  dieser  Variationen  Null  werden. 
Da  hierauf  die  Coefßcienten  der  noch  übrigen  von  einander  unabhängigen 
dn  —  X  Variationen  gleichfalls  verschwinden  müssen,  so  hat  man  über- 
haupt alle  Coefficienten  gleich  Null  zu  setzen  und  erhält  im  Ganzen  das 
System  der  3n  Gleichungen 

^'  +  ^-^  +  ^-^+''~^'^ ^'       *  =  1,  2,  3,  ...  n, 

vyi  vyi  oyi 

ax        dM       dN 

Yon  denen  x  zur  Bestimmung  der  Multiplicatoren  dienen,  während  die 
Sil  —  X  übrigen  die  Gleichgewichtsbedingimgen  aussprechen. 

umgekehrt  folgt  aus  diesen  Gleichungen  das  Gleichgewicht  des  Systems ; 
denn  sind  ixi^  6yi^  Szt  Variationen,  welche  den  Differentialgleichungen  der 
Nebenbedingungen  genügen  und  multiplicirt  man  mit  ihnen  die  vorstehenden 
Oleichungen  der  Ordnung  nach,  addirt  und  summirt  sie  für  alle  Jndices  t, 
so  ergibt  sich  mit  Bücksicht  auf  jene  Differentialgleichungen 

£  {XidXi  +  Yidyi  +  Zidz,)  =  0, 

welche  Gleichung  das  Gleichgewicht  ausdrückt. 


188  Beispiele  z.  Princip  d.  yiri.  Geschw.;  analytigch  behandelt.  IILTh.,Gi^IX,$.9. 
Es  ist  leicht,   die  Bedentnng  der  Multiplicatoren  A,  fi,  v, . . .  sa  er- 

O  J 

kennen.     Die  Gleichnngen  Xi  -{-  X        -[-...«=:  0  u.  s.  w.  würden  nftmlich 

OXi 

ebenso  erhalten,  wenn  die  Bedingungen  i«=0,  2tf  =  0,  -Är=0,...  gar 
nicht  vorhanden  wären,  statt  ihrer  aber  zu  der  Kraft  (XiYiZi)  im  Punkte 
{xiffiZi)    noch    hinzutreten    würden:     1.    eine   Kraft,    deren   Componenten 

X  ^    ,    X  ^     .    X    -     wären,  deren  Intensität  also  den  Werth 


/©• + (i)' + Q' 


besässe  und  deren  Bichtungscosinusse  folglich  den  Grössen  \     ,    :r-  j     ^ 

OXi       Offi         OZi 

proportional  wären.  Denkt  man  in  der  Bedingung  L  =  0  blos  die  Coor- 
dinaten  Xi,  ^,-,  Zi  veränderlich,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Fläche  dar,  auf 
welcher  der  Punkt  {XiytZi)  bleiben  muss,  weil  seine  Coordinaten  ihrer  Glei- 
chung genügen  sollen;    zu    dieser  Fläche  normal  ist  die  fragliche  Kraft. 

c       '        rr     ^    :i  n  x  dM  dM  dM  ,^, 

Ebenso  2.  eme  Kraft,  deren  Componenten  fi  — —  ,  |ia  ^—  ,  ft  -r—  ,    welche    also 

dXi        dyi        oZi 

selbst  |x  1/  I  -  7  +  l  o "  )  +  l  ;^  I  i"i^  normal  zu  der  Fläche  wäre, 
deren  Gleichung  Jlf  <«  0  ist  für  Xi,  yi^  Zt  als  laufende  allein  veränderliche 
Coordmaten;    3.  eme  Kraft  v  1/  I  —    I    +1^1    +  \^ )    ^-  s-  ^'     ^^ 

ähnlicher  Weise  in  allen  Punkten,  welche  den  Bedingungen  unterworfen 
sind.  Die  Grössen,  welche  also  in  den  obigen  Gleichungen  zu  Zi,  Y,-,  Zi 
addirt  sind,  stellen  die  Componenten  eineh*  Gesammtkraft  dar,  welche  den 
Einfluss  der  sämmtlichen  Bedingungen  auf  den  Punkt  x,,  y/,  Zi  zu  ver- 
treten im  Stande  ist.  Zugleich  erkennt  man  hieraus  die  üebereinstimmung 
der  §.  4  eingeführten  Forderung,  dass  die  Bedingungen  durch  Kräfte  dar- 
stellbar seien,  mit  dem  Ausdruck  derselben  durch  Gleichungen  zwischen 
Coordinaten. 

§.  9.    Beispiele. 

1.  Auf  einer  Kugelfläohe  (Fig.  63)  vom  Ra- 
dius a  befindet  sich  ein  Punkt  3f,  wecher  von 
den  drei  Ecken  A,  By  C  eines  Kugeloctanten 
proportional  der  ersten  Potenz  der  Entfernung 
angezogen  wird  und  zwar  sind  e,  e\  b"  die  In- 
tensitäten der  Anziehungskräfte  in  der  Einheit 
derEntfernung;  welches  sind dioGleiohge wich ts- 
lagen  derselben? 
Fig  es.  Für  den  lüttolpankt  0  der  Engel  als  Ursprung  und 
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OA,  OB,  OC  als  Axen  dea  Coordinatensystems  sind  die  Richtungscosinosse  der 
drei  Kr&fte  e  -  AM,  s  -  BM,  b" -  CMi 


X  —  a 

AM' 

X 

BM' 

X 


_y_ 

AM' 

V  —  o 
BM  ' 


AM' 

e 
BM' 

z  — a 
'CM  ' 


CM'  CM' 

Hiennit  werden  die  Componenten  X,  Y,  Z  der  auf  den  Punkt  M  wirkenden  Ge- 
sammtkraft 

X  =>  —  t  {x  —  a)  —  ex  —  s*'x  =  t a  —  xSe, 

Y  ^^  —  By  —  s'  (y  —  a)  —  t'y  =-  e'a  —  yZty 
Z  =  —  sz  —  e'e  —  «"  (jj  —  o)  =•  e"a  —  z£s 
und  folglich  die  Hauptgleichung  £  {Xdx  +  Ydy  +  ZSz)  =  0: 

(f  a  —  xZk)  Sx  +  (ea  —  ySs)  Sy  +  (e"a  —  zSs)  dz  =.  0. 
Hierzu  tritt  vermöge  der  einzigen  Nebenbedingung  L  =^  x^  -}-  y^  -\-  s"*  —  a^  ^=  X) 

xdx  4-  y^y  +  ^^^  =  0. 
Diese  Gleichung,  mit  l  multiplicirt  und  zur  Hauptgleichung  addirt,  liefert: 
(ff a  +  [i  —  £b]  x)  Sx  +  (s'a  +  [l  —  £t]  y)  6y  +  (e' a  +  [l  -  £(]  z)dz^O, 
welche  Gleichung  in 

eo  4.  (i  —  £t)  rr  =  0,    sa  +  (A  -  i;«)  y  =•  0,    «"a  +  (X  —  Zs)  =  0 
■erf&llt    Hieraus  folgt: 


x  s=  — 


sa 


(  a 


X  —  £e' 


S/  =  -  ^ 


e  a 


X-  £e' 


X-^£e' 


wodurch  man  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  a:*  +  y*  +  ^*  =•  «*  <Jer  Kugel- 
fl&che  findet 


ea 


£B±V2(e'),    x^±--^^^,      y 


1/2;  (5«) 


Der  Punkt  M  hat  demnach  zwei  Gleichgewichtslagen,  welche  die  Schnittpunkte 


der  Kugel  mit  der  Geraden 


77;  d.  h.  mit  der  Diagonale  des  Parallel- 


e  E*  f 
epipeds  sind,  welches  von  O  aus  mit  Kanten,  proportional 
8 ,  ty  e"  längs  den  positiven  Coordinatenaxen  constrnirt  werden 
kann.  Die  Grössen  Xx,  Xy,  Xz  sind  die  Componenten  des 
Widerstandes  der  Kugelfläche.    Kr  selbst  ist  folglich 

Xa=>[2B  ±  j/^TÖl« 
und  nach  dem  Aussenraume  gerichtet. 

2.  Eine  homogene  schwere  starre  Gerade  (Fig.  C4) 
vom  Gewichte  6r  und  der  Länge  2a  ist  an  beiden  Enden 
Ay  B  mittelst  zweier  gleichlanger  Fäden  l  an  zwei 
gleich  hohen,  festen  Punk ten^',^'  aufgehangen,  deren 
Abstand  AB'  gleichfalls  2a  ist.  An  A^  B  wirken  hori- 
zontal zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  P;   man 

•  oll    die    Bedingungen    des    Gleichgewichts    der    Kräfte    au    diesem 

Sjitem  aufstellen  und  discutiren. 


k. 
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Für  die  Mitte  0  von  A  JB^  als  Ursprung,  OÄ  und  die  Yerticale  von  0  als 
Axen  der  X  und  ;;  (positiv  abwärts)  seien  x^^  t/j ,  z^ ;  x^^  j/s ,  5,  ~  die  Goordinaten 
vorf  A  und  B,  also  \  (rCj  +  x^),  i(yi  -\-  y^),  ^^iz^  +  ^i)  di©  ^^^  Mitte  von  AB, 
Ferner  seien  X,  F,  0;  —X,  —  Yi  0  die  Componenten  der  Kräfte  P  an  ^  und  B. 
Da  A  und  B  auf  Kugelflächen  vom  Radius  l  um  Ä  und  B'  beweglich  sind  und 
ihr  Abstand  constant  gleich  2a  ist,  so  bestehen  die  Gleichungen 

{X,  -  af  +  y\+z\-l^=^0, 

(^1  -  «i)*  +  (yi  -  !/«)'  +  (^1  —  »iY  —  *a*  —  0, 

Xdx^  +  Ydyi  —  X^Äj  —  Ydy^  -^  \G  {ßz^  +  dz^)  =  0, 

(a;,  -  a)  ^aii  +  y^  ^y^  +  z^  dz^  =  0, 

{x^  +  a)  dx^  +  y^dy^  +  z^dz^  =  0, 

(a?,  —  «2)  (9x^  -  *a;,)  +  (y^  —  y,)  (dy^  —  ^y,)  +  (Zi  -  5,)  (*£;,  -  Sz^)  =  0. 

Mit  Hülfe  der  Multiplicatoren  X,  {i,  v  ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen: 

X  +  X  (a?!  —  a)  4-  »'  (^1  —  ^i)  =  0, 

iG  +  Xz,  +v{z,^z,)^0, 
—  X  +  ii(x^  +  ä)  —  V  (a?!  —  a:,)  =  0, 

--  Y  +  l^Vi  —  '^  (Sfi  —  Vi)  =  0, 
■JÖ  +  fA;e?2  —  v(^i  —  £;8)  =  0. 

Indem  wir  die  Richtungscosinusse  «j,  (Jj,  y^;  a, ,  j3j,  y,;  a,  (J,  y  der  Fäden  -l'-i, 
£'J3  und  der  Strecke  BA  mit  Hülfe  der  Relationen 

a^i  —  a  =  Z«! ,     rc,  +  öJ  =  la^,      äj  —  a;,  =  2acr  =  I  («j  ~  a,)  +  2a, 

!/i=^ft,  y.  «^ft,      !/i  =  yi  =  2a(J-Z(ft  -*fe), 

^i  =  ^Vi ,  ^«  =  ^y»t        ^1  =•  ^51   =»  2ay  =  Z  (y,  —  y,) 

einführen  und  die  Bedingung  der  Rechtwinkligkeit  von  AB  und  P,  nämlich 
Xa  4~  Y|3  =  0  hinzufügen,  welche  sich  mit  Hülfe  eines  weiteren  Multiplicators  0 
in  X:(J  =  — r:a  =  a  oder  X  =  (}a,  T«  — aa  spaltet,  wofür  (a*  +  p«) a« «=  P* 
aus  X^  -|-  y  =s  P'  folgt,  nehmen  sie  die  Gestalt  an: 

ßa  +  Xla^  +  2vaa  =  0, 

—  aa  +  ;i/ft  +  2vaj3  =  0, 
J  G^  +  Xlyi  +  2vay  «  0, 

—  ßa  -{•  (ila^  —  2«'aa  =  0, 
aa  +  iilß^  —  2vaj3  =  0, 

i  6r  +  f*'y2  —  2voy  =  0, 

«?  +  P?  +  y?  =  i, 
«i  +  Pi  +  yi  =  i, 

a»+p«+y*-l, 
?(or,  —  ffj)  =-  2  a  (oc  —  1),  - 

'  (y.  —  Vt)  —  2oy, 


En.TIi.,CBp.IX,  fi.10.    Priiicipd,Tirt.aeBchw.r.KT.Biurrekuverllnderl,SjBtcra 

.  yii  tt.T  ft.  y.i  «'  P.  Vi  1.  ^,  •' 


^H    An  diwen  18  QleichiuigeD  sind  < 

Unter  den  Gieicbgowicktslageti  des  Syatems  sind  auch  solche,  für  welchfl  AB 
borieontal  liegt.     Ffir  nie  wird  y  =  O,  n'  -)-  P'  ^=  1,  6  ^  P,  y,  =  /,,  Oj  =  —  o,, 
ß,    =  —  ft  und  redncirt  iiich  daher  das  tileichiingaayetem  auf 
i'  ßP  +  iitt,  +  2*aa  =  0. 

^^K  -  aP+  l!ß,  +  2yaa  =  0, 

^H  iG  +  lIV,  =0. 

^^^^  »f+ßj  +  r;-!, 

»«M      ^welchem  «r, .  ft,  y,-,  a.  fi;  i,  «  lu  üuden  »ind- 

£)ie  GiOeseii  IZ  and  äva  drückee  die  Spannung  der  Fäden  und  der  Stange 

§.  10,     Wir  gehen  jetzt  zum  Beweise  dea  Piiueipa  der  virtuellen  Ge- 

^'indigkeiten    fUr   ein    beliebiges  Punkt^yatem    über,    deaaen  Punkte  frei 

nnd    unabhängig  von  einander  beweglich  Bind,   Roll  ein  KrSttesyBiÄm,  welches 

«inem    solchen    Pnnktsyatem    angreift,    eich   im  Gleichgewicht  befinden, 

darf  dasselbe    auf  den    Gesch windig keitsstu stand    keines    äysteinpunktes 

EinfluHS    Hben,     Diesen    Geschwindigkeitsiiustaud    können    aber    nur 

lieeinHuKtien ,   deren    Richtungen   durch  diesen  Punkt    hindurchgehen 

*d    entweder   an   ihm    Beibat   oder    wenigstens  an    einem  mit   ihm  unver- 

^••■«i-lich    verbundenen    Punkte   ihrer    Richtung  angreifen.     Demnach    luuss 

*^    jeden)    Systeinpunkte   einzeln    Gleichgewicht    herrschen.     Daher    ist    die 

r  virtuellen  Arbeiten  aller  auf  denselben  Systempunkt  wirkender 

S  fUr  jede  beliebige  virtuelle   Verschieb iiiig  dieses  Punktes  Nnll.     Da 

:    nu  alle  Punkte  gilt,   so    folgt,    dass    wenn  Kräfte    an    einem  be- 

•  l>ig    veränderlichen    freien     Punktsystem     im    Gleichgewicht 

die    Oesammtsiimme    aller    ihrer    virtuellen    Arbeiten    fUr 

4«    beliebige    virtuelle    Bewegung    des    Systems    verschwindet. 

^rtehrt  wollen  wir  annehmen,  es  sei  fllr  ein  solches  Syal«m  die  Summe 

'  Tirtuellen  Arbeiten   aller  Erüfte  für  jede  beliebige  virtuelle  Bewegung 

wb    Null.     F.rtheilen    wir    dem    System    eine     virtuelle    Bewegung,    bei 

disr  nur  ein    einziger   Punkt   eine   Verschiebung   erleidet,    alle    anderen 

so    erhalten    wir    auch    nur    von    den    auf  diesen    Punkt    wirkenden 

Un  virtuell«  Arbeiten,    während  die    virt.uellen  Arbeiten    aller  anderen 

t  NkU    sind.     Da    nun    die  Gesammtüumme    oller    virtuellen  Arbeiten 

■■U  ist,  so   folgt,  dasa  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  jenem 

"Unkte  angreifenden  Kräfte  für  sich  Null  betragen  muss.    Diese  Bedingung 

Ut  iba  die  Bedingung  des  Gleich  gewichtes   fUr  diesen  Punkt     Das  nttm- 
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liehe  lässt  sich  für  alle  Systempunkte  behaupten;  daher  der  Satz:  Ist  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  einem  freien  veränder- 
lichen Punktsystem  wirkenden  Kräfte  Null,  so  sind  die  Kräfte 
im  Gleichgewicht.    Beide  Sätze  zusammengefasst  liefern  den  einen: 

Zum  Gleichgewichte  eines  Kräftesystems,  welches  an  einet^ 
freien,    beliebig    veränderlichen  Punktsystem   angreift,   ist   et- 
forderlich  und  hinreichend,   dass  die  Summe  der  virtuellen  A-^' 
beiten  aller  Kräfte  für  jede  beliebige   virtuelle  Bewegung  «1^ 
Systems  verschwinde. 

Der  Satz  ist  anwendbar  auf  das  ganze  Punktsystem,  wie  auf  eii»-^ 
beliebigen  abgetrennten  Theil  desselben,  nur  müssen  in  allen  F&llen  2k% 
Kräfte  in  Rechnung  gezogen  werden,  welche  an  einem  solchen  Theile  a»^' 
greifen. 

Unter  den  virtuellen  Bewegungen  eines  freien  veränderlichen  Sjaten:^ 
.  sind  auch  solche,  für  welche  die  Punkte  des  Systems  ihre  gegenseitig'^ 
Lage  nicht  ändern,  für  welche  das  System  also  ein  unveränderliches  bleibte 
Hieraus  folgt,  dass  für  jedes  freie  veränderliche  Punktsystem 
oder  einen  Theil  desselben  die  Gleichgewichtsbedingungen  eines 
freien  unveränderlichen  Systems  nothwendig  erfüllt  sind,  oder 
anders  ausgedrückt,  dass  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem 
solchen  System  nicht  aufhört,  wenn  man  das  System  ganz  odei 
zum  Theil  unveränderlich  werden  (z.  B.  erstarren)  Iftsst. 

§.  11.  Hinsichtlich  der  Kräfte  am  veränderlichen  Punktsystem  unter 
scheidet  man  innere  und  äussere  Kräfte.  Innere  Kräfte  sind  solche 
deren  Richtungen  von  den  Systempunkten,  an  welchen  sie  angreifen,  nacl 
anderen  Systempunkten  oder  von  diesen  nach  jenen  hin  gerichtet  sind  un« 
ihrer  Grösse  nach  von  der  Entfernung  der  Angriffspunkte  von  diesei 
Systempunkten  abhängen;  äussere  Kräfte  solche,  deren  Grösse  und  Rieb 
tung  nicht  von  der  Lage  der  Systempunkte  untereinander,  wohl  aber  voi 
ihrer  Lage  gegen  äussere,  dem  System  nicht  angehörige  Punkte  abhängig 
ist.  Zur  ersten  Art  gehören  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  zwischei 
den  Massenpunkten  des  Systems,  zu  den  letzteren  Anziehungen  nach  festei 
Centren.  Dieser  Unterschied  betrifft  übrigens  nicht  die  innere  Natur  de; 
Kräfte,  sondern  nur  die  Beschaffenheit  des  Systems.  Es  kann  dieselb 
Kraft  unter  Umständen  die  Rolle  einer  äusseren,  unter  anderen  die  eine 
inneren  spielen.  Für  die  Erde  als  bewegliches  System  z.  B.  sind  die  An 
Ziehungen  der  Sonne  und  der  Planeten  äussere  Kräfte,  so  gut,  wie  die  An 
Ziehungen  der  Fixsterne;  für  das  Sonnensystem  als  Ganzes  sind  sie  innen 
und  jene  nach  wie  vor  äussere  Kräfte.  Innere  Kräfte  sind  meist  paar 
weise  gleich  und  entgegengesetzt,  in  der  Verbindungslinie  der  Punkte  wir 
kend,    welche   sie    afficiren.     Wenn    nämlich   von  zwei  Punkten  jeder  dei 
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anderen  in  der  Richtung  nach  sich  hin  oder  auch  im  entgegengesetzten 
Sinne  beschleunigt  und  beide  die  Masseneinheit  enthalten,  so  sind  beide 
Krftfte  gleich.  Wird  aber  die  Masse  des  einen  das  m  fache  der  Massen- 
einheit, so  wird  sie  auch  die  m  fache  Beschleunigung  von  dem  anderen 
arfabren  und  wenn  dessen  Masse  auf  das  m' fache  steigt,  so  wird  diese 
m fache  Beschleunigung  nochmals  m'fach  werden.  Daher  wird  an  jedem 
Punkte  eine  Kraft  angreifen,  welche  das  mm' fache  der  Kraft  ist,  mit 
welcher  zwei  Masseneinheiten  einander  beschleunigen.  Ist  diese  Beschleu- 
nigung von  der  Entfernung  r  derselben  abhängig  und  durch  f{r)  aus- 
gedrückt, so  stellt  mmf(r)  die  gemeinsame  Intensität  der  beiden  Kräfte 
dar,  mit  welchen  die  Punkte  von  den  Massen  m,  m  in  entgegengesetztem 
Sinne  längs  ihrer  Verbindungslinie  afficirt  werden.  Für  Attractionen  von 
festen  Centren  und  für  innere  Kräfte  der  eben  angeführten  Art  ist  es 
leicht,  die  virtuelle  Arbeit  zu  bilden.  Für  beide  besteht  nämlich  eine 
Kräftefunction,  deren  partielle  Dififerentialquotienten  nach  den  Coordinaten 
des  afficirten  Punktes  genommen,  die  Componenten  der  Kraft  angeben.  Ist 
nämlich  R  die  Kraft,  mit  welcher  das  Centrum  (a,  6,  c)  den  Punkt  (x,  ^,  z) 
beschleunigt,  r  die  Entfernung  beider  und  sind  (a,  /?,  y)  die  Richtungs- 
winkel der  Kraft,  so  wird 

r»  -  (a;  -  a)«  +  (y  -  bf  +  (r  -  c)*, 

dr       X  —  a  dr       y  —  h  a    ^^       ^  —  ^ 

—  = =  cos  a,    —   = =  cos  j3,    -  = =  cos  y, 

ex  r  oy  r  cz  r 

dr  dr  dr 

folgUch         Z  -=  -  Ä  5    ,     r Ä  ^-,     Z=  -  B^- 

dx  dy  dz 

and 

Xdx  +  YSt)  -\-Z6z Jt  ß-  dx+~d!f-\-^^  dz)  =  —  Hör. 

\o  X  oy  cz     / 

r  dU  dU 

Setzt  man  /  Bdr  =  Z7,   wodurch  R  =      -    und    Hör  =     -  dr  ==  öU  wird, 
•^  dr  dr 

80  folgt  Xöx  +  Yöy  4"  Zöz  =  —  öU.     Ebenso   sind,  wenn  JB  die  An- 

dr 
Ziehung   zweier    Punkte    (j:,  y,   z)    und    (xi^  y^^  z^)   bedeutet,    —  ^    -, 

dx 

dr  dr      .  dr 

—  -R   -    ,     —  R  -      die    Componenten    derselben    am    einen,     —  JB  —  , 

cy  oz  dx^ 

—  R  -     y     —  R  ^  -  dkm  anderen  Punkte.    Der  Bestandtheil  der  virtuellen 

dy^  dz^ 

Arbeit  beider  ist  daher 

X8x  +  Y6y  +  Z8z  -=-  —  R%  6x  —  R^^  6y  --  R  ?-  6  z 

dx  dy  de 

Somub,  Mcohanik.    Ü.  13 
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oder,  da  aus   r*  =  [j-  —  x^f  -j-  (y  —  Pif  +  (^^  —  ^lY  folgt: 


(  r  er         X  —  X 


1 


ex  cXi  r 


wodurch 


^  =  _  ^^  =^  -~  yi 

dy  dy^  r       ' 

dr dr  z  —  Zy^ 

dz  dz^  r       ' 

j  -  2?  ?-  öx  +  R  V-  8x,  =  -  7?^-^^U(a:  -  x,), 

!  ex         '        ex.      ^  r  ^  ^^^ 

1  * 

1"  ..  .. 

I  wird,   mit   Zuhülfenabme   von   {x  —  x^)  ö  {x.  —  ^J  +  (y  —  ^i)  ^  (y  ""  ä) 

i  +  (*  —  -i)  ^  (z  —  Zy)  =  r6r\ 

'  Xdx+  Yöy  +  Zd^r  =  —  Hör. 

j  :i   .  Setzt  man  also   wieder  J  Rdr  ==>  U,  so  wird  dieser  Ausdmok  —  dU. 

I  Bestehen  zwischen  je  zwei  Punkten  des  Systems  ähnliche  Anziehnngen, 

,  so  tritt  an  die  Stelle  von  Rör  nur  ZRdr  und  wird 

\  ~  2Rör=  —  dir 

j  die  virtuelle  Arbeit  dieser  inneren  Kräfte,  wo  U  =  £jRdr  ist.    Im  Falle 

»^■g*   der   Abstossung   ändert  R  und   damit  V 

^        Sinn  und  Zeichen.     Auch  kann  man  auf 

geometnschem  Wege  leicht  zu  dem  Aas- 

^  '^  druck    der   virtullen   Arbeit   der   inneren 

Kräfte  gelangen.     Sind  nämlich  (Fig.  65) 

AA\  BR'   die    virtuellen   Verschiebungen    der    Angrififspunkte  A^  B  der 

inneren  gleichen  Kräfte  P,  welche  längs  ^^  in  entgegengesetztem  Sinne 

wirken    und    sind    Aa\  Rh'   die    Projectionen   von  AÄ\  BB'   anf  AB^ 

so  stellt 

P'Aa--P'R})=P  {Aa  —  Rh') 

die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  dieser  beiden  Kräfte  dar.  Zieht  man 
nun  durch  A'  die  Linie  A'ß  parallel  und  gleich  mit  AB  and  nennt  fi 
die  Projection  von  ß  auf  AR,  so  wird  Rh'  =  Rß^  -\-  ß^h\  YermQge  des 
Parallelogramms  AÄ ßR  ist  aber  R^  =^  Ad  und  da  Alß  und  ÄBl 
einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander  bilden  und  die  zn  Äß  in  ß 
senkrechte  projicirende  Ebene  auf  A'  R'  einen  Punkt  ß"  beatimmt,  sodass 
ß*' R'  =  ^H  =»  A! R'  —  AR  ^=  r  —  r  =  dr  wird,  wenn  AB  —^  r  gesetzt 


r 
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ird,  $i>  ergibt  bIcIi  —  Pär  für  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiteu  der 
rKfte  P.  Die  Aendening  ßr  der  Eiitferunug  r  ist  dabei  positi?  oder 
■,  je  nacli dem  A  B  bei  der  virtuellen  Versühiebung  des  Systems  wBckat 
der  abnimmt  und  die  virtuelle  Arbeit  Snderl  da«  Zeichen,  wenn  die  Kr&fte 
ren  Sinn  wechseln. 

§.  12.  Nicht  gerade  sehr  einfach  ist  es,  das  Princip  der  virtuellen 
BSC h windigkeiten  auf  den  Fall  eines  beliebig  veränderlichen  Systems  aus- 
idefanen,  welches  BeschrSnkungen  seiner  Beweglichkeit  auageaetat  ist.  Was 
mHohät  den  ersten  der  beiden  Sätze  betrifft,  welche  zusammen  das  Princip 
Ideo,  nSmlich  dasE  im  Falle  des  Oleichgewichts  die  Summe  der  WTtuellen 
rbeiten  für  jede  mit  der  Natur  des  System^i  vertragliche  Verschiebungsart 
nll  ist,  so  mllsaen  wir  die  Voraussetzung  machen,  dass  die  beschrünk enden 
edingungen  durch  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  ersetzbar  sind,  wie  dies 
I  der  Berührung  zweier  Systemtheile  mit  iwei  Flächen  Cap.  IV,  8.  56 
Eeigt  wurde.  Da  man  schliesslich  jeden  Punkt  als  ein  unveränderliches 
fstem  ansehen  kann,  eo  kann  ein  verSnderlicheE  System  mit  Bedingungen 
imer  als  ein  Aggregat  von  unveränderlichen  Systemen  angesehen  werden, 
nach  Einfuhrung  der  Beding angskräfte  an  jedem  unveränderlichen 
lystem  für  sich  üleichgewieht  besteht  Es  gilt  daher  für  jedes 
liehe  der  erste  Theil  des  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wie 
§.  4.  Stellt  mau  fflr  sämmtliche  Partial Systeme  des  <jesammtsyBtem3 
B  Oleichnngen  auf,  welche  dies  Princip  filr  sie  aussprechen  und  addirt 
)  Bämmtlich,  so  erhält  man  dasselbe  für  das  veränderliche  System  gleich- 
IIm.  In  dem  Ausdrucke  dafür  kommen  zunächst  die  virtuellen  Arbeiten 
1er  Beding ungskräfte  vor.  Man  kann  aber  leicht  zeigen,  dass  die  Summe 
virtuellen  Arbeiten  je  zweier  der  Normalkräfte ,  welche  an  den  Be- 
irnngsstellen  eingeführt  werden,  Kuli  beträgt.  In  dem  Bertlhrungs- 
ikte  C  Kweier  Flächen  b,  ß  treten  nämlich  zwei  Punkte  A,  B  derselben 
isannen.  Bei  einer  virtuellen  Verschiebung  entfernen  sich  dieselben  im 
Ugemeinen  unendlich  wenig  von  einander  und  beändeu  sich  etwa  in 
',  M',  während  in  dem  neuen  Berührungspunkte  €'  zwei  andere  Punkte 
tdar  Flächen  zusammenfallen.  Der  Punkt  A'  liegt  aber  in  der  Tan- 
Btonebene  von  a  und  der  Punkt  h'  in  der  Tangenteneben o  von  ß  im 
Ulkte  V'  nnd  daher  slieht  die  Verbindungslinie  A'  K  senkrecht  auf  der 
meinsamen  Normale  beider  Flächen  in  (''.  Diese  Normale  bildet  aber 
it  iJer  Normalen  des  anfänglichen  Berührungspunktes  V  einen  unendlich 
tinen  Winkel  und  daher  weicht  auch  der  Winkel,  den  A' B'  mit  dieser 
irm&len  bildet,  nnr  um  ein  Ün endlichkleines  von  \n  ab.  Projiciren  wir 
iflr  daa  Dreieck  AÄ'if  auf  die  Nonnale  in  C,  so  verschwindet  die 
ojoction  von  A^ S  nnd  folgt,  dass  die  Projectionen  dn,  an  der  vir- 
lllen  Verschiebungen  AA',  BB'    der  Punkte  A,  B,  in   welchen  die  ent. 
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gegengesetzt  gleichen  Normalbedingungskräfte  N,  N'  angreifen,  einander 
gleich  sind.     Daher  ist  Nön  -\~  N'  ön  =  0. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich,  dass  die  virtuelle  Arbeitssumme  je 
zweier  entgegengesetzt  gleicher  Spannungskräfte,  welche  den  Abstand  zweier 
Punkte  A^  B  des  Systems  unveränderlich  erhalten,  Null  ist.  Nach  §.11 
ist  dieselbe  nämlich  +  JVJr,  wenn  N  die  gemeinschaftliche  Intensität  beider 
Kräfte,  8r  aber  die  virtuelle  Aenderung  der  Länge  AB  bezeichnet.  Da 
letztere  Linie  unveränderlich  sein  soll,  so  ist  dr,  also  auch  -f-  Nir  =  0. 

Für  die  Widerstände  von  festen  Flächen  und  Curven  ist  die  virtuelle 
Arbeit  für  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Verschie- 
bungen, nämlich  für  Verschiebungen  in  der  Tangente  oder  Tangenten- 
ebene Null. 

Sind  also  P,  P\  .  , .  die  Kräfte,  welche  an  dem  einen,  Q,  ^i  •  .  •  die, 
welche  an  dem  andern  von  zwei  in  einem  Punkte  berührend  mit  einander 
verbundenen  Systemtheilen  wirken,  N^  N'  die  entgegengesetzten  Normal- 
kräfte im  Berührungspunkte;  sind  ebenso  12,  E'  die  Kräfte,  welche  an 
einem  dritten,  mit  dem  zweiten  berührend  verbundenen  Systemtheil  angreifen, 
N^j  N\  die  im  Berührungspunkte  zuzufügenden  Normalkräfbe  u.  s.  f.,  so 
besteht  ein  System  von  Gleichungen  wie: 

üPöp  +  Ndn  =  0,  Ndn  +  N'Sn  =  0, 

ZQdq  +  N'ön  +  N^dn^  =  0,  N^dti^  +  N[Sni  =  0, 

ZRÖr  +  N'iön[  +  N^ön^  =  0,  N^ön^  +  Niön^  =  0, 

ZSSs  +  Niöfh  -| =0,  •  . 

durch  deren  Addition 

ZFÖp  +  ZQÖq  +  ZR6r  +  ZSÖs  -\ =  0 

folgt,  welche  Gleichung  unseren  Satz  ausspricht.  Ist  ein  Systemtheil  fest, 
so  ist  die  sich  auf  ihn  beziehende  Gleichung  von  selbst  erfüllt  und  Wli 
eine  Arbeit  wie  Nön  hinweg,  weil  ön  Null  ist.  Aehnliche  Gleichungen 
gelten,  wenn  Punkte  unveränderlichen  Abstand  haben. 

Man  sieht,  diese  Betrachtung  gilt  für  beliebig  viele  Berührungsstellen  von 
Flächen  mit  Flächen,  Flächen  mit  Curven  und  Curven  mit  Curven.  Sie  seist 
jedoch  die  Existenz  einer  gemeinschaftlichen  bestimmten  Normale  an  der  Bertth- 
rungästelle  oder  was  dasselbe  ist,  Bestimmtheit  der  Richtung  der  Normal- 
kräfte voraus.  In  allen  Fällen,  in  welchen  diese  Voraussetzung  nicht 
zutrifft,  ist  eine  Specialuntersuchung  über  die  Giltigkeit  unseres  Prineips 
noth wendig.     Man  kann  daher  jetzt  den  Satz  aufstellen: 

Zum  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  beliebigen  ver- 
änderlichen System,  welches  Bedingungen  unterworfen  ist^  dass 
gewisse    Punkte    feste    oder    bewegliche    Flächen    oder    CurTea 
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nicht  verlassen,  dass  gewisse  Systemparthieen  unveränderlich 
bleiben,  dass  unveränderliche  Systemtheile  unter  bestimmten 
gemeinschaftlichen  Normalen  einander  berühren  sollen,  ist  er- 
forderlich, dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte 
für  alle  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Verschiebungsarton 
Null  oder  negativ  seL 

Das  Princip  ist  nicht  blos  auf  das  Gesammtsystem,  sondern  auch  auf 
jeden  abgetrennten  Theil  desselben  anwendbar,  wenn  nur  die  Verbindung, 
durch  welche  derselbe  mit  den  Übrigen  Systemtheilen  zusammenhängt, 
durch  Kräfte,  resp.  durch  Gleichungen  ausgesprochen  wird. 

Der  zweite  Theil  des  Princips,  nämlich  der  Satz,  dass,  wenn  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte  für  alle  verträglichen  Ver- 
schiebungen verschwindet,  Gleichgewicht  stattfindet,  kann  in  derselben  Weise 
bewiesen  werden,  wie  §.  4  für  das  unveränderliche  System  geschehen  ist. 
Einen  andern  Beweis  s.  Möbius,  Lehrbuch  der  Statik  B.  II,  S.  55.  Es  kaim 
demnach  das  Princip  jetzt  allgemeiner  folgendermassen  ausgesprochen  werden, 
wobei  der  Unterschied  zwischen  einseitig  und  doppelt  wirkenden  Wider- 
ständen mit  berücksichtigt  wird: 

Zum  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  beliebigen  ver- 
änderlichen System,  welches  Bedingungen  unterworfen  ist,  dass 
gewisse  Punkte  feste  oder  bewegliche  Flächen  oder  Curven 
nicht  verlassen,  dass  gewisse  Systemparthieen  unveränderlich 
bleiben  oder  dass  unveränderliche  Systemtheile  einander  be- 
rühren sollen,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Summe 
der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte  für  alle  mit  den  Bedin- 
gungen verträglichen  Verschiebungen  Null  oder  negativ  sei. 

§.  13.    Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  Es  sollen  die  Gleichgewichtsbedingungen  von  Kräften  am 
freien  unveränderlichen  System  aus  dem  allgemeinen  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  für  das  veränderliche  System  abge- 
leitet werden. 

Das  System  bestehe  aus  n  Punkten;  seine  Unveränderlichkeit  besteht  in  dem 
Constanten  Abstände  seiner  Punkte  von  einander.  Es  fragt  sich  zunächst,  welche 
und  wie  viele  Bedingungen  diese  Unveränderlichkeit  fordert.  Damit  zwei  Punkte 
(x.y-z^  und  (^Cj^yt^jt)  constanten  Abstand  von  einander  haben,  ist  eine  Bedingimg 

von  der  Form 

L  =  {X.  -  x^y  +  (y.  -  y^y  +  {z.  -  z^y  -  Const.  =  0 

zu  erfüllen.  Für  drei  Punkte  gibt  es  drei  solcher  Bedingungen ;  jeder  der  n  —  3 
übrigen  erfordert  für  seine  unveränderliche  Verbindung  mit  diesen  dreien  drei 
weitere  derartige  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass  er  constanten  Abstand  von 
diesen  drei  Systempunkten  besitze.  Dies  gibt  im  Ganzen  3(n—  3)4-3a=>3n  —  6 
Bedingungen  und  ebenso  viele  unbekannte  Multiplicatoren  X,  fiy  v,  .  .  ,  sind  oin- 
snführen,    wenn   wir  die    analytische   Form    des   Princips    von  §.  8    anwenden 
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wollen.    Da 

ist,  80  werden  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  zunächst 

0  =  X.  +  A  (.r.  -  a:^)  +  /i  (.r.  -  .r,)  H , 

0  =  Y.  +  X  (y.  -  y^)  +  /i  (y,-  --  y*)  H ,  t  =  1,  2,  3, . . .  n. 

0  =  /.  +  A  iz.  -  -  if;^)  +  ^  {z.  -  ^;t)  +  •  •  •. 

Ans  diesen  3n  Gleichungen  sind  die  3n  —  6  Grössen  X,  fi,  y,  ...  zu  elimi- 
niren,  um  die  restirenden  6  Gleichgewichtsbedingungen  des  unveränderlichen 
Systems  zu  finden.  Diese  Elimination  kann  durch  folgende  beiden  Operationen 
vollzogen  werden,  deren  jede  dreimal  Anwendung  findet.  Addirt  man  alle  den 
verschiedenen  Werthen  des  Index  t  entsprechenden  Gleichungen,  welche  sich  auf 
die   X'Axe   beziehen,    so   liefern  je    zwei   Glieder   X  (x,.  —  Xj^)    und    X  {Xj^  —  x^; 

It  {x.  —  x^  und  jLt  {Xi  —  x-\  .  .  .  welche  am  i*^  und  k^  am  t^^  und  V^  u.  s.  w. 

Punkte  vorkommen,  zur  Summe  Null.  Es  bleibt  daher  als  Resultat  die  von 
X,  fi,  .  .  .  unabhängige  Gleichung  ZX^  s^  o.    Hierzu  kommen  die  beiden  analogen 

Gleichungen  £Y.  =  0,   £Z.  =b^  0,   welche   sich  durch  Addition   der  auf  die  y-, 

resp.  r-Axe  bezüglichen  Gleichungen  ergeben.  Multiplicirt  man  femer  die  der 
z-Axe  entspiechende  der  vorstehenden  Gleichungen  mit  y,  die  der  y-Aze  ent- 
sprechende niit  Zy  subtrahirt  die  Resultate  und  summirt  hierauf  nach  dem 
Index  i  durch  das  ganze  System  hindurch,  so  erhält  man  als  Anfangsglied 
£  (y.Z.  —  z.Y.)  ^    sodann    findet    sich     aber    auch    zu    jeder    Verbindung    wie 

^  [y,  (^,  —  h)  ~"  ^.  (^1  ~"  y*)]  ®^®^  ""  ^  (Vth  "  Vk^i)  ^^^^  ^iö  entgegengesetzte 
^  [y*  ^^k  ~~  ^i)  ""  ^k  ^Ifk  ~  yii\  ®^®''  ~  ^  (y*^»  —  yi^*)  ^^^  ^^^  tilgen  sich  dieselben 
paarweise,  so  dass  blos  die  Gleichung  Z  {y^Z^  —  z^  Y,)  »  0  resultirt.  Hierzu  er- 
langt man  in  ähnlicher  Weise  die  beiden  andern  noch  fehlenden  Gleichungen 
Z  (r.  A'.  —  ar.Z.)  =  0   und    2;  (x.  Y.  -  y.X.)  =  0,    sodass   alle  6  Gleichgewichts- 

bedingnngen  des  unveränderlichen  Systems  gefunden  sind. 

2.  Es  soll  die  Differentialgleichung  der  Curven  fflr  das  Lauf- 
gewicht Q  der  Sauveur*  und  de  rHospitaTschen  Zugbrücke  (8.8.67) 
gefunden  werden. 

Ertheilt  man  dem  System  eine  verträgliche  Verschiebung,  bei  welcher  der 
Winkel  BAC,  den  wir  mit  ip  bezeichnen  wollen,  um  d^  abnimmt,  so  be- 
schreibt der  Punkt  S  einen  kleinen  Kreisbogen  ßdfp,  wo  SÄ  *»  ß  gesetzt  ist, 
senkrecht  zu  SA  und  folglich  einen  Winkel  ^n  +  fp  mit  der  Richtung  von  G 
bildend.  Die  virtuelle  Arbeit  von  G  ist  daher  —  6r|3  sin  ^dip.  Die  virtuelle  Ar- 
beit von  Q  findet  man,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  Angriffspunkt  M  von  Q  um 
die  Verticalprojection  des  Bogenelementes  MM'  sinkt  Diese  Projection  ist 
6  {q  cos  0")  und  folglich  Q^  (q  cos  O")  die  Arbeit  von  Q.  Das  Princip  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  gibt  daher  die  Hauptgleichung 

—  Gß  sin  ipd-tif  +  Qd  (q  cos  ^)  =  0, 
oder 

—  Gß  sin  fffdip  -f  Q  cos  ^^q  —  ^9  sin  d  .  dd  »  0. 

Hit  dieser  sind  die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen 


.-4'  ' . . 
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F 

^m  ta  -  e)'  -  [ip>  +  ft'  -  ißh  CO»  w)  =  0 

^^Ktu   verbinden,   von   denen   die  erste  ausdruckt,    dase  der  Punkt  M  (p,  9)  auf  dl^^ 
''         noch  unbekaonteo  Curve   p  »  ^(ft)   liegen  und  die  iweitt^,   dasa  BC  +  C 3f  aoa- 
■tant  gleich  a  aetii  «oU. 

Diese  DifTeri^ntialgleichungcn  sind 

S9  —  f  W  «»  =  0,     (o  —  (.)  de  +  2ßA  Bin  VÄW  —  I). 
Ijadem  man  sie,  die  er^t«  mit  t,  die  zweite  mit  ji  mulÜplioirt,  >ur  Hau  p  gleich  nag 
tddirt,  lerfUlt  dieae  in  die  drei  Gleichangen 

■    liefern    nach    Eliminution    TOn   1   and  ^,    wenn    mau    für   /'  (9)    das    gleich- 


.    ^;.ch.^btnnd-V. 

fi  = 

6  setzt 

■wie  S.  67, 

\   <l.\,a- 

e)'  +  i«i  ip 

coa  «■)-(). 

3.    Di 

e  vorige  A 
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iewi 
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COB  vdt  +  ^fiy  —  0  und  besteht  die  Be- 

Ungimg:  , 

('  =  4P'  +  ; 

r'  +  ;/*  + 

4?« 

in  «,  Vi 

'  +  y».    Die  lotegration  der  eraten 

llcichoog  gibt    Qy  — 

Pp  sin  K.  +  C. 

wöbe! 

C  BO  beBtimmt  werden  kann,  <9aes 

e  Cnrre  durch  den  Piinkt  C  (0,  A)  geht. 

Wirken  an  dem  Sjateni  keine  anderen  Kräfte,  ah  die  Schwere,  so  nimmt 
•  Baaptgleichung  des  Principa  der  virtuellen  GcBchwindigkeitec,  wenn  die  Rieb- 
:-Äic    angenommeo  wird,  die  Gestalt  SPSi  ^  0,    oder 
|fXP<  o  0  an  und  da  SFz  =  z^ZP  ist,  anch  die  Fotm  äc^  =  0.  wo  J,   die  Or- 
wtc    dcB   Schwerpunktes   bedeutet.     Für   alle   virtuellen   verträglichen  VoMchie- 
bungen  darf  also  der  Schwerpnnkt  dea  ganzen  äystems 
disBclbe    Horizontalebene    nicht    verlassen.     Bei    Auf- 
gaben, wie  Nr.  3  und  3,   bei  welchen  unendlich  viele 
Gleicbgewichtalagen  möglich  sind,  erhält  man  durch 
dieeo    Bemerkung    eine    Construction    für    die    Curve, 
welche  ein  bestimaiter  Syetempunkt  beschreibt,  wenn 
,  ^  daa  System  alle  Glriehgewichtslagen  durchläuft 

6.     Ein   homogener   schwerer   Kreis    iRingl 

'.Kig.  C6)  vom   Gewichte    /'   und    dem    Eadius   H 

ndpnnkteu  A,  li,  C.  I)  zweier  *u 

]"      \,\         einander   senkrechter  D.irohmeiiBBr    von    vior 

ollko 
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>^~\       gleichlangen,   vo! 

^-—?B    getragen,  deren  E 


1  bie 

gBBmen 

Fader 

inein 

featen 

Punkt. 

iie  vi 

er  Fäd« 

^n  wirc 

mog. 

;ner  Kr. 

ein  VD1 

m  Gewichte 

fthin 

Sjst 

■  euiB  eri 

»itteh 
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Durch  eine  Verschiebung  des  ganzen  Systems  parallel  der  Vertikalen  fo 
zunächst   für   den  Widerstand    N  des  Punktes    0   die   Gleichung   JV  >*  P  -(- 
Schneidet  man  die  Fäden  zwischen  0  und  dem  kleineren  Kreise,  sowie  swischi 
beiden  Kreisen   durch  und   bezeichnet   ihre   Spannung   mit  T,   die  Neigung  dm 
oberen  Theile  der  Fäden  gegen  die  Verticale  mit  a,  die  der  unteren  mit  ß, 
gibt  die  Verschiebung   des  Partialsysteras  des  festen  Punktes  parallel  der  Ve 
calen:   N  ^=  4  jT  cos  a,  also  4  jT  cos  a  =  P  -f-  Q.     Aehnliche  Verschiebangen  d» 
beiden  Kreise  geben 

AS  cos  P  —  P,       AS  (cos  p  —  cos  a)  +  C  =.  0. 
Bedeutet  1  die  Lauge  der  Fäden,  so  besteht  die  rein  geometrische  Gleichung 


sin  a         sin  ß 

Die  drei  Gleichungen 
46'  cos  (J  —  P,  46'  cos  a  =  P  -f  §,  r  sin  (J  +  (JK  —  r)  sin  «  —  Z  sin  a  sin  |S 

cos  u  O  — 

liefern  a,  6.  S,    Aus  den  beiden  ersten  folgt  - — ^  «-"  1  +  ^ ,  also  a  ^Cß.   Ent^ 

cos  jJ  P '  ^  '^ 

nimmt  man  hieraus  cos  ß  und  sin  ß,  so  liefert  die  letzte  Gleichung 

P* 

(r  —  l  sin  a)*  [1  —    .■-,    ,    ^^,  cos'  a]  =  (Ä  —  r)'  sin'  a, 

(P  +  v) 
Sie  hat  zwei  reelle  Wurzeln,  von  denen  die  eine  einer  Lage  des  kleineren  Ringes 
jenseits  0  entspricht.    Für  6'  hat  man  eine  ähnliche  Gleichung  4.  Grades. 

Sind  /t,  k  die  Abstände  der  Ringe  von  O,  so  ist  h  =  r cotg «-{-{R  —  r)  c^tg ß, 
A;  =.  r  cotg  a.    Wann  ist  A;  ==  ^  A  ? 

Auch  für  r  >>  Jß  ist  ein  Gleichgewicht  möglich,  die  4  Fäden  nmspannen  dann 
den  Ring  (r). 

Auch  kann  die  Gleichung  Q^k  —  PSh  »  0  in  Verbindung  mit  der  obigeD 
geometrischen  Bedingung  benutzt  werden. 

Wie  gross  ist  der  Druck  auf  den  zwischenliegenden  Ring? 

6.  Gleichgewicht  von  Kräften  am  ebenen  Gelenkpolygon  von  con- 
stanten  Seiten. 

a)  Es  sei  A^ÄiA^  ...  Am  ein  ebenes  Polygon,  dessen  Zeiten  A^Äi,  ÄiA^,... 
Arn— 1  Am  durch  Gelenke  drehbar  mit  einander  verbunden  sind.  Dasselbe  erleide 
eine  virtuelle  Verschiebung  in  seiner  Ebene,  sodass  seine  Scheitel  ^ ,  Jl| , .  . .  Am 
unendlich  kleine  Bogen  beschreiben  und  das  Polygon  in  Ao  A\  A'2  ,  ,  .  A^  fiber- 
geht. In  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  OX,  OY  seien  Xr,  Jfr 
die  Coordinaten  des  Scheitels  Ar  vor  der  Verschiebung,  Xr  -{-  9xr,  yr  -h  ^Vr  die 
des  Scheitels  A'^  nach  der  Verschiebung.  Wir  wollen  zunächst  die  aas  der  Ver- 
schiebung entspringenden  Aenderungen  8xr^  Syr  suchen. 

Um  das  Polygon  aus  der  Lage  AqAiA^  ...  Am  in  die  Lage  J.^  A\  A\  ...  A'^ 

überzuführen,  ertheilen  wir  ihm  zunächst  die  Translation  A^  Aq  {dx^  dy)^  wodurch 
es  in  die  Lage  A'^a^a^  .  .  .  Om  gelangt.  Dadurch  gehen  Xr,  yr  fiber  in  Xr-\-9x, 
yr  -{-  dy.  Hierauf  lassen  wir  A'^a^a^  .  .  .  am  um  Aq  rotiren,  bis  der  Scheitel  Oi 
mit  A\  zusammenfällt.  Hierbei  erleiden  die  Coordinaten  Xr  -f  dx^  yr  -\-  dy  eine 
weitere  Aenderung  um  —  (yr  —  y^)  daj,  -\-  (xr  —  Xq)  dorj,  wenn  Sa^  den  un- 
endlich kleinen  Rotationswinkel  a^  A\f  A\  bezeichnet.  Denn  es  ändern  sich  fiber- 
haupt  die  Coordinaten  eines  Punktes  im  Abstände  r  vom  Centrum  um  — fy'cit 
-^rmöa^,  wenn  r«,  ry  die  Projectionen  von  r  auf  die  Axen  sind.  DchibmIi  and 
jetzt  die  Coordinaten  von  Ar  übergegangen  in 
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Xr+  dx  —  (yr—  J/o)  ^«i  >      yr+^y+  (Xr  —  X^)  Scc^ , 

und  hat  das  Polygon  die  Gestalt  und  Lage  Ä'^f  Ä\  a,  a 3  .  .  .  aj,^  erlangt.    Ertheilen 

wir  dem  Polygon  Ä\a'^a'2  •  •  •  ^'n,  eine  neue  Rotation  da^  um  Ä\j  wodurch  a\ 

nach  Ä\  gelangt  und  das  Gesammtpolygon  in  A'QÄ\A'2a'^a'^  ...  a//^  übergeht,  so 
werden  die  Coordinaten  von  o^'  sein 

Xr+dx  —  (yr  —  S/o)  dtf,  —  {yr  —  y,)  df  Of,  , 
yr+  ^y  +  {Xr  —  ar^)  ^aj  +  {Xr  —  x,)  Sa^ . 

Indem  wir  ebenso  dem  Polygon  ^.2^30'^'  .  .  .  a',|^  um  A^  die  Rotation  da^  er- 
theilen, so  dass  a,  nach  J3  gelangt  und  so  fortfahren,  bis  Ar  schliesslich  mit 
A'y  sutammenfällt,  erhalten  wir  als  Coordinaten  von  A'^ : 

xr+  dx  —  (yr  —  yo)  d«!  —  (yr  —  y,)  ia^  ,  .  ,  —  (yr  —  yr— 1)  ^«r, 

yr+  9y  +  (Xr  —  aJo)  ^«1   +  ^^r  —  ajj  ^a,  .  .  .  -f  (^r  —  iFr— l)  * «r 

und  hiermit  die  Aenderungen  dxr,  äyr  der  Coordinaten  Xr,  yr' 

dxr «—  dx  —  ^^  (yr  —  y»— 1)  da, ,     dyr  =  dy  +  ^^  (.*>  —  x»—i)  da» , 

nämlich 

dx^  ^  8Xf 

d«!  -=  da;  —  (y,  —  yo)  da, , 

dx^^dx  —  (y,  —  yo)  ^a,  -^  (y^  ~  yj)  ^a,, 

dXm  «="  dx  —  (ym  —  yo)  da,  —  (ym  —  yi)  da,  —  ...  —  (y,,,  —  ym— 1)  dam, 
dy,  —  dy  +  (a:,  —  a:o)  dui , 

*y«  —  ^y  +  (^»  —  ^0)  ^«1  +  (^'jj  —  ^1)  ^«2' 

dym  '^  9y  +  {Xtn  —  Xq)  da^  +  (•^>«  —  ^1)  ^«'2  +  •  •  •  +  (-^w*  -   ^m— 1)  dam  . 

Iit  das  Polygon  geschlossen,  so  hat  man 

^0  =  *«* »    J/o  =  y*«  >    d^ü  =  diCm  =  dx ,    ^yo  =  ^y//i  ^^  dy 
nnd   daher 

(ym  —  yi)  daj,  +  (ym  —  y,)  dag  +  . . .  +  (yw,  —  y;/«— 1)  ^aw  =  0, 

(Xm  —  X,)  ^a,  +  (•*'«  —  J^x)  ^«3  +  •  •  •  +  (^"«  —  *i'/«— 1)  dam  =  0 
and 

dXr  «-  dx  —  (yr  —  ym)  dci^   —  (yr  —  y,)  da,  —  ...  —  (yr  —  yr— 1)  dor> 
dyr  '^  9y  ~\-  (Xr  —  Xm)  ^a,   +  (Xr  —  X,)  da,,  -}-  .  .  .  +  (Xr  —  Xr— 1)  d«r, 

oder  einzeln: 

dx,  —  dx  —  (y,  —  yw)  da, , 

dx^  mm  dx  —  (y^  —  ym)  da,  —  (y,  —  y,)  da,, 

dxm~i  —  dx  —  (ym-1  —  ym)  da,  —  (y«!— 1  --  y, )  d  a,  —  ...  —  (ym—i  —  ym— 2)  dam— 1 , 
dXm  —  dx, 

'yi  -■  *y  +  («1  —  ^m)  da, , 

dy,  —  dy  4-  (x,  —  x«)  Sa^  +  (x,  -  x,)  öa^, 

dyM— 1  —  dy  -f  (Xm^i  —  Xm)  daj  +  (Xnt—l  —  x,)  da,  +  •  •  •  +  (•«'w— 1  —  Xm— 2)  dam— 1 , 
dym  —  djf. 


\ 
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b)    In  dem  Punkte  ^r,  r^r  der  Seite  Är—iÄr  eines  geschlosseoen  Polygoi^^ 
welcher  diese  Seite  im  Verhältniss  pr :  qr  theilt,  so  dass  also 

{pr  +  qr)  ^r^'  PrXr-^l  +  qrXr,     {pr  +  qr)  flr  ^  Pr  ^r— 1  +  9ryr 

ist,  greife  nun  eine  Kraft  [JP]  =>  [Xr]  +  [^'V]  an  und  ähnliche  an  allen  Seit^^^ 
Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  ist  hierfür 

^  {Xr^ir  +    yrdrir)  =  0. 

Es  ist  aber 

{pr  +  qr)  ^ir  =»  pr^Xr^l  +  qrdXr,     {pr  +  ^r)  Sr]r^Prdl/r^l  +  qrdffr 

und   wenn  man  hieraus  mit  Hülfe  der  Formeln  am  Schlüsse  von  a)  die  Aend 
mngen  9xr^\  und  dxr,  ^Ifr-i,  Sijr  eliminirt,  so  kommt 

dir  =  dx  —  {rjr  —  ym)  Öa^  —  (rir  —  t/i)  ^«i  —  •  .  •  —  (l?r  —  yr—i)  ^«r, 
drjr  =  dy  +  ({r  —  iCm)  da^  +  ({r  —  Xj)  Stt^  +  . 

und  speciell: 

d|i  =  da;  ~  (ij,  —  ym)  da, , 

dga  =  du;  —  (ij,  —  »/m)  ^cfi  —  {Vi  —  yi)  ^«»^ 


+  (6r  —  aV— l)  ^«r 


^Sm  ^  dx  —  {rjm  —  //m)  ^«i  —  (rjm  —  «/J  ^«j  —  . . .  —  (ijm  —  ^m— l).  ^«m , 

^»^i  ==  *y  +  (li  —  «m)  Äffi, 

*»73  =  ^2/  +  (Sa  —  ^w«)  ^«1  —  (Jg  --  ^i)  *«! » 


drjm  =  Sy  +  (Jw  —  a:m)  ^«i  +  (6m  —  a?,)  da,  +  . . .  +  ({m  —  Xnt^i)  dffm. 
Hierdurch  geht  die  Gleichgewichtsbedingung  über  in 


r=:m 


rsssjn 


rsaffi: 


i.^;  Xr  +  iv^Yr  +  *«.2'!*' Xf'  '7/'" 


r=sl  r  =  l  rsslj 


+  - 


+  »«, 


rssK 


X, 


-j.  . . .  -j.  d  am 


£m  —  Xtn—l,  iTm — J/m— 1 


^m 


m 


Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  oben  für  das  geschlossene  Polygon  an- 
gegebenen Gleichungen 

(i/w  —  Ui)  ^«s  +  0/w  —  2/2)  ^«3  +  •  •  •  +  (//'«  -  y»»-l)  9 am  —  0, 

stellt  das  Gleichgewicht  des  Polygons  dar.  Die  letzten  beiden  Gleichmigen  ent- 
halten d:r,  Sy,  Set  nicht;  diese  Aenderungen  bleiben  daher  Tollstftndig  will- 
kührlich. 

Die  Hauptgleichung  zerfällt  daher  in  4  Gleichungen,  sodass,  wenn  wir  ab- 
kürzend 


r=//i 


^  Xr  Yr 


Pm 


res* 


dargwiellt 


111.  Th.,  Cap.  IX,  §.  13.  Gleichgewicht  von  Kräft^^n  am  ebenen  lielenkpolygon.     2<  ^3 

r^m  rmtjH  r^m  a^m 

r«l  r«l  r=l  «  =  2 


«  ES  m  «  SS  »t 


(yw  —  !/»—!}  ^a«  =  0,     ^^  (.Ott  ~  X:,—i)  Sccn  =>  0. 


Die  drei  ersten  von  ihnen  sind  die  GleichgewichUbedingungen  der  Kräfte  am 
nnrerilnderlichen  ebenen  System.  Es  sind  nun  noch  aus  den  drei  letzten  Glei* 
changen  swei  Aenderungen  zu  eliminiren  und  dann  die  CoefQcientcn  aller  übrigen 
gleich  Null  zu  setzen,  um  sämmtliche  Gleichungen  von  den  Aenderungen  frei  zu 
machen.  Diese  Elimination  führen  wir  folge udermassen  aus.  Wir  schreiben  die 
4.,  6.  and  6.  Gleichnng  so: 

j«m  *=sm  — l 

Bsatm  ssam — 1 

^  (ym  —  y«— i)  dan  =  ^  {y„i  —  y,— i)  ^a,  +  (y,,*  —  yw— i)  ^«m  =  0, 

^^  (a;i/i  --  jr<— i)  tf  «,  =   ^^  (X/,,  —  o;,— i)  tf  a«  +  (.O/i  —  .rm— i)  ^of«,  =  0 

und  eliminiren  aus  der  4.  und' 5.,  sowie  aus  der  4.  und  6.  die  Grösse  dam^  indem 
wir  die  eine  mit  ym  —  ym— i,  resp.  Xm  —  .rw— i,  die  andere  mit  Pm  multipliciren 
mid  sie  abziehen.    Dies  liefert: 

^CT       ym—ym—l,    lfm-  Ih—l  3.  ,.  X^     \Xm  -  X,„^l,  Am  — Xm—I    ^  _ 

2j  Pm  Ps  ,*"'^^'      2j      '  Pm  P.  ^'''^''' 

Auf  dieselbe  Weise  entfernen  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  dorm— i*  Indem 
wir  sie  nämlich  spalten,  erhalten  wir 

^   lym  — ym-i,  ym  — yt-ij.      ,   ym  -  ym-1,  ym  — ym-iL 

*»«    i 


3!m  —  wCm — 1,  Xvi  —  Xi^ — ij^         ,     Xm  —  Xm — i,    Xm  —  Xm — 2   ^ 

■u  p  \Ofin-)r  p  p       ,        dam— 1  =  <>. 


Die  Elimination  von  dam— i  gibt  daher: 

^CT     \ym  —  ym- 1 ,  ym  —  y*— l   ^  ^r*       dCm  —  Xm  — l ,  JPm  —  »Ca—i  t 

2:  !    p™       p.     *"'=  ^  ,     p«       p.     *"' 


««S     I  *=2 

I  • 

I 

\ym  —  ym— 1 ,    yw  —  y»»— 21  ^    Xm  —  Xm  — 1 ,    Xm^  Xm—2 


I 


*m  Xj»i — 1  Pm  Pili  — 


In  dieser  Gleichnng  sind  noch  m  —  3  Aenderungen  da,,  dag,  ...  dam— 2  enthalten, 
welche  ▼ollitAiidig  willkürlich  bleiben.  Indem  wir  ihre  Coefficienten  gleich  Null 
■etaeD,  erhalten  wir  in  Verbindung  mit  den  drei  ersten  Gleichungen,  welche  das 
Olmehgewicht  am  miverftnderlichen  System  aussprechen,  schliesslich  die  m  Gleich- 


} 
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fm 


0, 


(B) 


gewichUbedingungen  des  geschlossenen  Polygons: 

r=ssm  r=sm  rsssm  ' 

^x-.,  2'>-'-«.  ii'-^y  "T-r 

r«=l  r«l  r==l 

.rw4  — a;m— 1,  2/m  — yw— 1,  -Pm       !==0,    s=»2,3,  . ..  (m  — 2). 

O/m  —  am— 2,  2/»»  —  2/m— a,   P»/«— 1   I 

c)  Die   m  Gleichgewichtsbedingungen   enthalten    6m  Grössen,    i^Lmlich 
Kräfte  X,  Yy  die  Coordinaten  £,  rj  ihrer  Angriffspunkte  und  die  Coordinaten  x^- 
der   Scheitel.    Gibt   man   noch    die  Länge  Os^^Aa—iÄM  der  Seiten  dorch  Gl^^^ 
chungen,   wie   a^  =  {Xs  —  a;«— 1)*+  (y#  —  y«--i)*»   «<>    liftt   man   2m  Gleichung^^**^ 
zwischen  den  6  m  Grössen. 

Da  das  Dreieck  eine  unveränderliche  Figur  ist,  so  gilt  för  dasselbe  die  41^ 
Bedingung  des  Gleichgewichts  nicht. 

Sind  X,,  y,  und  J«,  ij,  als  Functionen  von  a;«— i,  y,--i  gegeben,   so  wir^ 
Pm  gleichfalls    eine    Function   von  x$^i^   f/s—i   und   wenn  man   Xm,   ym,  Xm—i 
t/m— 1    als  constant,  Xs-^ij  y»—\    aber  als  Variabein  x^  y  ansieht,  so  stellt  di^^ 
Gleichung 

\iCm  —  X,  ym  —  y  Pr,y 

Xni  —  Xm — 1 ,   ym  —  yrn — 1 ,   -*»« 
j  Xin  —  Xm—it  y>n  — y«*— «,   Pm—1 

eine  Cnrve  dar,  auf  welcher  die  Scheitel  sämmtlich  liegen  (anch  Xmt  ym;  Xm— i, 
1/m— ii   Xm^2,  ym—i)'    Es  findet  daher  Gleichgewicht  statt,   wenn  die 
drei   Gleichgewichtsbedingungen   für    das    unveränderliche    System 
erfüllt  sind  und  die  Scheitel,  sämmtlich  auf  der  Curve  (B)  liegen. 
Fallen  ^m,  Am—it  ^^m— 2  in  eine  Gerade,  so  ist 

(ym  —  »///*— 1)  :  (Xm  -   Xm—l)  =  {ym  —  ihn— 2)  l  (Xm  —  Xm—f) 

d.  h. 

Xm  —  Xm—lj      ym  —  ym  —  1 
Xm  —  Xm—tt      ym  —  ym—2 

es  wird  daher  der  Coefficient  von  Pk,  y  in  (B)  gleich  Null  und  diese  Gleichung 
vom  ersten  Grade.  Sie  'stellt  daher  eine  Gerade,  nämlich  Am-^tAm  dar.  Er- 
füllen also  die  Kräfte  die  Bedingungen,  wie  am  unveränderlichen 
System  und  fallen  die  Scheitel  alle  in  eine  Gerade,  so  findet  Gleich- 
gewicht statt. 

d)  Werden  die  Se^n  durch  die  Kräfte  sämmtlich  gepresst,  so  stellen  die 
Gleichungen  (A)  auch  dann  noch  das  Gleichgewicht  dar,  wenn  die  Grelenke  durch- 
schnitten werden  und  die  Seiten  sich  blos  aneinander  lehnen;  werden  sie  alle  ge- 
spannt, so  besteht  das  Gleichgewicht  auch  noch  fort,  wenn  die  Seiten  alle  bieg- 
sam werden. 

Die  Gleichungen  (A)  stellen  auch  dann  noch  das  Gleichgewicht  des  Polygons 
dar,  wenn  zwei  Endpunkte  fest  werden;  ebenso  wenn  eine  Partie  AmÄ^  ..  .Ap^iAp 
unveränderlich  wird. 

Das  Gleichgewicht  besteht  auch  fort,  wenn  sämmtliche  Kräfte  ihren  Sinn 
umkohren. 

e)  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  alle  KiUfte  in  den  Mitten  der  Seiten 
angreifen,  dass  also  pr  :  qr  =  1  :  2  %ei  für  alle  r ,  dass  sie  alle  m  den  Seiten,  an 
welchen  sie  angreifen,  senkrecht,  dem  Sinne  nach  aber  alle  naeh  »nwen  oder  alle 


0; 
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nach  innen  gerichtet  und  dass  ihre  Intensitäten  den  Seiten  proportional  seien. 
Das  Verh&ltniBs  der  Kräfte  zu  den  Seiten  ist  dann  eine  Constante  2h ^  so  dass 
man  setzen  kann: 

Xs  =  —  2Ä  0/*  —  y»-i)i  y»  =  2Ä  (xs  —  J',-i). 
Man  sieht  leicht,  dass  die  Gleichgewichtabedingungen  der  Kräfte  am  unveränder- 
lichen System  identisch  erfüllt  sind,  und  dass  die  Resultante  aller  an  einer 
Parthie  aufeinanderfolgender  Seiten  angreifenden  Kräfte  die  Verbindungslinie  des 
Anfangspunktes  dieser  Seitenpartie  mit  dem  Endpunkte  derselben  rechtwinklig 
halbirt,  nach  innen  oder  aussen  wirkt,  je  nachdem  die  Componenteu  nach  aussen 
oder  nach  innen  gerichtet  sind  und  das  Verhältniss  der  Resultanten  zu  der  Ver- 
bindungslinie gleichfalls  2h  ist.    Es  ist  daher 

[F,]  +  [F.+i]  +  ,,.  +  [Fm]='-  {[-  2h  0/,-i  -  ym)]  +  [2h  {xs-i  -  x,„)] } ; 

ebenso  ist  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  Fg^  ...  Fm  in  Bezug  auf  irgend 
einen  Punkt  der  Ebene  gleich  dem  Momente  dicdor  Resultanten.  Nun  stellt 
P$  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  Fg ,  .  .  .  Fm  in  Bezug  auf  A.-,—!  dar  und 
ist  daher 

\{X»-1  +  Xm),  l  (y* -1  +  t///,) 

—  2Ä(*/,_i  —  l/m),      2h  (Xi—i  —  Xm 

p„_,  -  Ä  [{xl_,  +  y,^,)  -  (xl  +  fjl)] ,       Prn  =  h  [(xl_,  +  yi_,)  -  {xl  +  yj,)] . 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  letzte  der  Gleichungen  (A),  so  geht  (B) 
über  in  die  Gleichung  eines  Kreises.  Daher  findet  Gleichgewicht  statt^ 
wenn  die  Scheitel  des  Polygons  auf  einem  Kreise  liegen.  Es  gibt  daher 
10  viele  Arten  des  Gleichgewichts  als  kreisförmige  Anordnungen  der  Scheitel 
möglich  sind. 

f)    Nehmen  wir  jetzt  an,  die  Kräfte  greifen  in  den  Scheiteln  an,  so  dass 

ir^^Xr^    rir^yr^    d^r  =  dXr,    drir^dyr,    ^6«  =  ^^"^  =  ^X,    ÖTJm  =*  äym  =  Sy. 

In  diesem  Falle  vereinfachen  sich  die  Formeln.  Bildet  man  jetzt  die  Haupt- 
gleichnng  ^_,^ 


P, 


h  lixj_,  +  1/^,)  -  (x^l  +  y,J)l 


y^  {X,  dXr  +    Trdl/r)  =»  0  , 


SO  erh&lt  man 


Ji-.'S7v     1    i      X^A-  I    i       ^^     Xr  —  X,n,   yr~ym,   ,    ^       ^1  .^V— iC,  ,   yr~  y^,  , 

,    j.         ^CT 'JJr-  -.T,_l,  yr  —  yi~l\  .             ,    ^                .rm— 1— Ä-w— 2,    1/m-l— //m-2        ^ 

^mJ              -*»-r  Ir        \                                               -A//I — 1                      J.in — 1 
rtmi 


2 


indem   dim  und  drim  sich  blos  auf  je  ein  Glied  dx^  Sy  reduciren.    Man  erhält 
also  jetst  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

raam  rsBtn  r=in — 1  i=w*— -1 

r=«l  rs=l  r=s\  \  »  =  S 

nebst  den  Bedingungsgleichungen: 

^^(ym  — y«— i)  ^««  =  0,  ^^ (a?m  —  a?, -i)  ^«,=»0 


\ 
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und  hierbei  ist 


Zj  Ar  \r  r 


Eliniiuii't  man  dam,  welches  jetzt  in  der  4.  Gleichung  nicht  Yorkommt,   aus 
Bedingungsgleichungen,  so  geben  diese  eine  Gleichung  von  der  Form: 

>     0<tfor,  =»(),     wo    4/,= 

^^   ^  JCtn      a?,_i ,     ym  —  y«— 1 

ist.    Die  beiden  Gleichungen    ^  P,  ^«,  =  0   und  ^^  QgSat  =«  0    aber     liefen 
nach  Elimination  Yon  8atn—i : 


,        -Pm— 1  ^»1—1 

\  ^Psda»      ^  Qsdai 
!  «s2  «==2 


0, 


oder  da  dtx^,  Sa^  .  .  .  ^orm— 2  vollständig  willkührlich  sind 

"ir^      ^r  *   =»  0,  Ä  «  2,  3, . . .  m  —  2,   oder  —  —  Const,  «  =-  2,  3, . . .  m  —  2. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  P^  die  Summe  der  Momente  der  an  den  Schei- 
teln Äsy  A,^i,  .  .  ,  Am—i  angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  As—i;  Qa  aber 
ist  der  doppelte  Inhalt  des  Dreiecks  Am—iÄmAt—i,  welches  A^—i  nur  SpiUe 
und  Arn—  lAm  ZU  deren  Gegenseite  hat.  Die  Gleichung  drückt  daher  ans,  daas  die 
Summe  der  Momente  aller  an  den  aufeinanderfolgenden  Scheiteln 
^  —  1,  As^  .  .  .  A,n—\  angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Anfangi- 
scheitel  ^  — 1  dieser  Folge  zu  dem  Dreieck  At  —  iAm  —  iAm  in  oon- 
stantem  Verhältnisse  steht. 

Aus  diesem  Satze  folgt  u.  a.  ein  Satz  über  die  regulären  Polygone.  Gleiche 
Kräfte,  welche  in  den  £cken  eines  regulären  Polygons  angreifen  und  alle  in  dem 
einen  oder  dem  andern  Sinne  nach  dem  Mittelpunkt  gerichtet  sind,  sind  im 
Gleichgewicht.    Daher: 

In  jedem  regulären  geschlossenen  Polygon  A^A^  ,  ,  ,  Af,  , ,  Amy 
bilden  gleiche  Strecken  A^P^^  A^P^  .  .  .  As  P» ,  .  .  AmPm,  welche  auf 
den  Verbindungslinien  .4^  0,  A^O,  .  .  .  AsO^  ,  .  ,  AmO  des  Mittelpunkte! 
O  mit  den  Scheiteln  alle  in  demselben  Sinne  (dem  Mittelpunkt  in- 
oder  abgewandt)  aufgetragen  werden,  Dreiecke  A^Am-^-i  Pg+i^ 
A,AM-{-2P$-{-2y.'.AMAm—iPm—u  deren  Summe  proportional  ist  dem 
Dreiecke  AsAm—iAm,  für  jeden  Werth  von  ». 

Vgl.  über  das  vorliegende  Problem  Ruffini,  (lelV  eqwiibrio  dei  poUgani 
piani  di  forma  variabile  (Mem.  deir  Accad.  di  Bolognsa,  Ser.  III",  T.  X,  p.  1—22; 
1879),  woselbst  der  zuletzt  angeführte  Satz  auch  rein  geometrisch  indnetiv  be- 
wiesen ist. 

§.  14.     Die  Brauchbarkeit  des  Principe   der  virtnaUen  Gtasehwindig- 
keiten  ist  geknüpft  an  die  Kenntniss  aller  Bewegungen,  deren  eiii  System 
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',  iat.  Für  dua  unvui'Underliohe  flysteui  hi  ilieee  Kennt.niss  vollkommen 
t  erlftngen  und  werden  wir  der  Beweglichkeit  desselben  und  deren  Ue- 
ArbUiung  chucli  Bedlngim^jen  eine  ausführliche  Betiacbl.uDg  widuieu.  FUr 
I  verfttuierlicbe  k&nn  dasselbe  rncht  behauptet  werden,  doch  aind  wich- 
:  AndeiituDgen  in  dieser  Hinsicht  mS^flich.  Wenn  es  sich  um  die  Auf- 
idung  der  Oleichgewichtslagen  eines  Systems  handelt,  wird  die  Braiich- 
irkeit  in  der  Regel  aber  durch  die  Reihuog  bedeutend  eingeschrfinkt, 
1  die  Gleichgewichtslagen  zu  finden,  müssen  die  Widerstände  und 
die  von  ihnen  abhängige  Reibung  eliminirt  werden.  Durch  die  mit  der 
Natur  des  Systems  verträglichen  Vei-sehiebungen  können  die  ersteren 
eliminirt  werden,  weil  sie  zu  den  Bahnen  der  Punkte  senkrecht  ^ind,  nicht 
aber  die  Reibung,  da  sie  die  Richtung  dieser  Verschiebungen  selbst  hat, 
t?m  sie  zu  eliminiren  sind  andere  Verschiebungen  zu  wählen.  Olücklicher- 
«eise  kann  man  aber  Verschiebungen  bezaichnen,  durch  welche  Widerstände 
und  Reibung  in  vieleu  Füllen  zugleich  eliminirt  werden  kOnnen. 

Es  sei  {xif)  ein  Punkt  eines  ebenen  Systems,  welcher  auf  der  Ourve 
/.  ^  0   zu    bleiben    gezwungen    ist   und   finde    auf  derselben    Reibung   vom 
Coefficienten  fi  statt.    Der  Normal  widerstand  der  Cnrve  sei  N  und  folglich 
die    Reibung   fiN.     Beide    KrSfte    sind    >;usamraen   äquivalent   einer  einzigen 
Kraft  K  '=  N  ]/!  -}-  *i',  deren  Richtung  mit    der  Normalen  den  Reibungs- 
winkel (I  bildet,  fDr  welchen    tg  ^  =^  ;*   tat.    Krtheilt  man  nun  dem  System 
oder  einem  Systemtheil,  welcher  den  Punkt  {x,  y)    enthält,  eine  Verschie- 
■  senkrecht  zu  dieser  Richtung,  so  wird  mithin  die  virtuelle  Arbeit  des 
lerstandes  und  der  Reibung  zugleich  Null  und  falleu  beide  aus  der  be-_ 
fenden  tlleichgewicht^bedingung,  die  durch  diese  Verschiebung  erhalten 
wird,  heraus.    Die  Gerade  senkrecht  zur  Kraft  K,  längs  welcher  der  Punkt 
verschuben  wird,  wollen  wir  eine  Reibungglinie  nennen.     Da  ft  mit  dem 
^^^chen  {-[-)  oder  ( — )  genommen  werden  kann,  so  gibt  es  zwei  Reibnngs- 
^^Bien,    welche    mit   der   Normalen    gleiche   Winkel    ^tc  —  ^    und    mit    der 
^^Hngente  gleiche  Winkel  (i  bilden.    Bezeichnet  daher  «  den  Neigungswinkel 
^^W    Tangente    gegen    die    Aie    der   jr,    so    bildet    die   Normale    der    einen 

pj,    die    andere 


rs 

ad 


B«ibuiig8liiue   mit   derselben    Äse    den  Winkel   o  +  ( 

Winkel  o  —  ('    —  (il.     Die  Gleichung  der  ersteren  iat  daher 

—  (i^  r)  sin  (a  —  ej  +  (*!  —  .v)  cos  (t,  —  p)  =  0 
1  da  fllr  eine    Verschiebung   des    Punktes  {x  y)   auf  ihr   $  —  a, 
I  Ja*,  ijf  erietüt  werden  können,  so  besteht  die  Gleichung 

—  ix  sin  (o  —  y)  +  &n  cos  (a  —  (.1  =  0, 
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Biii(a  —  Q)  =  sinacoBQ  —  C08a8in9=  (- ^)  '  M  "^  \^/  (^"f"^*)~ 


und 


-i 


C0B(a  —  (>)  =  cosaco8  9  +  8ina8in9=(  l-|-fi— )  •     l+( --I  (l+ft^)     ' 

zu  8etzen  ist,  wodurch  sie  übergeht  in 

oder  ((idx  +  dy)  dx  —  {öx  —  itdy)  (iy  «=  0, 

dy 
wozu,  um  -—  zu  erhalten,  noch  die  Differentialgleichung  von  L  =  0^  d,  h. 
dx 

L'x  rfo;  -j-  Zy  dy  =  0 
hinzutritt.    Die  Elimination  von  dx  und  dy  gibt 
fidic  +  Jy,   — dx-^-^ndy 


=  0    oder  {L^  +  fiXy)  ^x  +  (Xy  —  f*Xi)  dy  =  0 


als  die  Gleichung,  welcher  dy,  dx  für  die  genannte  Verschiebung  genügen 

müssen.     In  derselben  kann  auch    —  f»  an  die  Stelle  von  fi   treten,  dann 

bezieht   sich   die   Verschiebung   auf  die   andere   Reibungslinie.    Für  f» «» 0 

fallen   beide   Reibungslinien  mit  der    Tangente   zusammen   und  geht   diese 

Bedingungsgleichung  über  in  X^do;  4~  I^'y^y  =  0,  wie  selbstverständlich  ist. 

Ist  das  System  unveränderlich  und  sind  zwei  Punkte  vorhanden,  welche 

sich  mit  Reibung  auf  ihren  Bahnen  bewegen,  so  kann  man  demselben  tox 

Bestimmung  der  Gleichgewichtslage   eine  virtuelle  Rotation  um  einen  der 

vier  Punkte   als  Momentancentrum   ertheilen,    in  welchem   sich  die   Paai'e 

von   Normalen  der   Reibungslinien  beider  Punkte   schneiden,   welche  nicht 

demselben  Punkt  angehören. 

Beispiel. 
In  der  Aufgabe  No.  2,  S.  62,  über  den  Cylinder,  welcher  mit  Reibung  fi,  nJ 
an  der  Horizontalen  und  Verticalen  anlehnt,  werde  r  =>  0  gesetst  und  dadurch 
der  Cylinder  auf  eine  schwere  Gerade  reducirt.  Die  Coordinaten  der  Punkte  A,  B 
sind  X,  0;  0,  y\  die  von  S  gleich  ^x,  \y  und  es  ist  weiter  tg  V'  =*yix,  sowie 
X*  +  y"'  =.  42*.     Für  den  Punkt  A  ist  X  i::^  y  —  0,  i^  =.  0,  X^—  1,  mithin  die 

Bcdingungsgleichung,  welcher  d^,  Üy  genügen  müssen,  für  eine  Verschiebung  auf 
der  Reibungslinie  —  ftdo;  +  dy  =»  0.    Für  B  ist  X  =  aj'  =«  0,  also  X^  »■  1,  X'  —  0 

und    die    Bedingung   dx'  —  fidy=^0.    Zugleich    besteht    weiter    die    Gleichong 
xdx  -\-  ydy^  0.     Man  hat  daher  überhaupt  das  Gleichungssystem: 

i(rdy=0,     —  fidx  +  Sy  ^0,    Sx  —  ii'Sy  ^0,    ajda;  +  y'dy  —  0. 

Aus  ihm   ergibt  sich  für  die  Gleichgewichtslage  ohne  weitere  Elimination  der 
Widerstände  tg  t/;  =  y' :  x  =»  —  dx  :  dy. 

Die  Coordinaten  von  Ä  sollen  mit  o;,  y,  die  von  B  mit  x\  y  beseichnet  wer- 
den;   die    von   S  sind   dann  \(X'\-x)^   i (y  +  y')-    ^®   Hauptgleiehong  wifd 
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ö(ly  +  ^y)  ■"  ^'  ^^^  ^  besteht  die  Bedingung  L  Ziy  =^^,  so  dass  L]^  =  0, 
L' —  1  und  hiemit  —  y^Sx  +  9y  =  0;  für  B  wird  1j  ^  x,  IJ.  =»  1,  7/.  =.  ü, 
nithin  ^dc' —  ftSy^^O.    Für  die  conatante  Entfernong  AB  ist 

(«  -  a;')»  +  (y  —  yY  =  4Z«,  mithin  {x  —  a;')  (da;  —  dx)  +  (t/  —  y')  (Sy  -Sy)^  0. 

Ans  dem  Gleichnngssystem 

—  Ii9x  +  dy  =  0,     dir'  --  fidy  =0,     dy  +  ^2/'  =  ^^ 
(ä  —  «')  (dx  -  d.i- )  +  (2/  ~*  y)  (dy  -  dt/')  =-  0 

folgt  für  die  Gleichgewichtslage  der  Winkel  co  ohne  weiter  erforderliche  Elimination 
TOn  Widerständen,  nämlich 

a;  —  a;  dy  —  oy  2fjL 

Für  ein  räumliches  System  kann  der  Widerstand  einer  Fläche  und  die  Reibung 
Mf  derselben  eliminirt  werden,  indem  man  irgend  eine  Verschiebung  des  sich 

reibenden  Punktes  in  der  zur  Richtung  von  K  =^  N  yi  +  f**  senkrechten  Ebene 
^Mt    Sind  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  dieser  Kraft,  so  ist 

(J  —  x)  cos  a  -{-  {ri  —  y)  cos  ^  +  (J  —  2")  coa  y  =  0 

di«  Gleichung  dieser  Ebene  und  indem  man  |  —  a;,  i?  —  y,  J  —  e  in  d.r,  dy,  d^ 
fibeigeheu  lässt,  ergibt  sich  als  Bedingung  für  die  Verschiebung 

d{  cos  a  -\-  örj  cos  ß  +  dj  cos  y  =  0. 

^  aber  ^  mit  der  Normalen  der  Fläche,  welche  X  =»  0  sei,  don  Winkel  q  bildet, 
wofür  tg  9  «1  fi  ist,  so  besteht  weiter  die  Gleichung 

X;  cos  «  +  Z'y  cos  (3  +  J/,  cos  y  =  sin  9  (X^  +  7/^2  _|_  //^«)V^ 
^«filr  auch 

L'       7/    «      '  L'       7/   '»       !  7/       X'   1« 
cosp  cosy  cosy  cosa  cos  a  coa  p  ^^ 

8^*^  werden  kann,  indem  man  cos  q  bildet  und  sin  q  :  cos  p  =»  /ü  setzt.  Diese 
^chuDg  drückt  aus,  dass  die  Richtung  (a  ß  y)  dem  Reibungskegel  angehört. 

Vgl.  Petersen,  I)elV  uso  del  pHncipio  delle  velocitä  rirtuali  cwi  rujuardu 
^  QUrito  {Brioscfu  e  Gremona,  Annali  di  matematica,  Ser.  2^»,  T.  1 V,  p.  80).  *) 

*)  Petersen  gibt  in  dieser  Abhandlung  auch  den  Gebrauch  an,  den  man  von 
^  Heibungslinien  bei  der  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Punktes  machen 
■'^Dii,  der  sich  auf  gegebener  Curve  mit  Reibung  bewegt.     Aus  den  Componenten 

jfY  ^d  v^ '  Q  der  Beschleunigung  längs  der  Tangente  und  Normalen  einer  ebenen 

^^t  bildet  man  leicht  die  Beschleunigungscomponente  längs  der  Reibungslinie 
(tt  gibt  f&r  die  Bewegung  nur  eine  Reibungslinie) ,  nämlich 

,—  cos  pH sin  p    oder  — i^^-  -  i  —  -  4-  a      i  • 

Widerstand  und  Reibung  haben  aber  keine  Componcnte  längs  der  Reibungslinie. 
Sind  also  1.  keine  weiteren  gegebenen  Beschleunigungen  vorhanden,   so  folgt  die 

Bewegung  der  Gleichung  -^  +  f*    -  —  0  oder,  wenn  p  =-  _  =■  ^  ^      eingeführt 

floHBLi»,  MMhMkik.  n.  14 
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§.  15.  Der  Nerv  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiien  ist 
der  allgemeine  Satz  über  zwei  Streckensysteme,  Cap.  III,  §.  3,  S.  28;  man 
kann  dem  Princip  verschiedene  Formen  geben,  je  nachdem  man  die  Form 
des  zweiten  Streckensystems,  welches  den  virtuellen  Geschwindigkeits- 
zustand repräsentirt,  wählt.  Eine  interessante  solche  Form  hat  Chasles  ge- 
geben {Proprietes  gcom,  relatives  au  mouvement  infiniment  petÜ  d'un  corps 
solide  lihre  dans  Vespace.  Compt^s  r.  T.  XVI,  p.  1420—1432  [1843]  am 
Ende).  Wie  man  auch  immer  nämlich  den  virtuellen  Geschwindigkeitszustand 
eines  unveränderlichen  Systems  in  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  (»| ,  n^  um 
zwei  conjufi^irte  Axen  a^,  o«  Auflösen  mag,  so  ist  aioo^d  sin  (a^a^)  eine  Con- 
staute,  wo  d  den  kürzesten  Abstand  der  Axen  bezeichnet  (S.  B.  I,  S.  68),  näm- 
lich gleich  dem  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  odq  um  die  Momentan- 
axe  und  der  Translationsgeschwindigkeit  Vq  parallel  derselben.  Nun  stellt 
aber  d .  oo^  die  Geschwindigkeit  des  Fusspunktes  von  d  auf  der  Axe  a^  und 
folglich  cog  d  sin  (a^  02)  die  Projection  dieser  Geschwindigkeit  auf  dieselbe 
Axe  dar,  eine  Grösse,  welche  für  alle  Punkte  von  a^  einen  und  denselben 
Werth  hat  (S.  B.  I,  S.  287).   Bezeichnen  wir  sie  mit  v«,  so  ist  ooi t'a  =  »^v©. 


7 
wird, 1-  fidf  s>  0,  woraus  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  der  Summe  der 

Oontingenz Winkel ,  d.  h.  des  Winkels  c,  den  die  Tangente  mit  der  2; -Axe  bildet^ 
folgt,  nämlich  t?  «-  v^  e—h».  Es  entspricht  dabei  v^  dem  Werthe  f  =b  0.  Es  ist 
hierbei  ds  positiv,  also  e  wachsend,  die  Curve  also  convex  gegen  die  Abscissenaxe 
gedacht.    2.  Ist  der  Punkt  der  Schwere  unterworfen,  so  hat  man  die  Gleichung 

dv    ,         ds  dy  +  udx 

denn  die  Keibungslinie  bildet  mit  der  ^-Axe  einen  Winkel  gleich  der  Summe  von 
Q  und  dem  Winkel,  den  die  Tangente  mit  derselben  Axe  bildet,  daher  ist  die 
Componente  der  Schwere  längs  der  Reibungslinie 

9       dy  +  fidx 
y\  +  fA«  ds 

Die  Differentialgleichung  der  Bewegung  ist  äquivalent  mit 

d  .  w*  4"  2fAV*£lf  a=:  —  2^  (sin  f  +  fi  cos  b)  ds, 
woraus  folgt 

r*  =■  —  2ye  [  /  e  (sm  s  -^  11  co9  a)  a«  -|-  CJ  , 

worin  ds  =^  gds  zu  setzen  und  q  eine  gegebene  Function  von  t  ist.  3.  Sind  X^Y 
die  Componenten  der  gegebenen  Beschleunigung  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x 
und  y,  so  hat  man  in  ähnlicher  Weise: 

(/•t;*  +  2ftv*d5  =  {2X(cose —  f* sin«) +  2y (sine -|-fi cos f)}  ds. 

Hängen  X,  Y  blos  von  x  und  ^  ab,  so  kann  diese  Gleichung  integrirt  werden, 
denn  dx  a>  ds  cos  b,  dy  s»  ds  sin  e  u.  s.  w. 


»eil 

KT 
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in  P,  P", . . .  das  KräfteB/ätem ,   und  wSlilen  wir  die  Htcbtungen  der 

P 
f  P  nach  and  nach  zu  iler  Axo  n[,   ho  wird  SPr^  =  Wur'ui;  -,  und 

l  £Pip  =  £:Pi'..iil  =  0  1 

I  tileicligewicht  eines  KrSfleB^stemB,  welclies  au  uinem 
fiTer&nderlichen  Punktsystem  angreift,  ist  nothweudig  und  liin- 
»lobend,  dass  für  jeden  beliebigea  viituellen  IJescliwindigkeitB- 
^Btand  die  Summe  der  Quotienten  aus  den  Kräften,  dividirt 
Jiroh  die  Componenten  der  Wiakelgescbwindigkeit  des  Ge- 
ndigke  itszustandes  um  die  Kraft  ric  htuugeu  gleich 
uU  ist. 

X.  Capitfl. 

[  Virtueller  Coefßcient  und  Cyllndroid.     Kociprooftle  Axensysleme. 

Derjenige  Tlieil    der  Statik,    welcher  die  gieiiib;teitige  Betrach- 
oder  mehrerer    Strecken  Systeme   zur  Grundlage    hat,   wie   das 
'incip   der  virtuellen  Geschwindigkeiten,   bat  in  neuester  Zeit  durch   die 
Arbeiten  vonitobert  Stawell  Ball  sehr  wesentliche  Erweitenmgenerfabren, 
w«lcbe   von  tiefgreifender    Einwirkung    auf  die  Gestaltung  der  gesammten 
[echanik    geworden    sind.    Wir    haben    bereits    B.  1,  S.  301    auf   die    Be* 
itong   dieser    Forschungen    hingewiesen    und    wollen    liie    Hauptreaiiltate, 
rftlobe  der  Statik  angehören,  hier  entwickeln. 

Natib   B.  I,  S.  30    ist  jedes    Streckensyelem ,    für    welcheii    die 

Verscbiebbarkeil  und  Resultanten büdnug  der  Strecken  gilt,    äquivalent  der 

Verbindung    (if,  G-^]    einer   Einxelatrecke    Jt    und    eines    Axenmomentes    G„ 

längs    der    Gentrala\e    fi„  des  Streckensystems    und    stellt    Gg-.It^p    den 

Parameter  des  durch  das  Ötreckensystem  bestimmten  Complesea  dar.     Wir 

traeea  die  LSnge   des  Parameters   auf  der   Centralaie   auf   und  betrachti'n 

B    positiv  oder    negativ,  je  nachdem    die  Grössen  JC  nnd  G„    gleichen 

entgegengesetzten    Sinn    haben.     Den    Sinn    drücken    wir    auch    bei  p 

irch  eine    angefügte    Pfeilspitze  aus  und   bangen  num  Zeichen,  dusa  diese 

'ecke  an  der  Axe  ^  haftet,  je  nach  BedUrfniss,  dem  Buchstaben  p  den 

ft„  an,  HO  daas  p^  eine  nach  Urüsee,  Sinn  und  Bicbtungslinie  be- 

ininite  Strecke  bedeutet,  deren  Lage  blos  auf  ihrer  Hichtungslinie,   nicht. 

*ber    im   Räume,   wiUkUbrliüh    w&blbar  ist.     Wir   nennen    diese  Grösse  den 

Axenparameter  der  Strecken  Verbindung  (J?,  G^).  Die  Glaicbung  pli^G^ 

leigt,  daas  ilnrcb  den  Azenpurametvr  p  urnl  die  EiaaeUtrcck«  if  das  Axeu- 

moBUtat  Gy  und  also  die  Vwbinduag  (A,  G^\  bestimmt   ist.     Zitr  Bestim- 
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mung  von  p  sind  5  Grössen  erforderlich,  vier  davon  bestimmen  die  Lage 
der  Axe,  die  fünfte  die  Grösse  von  jp;  zur  Bestimmung  der  Streckenver- 
bindimg (It^  G^)  dienen  daher  6  Grössen,  nämlich  fünf  für  p  und  die 
Grösse  der  Einzelstrecke  B. 

Für  ein  System  von  Winkelgeschwindigkeiten  (w,  Vq),  wofür  die  Einzel- 
strecke CO  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Centralaxe  und 
Vq  die  Translationsgeschwindigkeit  parallel  derselben  bedeutet,  bestimmt 
p  =  Vq  :  (o  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  von  der  Axe  eine  Schraube 
um  diese  Axe,  so  dass  durch  sie  und  die  Winkelgeschwindigkeit  m  die 
Elementar windungsbewegung  des  Systems  gegeben  ist.  Ball  nennt  daher 
den  Axenparameter  p  den  pitch  dieser  Schraube,  wofür  Fiedler  den  Aus- 
druck Pfeil  gebraucht;  wir  ziehen  es  vor  Axenparameter  der  Win- 
dung oder  Windungsparameter  zu  sagen. 

Für  ein  Kräftesystem  (iJ,  G^q),  wofür  B  die  Resultante  längs  der 
Centralaxe  und  Gq  das  Axenmoment  parallel  derselben  bedeutet,  denkt 
Ball  sich  gleichfalls  eine^durch  p  =  G^:  B  als  Steigungsverhältniss  be- 
stimmte Schraube,  wenn  aueh  (i^,  G^  nicht  gerade  um  diese  Axe  eine 
Bewegung  hervorruft.  Die  Kraft  Verbindung  (iJ,  Gq)  nennt  Ball  einen 
wrench,  welchen  Ausdruck  Fiedler  mit  Wind  er  wiedergibt,  um  zu  ver- 
hüten, dass  man  denke,  der  Winder  bringe  eine  Elementarbewegang  um 
die  ebengenannte  Schraube  hervor,  sind  wii*  geneigt,  für  den  Ausdruck 
wrench  das  früher  von  Plücker  in  einem  nicht  ganz  klaren  Sinne  ge- 
brauchte Wort  Dyname  anzuwenden.  Es  kommt  uns  mehr  darauf  an,  das 
Wesen  der  Kraftverbindung  anzudeuten,  als  die  Hervorrufung  einer  Elementar- 
windung, zu  welcher  ohnehin  noch  elementare  Centripetalbeschleunigungen 
hinzutreten  müssten,  um  die  Gesammtänderung  des  Geschwindigkeitszustandes 
eines  Systems  darzustellen  (S.  B.  I,  S.  505). 

Dem  Obigen  zufolge  ist  eine  Windungsgeschwindigkeit  (m,  Vq),  wie 
eine  Dyname  (E,  Gq)  durch  6  Grössen  vollständig  bestimmt. 

Reducirt  sich  der  Axenparameter  p  der  Windungsgeschwindigkeit  («,  Vq) 
auf  Null,  so  zeigt  die  Gleichung  pcD  =  Vq,  dass,  wenn  oo  nicht  unendlich 
wird,  die  Translationsgeschwindigkeit  Vq  verschwindet  und  die  Windungs- 
geschwindigkeit in  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit  (o  übergeht.  Wird 
p  =  oOy  so  muss  CO  verschwinden  und  reducirt  sich  die  Windungsgeschwindig- 
keit  auf  eine  Translationsgeschwindigkeit  Vq  parallel  der  Schraubei\axe.  Der 
Axenparameter  hat  in  diesem  Falle  blos  Axenrichtung,  ohne  bestimmte 
Lage  der  Axe. 

Wird  der  Axenparameter  p  der  Dyname  (22,  Gq)  gleich  Null,  so  folgt-— ^ 
ebenso  aus  pB  =^  Gq,   dass   die  Dyname   sich  auf  eine  Einzelkraft  12,  ist 
j[?  =  oo,  dass  sie  sich  auf  ein-  Paar  Gq  reducirt.     Im  letzteren  Falle  ist 
die  Axe  von  p  der  Lage  nach  unbestinimt;. 


la.  Tb.,  Cap.  X,  §.  8. 


BalFs  Yirtneller  Coefficieni 


213 


Fig.  67. 


§.  3.  Eine  Djname  (B,  G)  greife  an  einem  unveränderlichen  System 
an;  man  ertheilt  dem  System  eine  virtuelle  Windungsgeschwindigkeit  (co,  v\ 
vermQge  welcher  dasselbe  die  virtuelle  Windung  {d&,  dt)  erleidet.  Wir 
wollen  die  virtuelle  Arbeit  der  Dyname  in  Bezug  auf  die  vii-tuelle  Win- 
dung bestimmen.     Es   sei  a  die  Axe  und  pa  '^  G  :  B  der  Axenparameter 

der  Dyname,  also  G  =  paB\  ß  die  Axe 
imd  p^  ^=  V  :  (o  =  dr  :  dd"  der  Axen- 
parameter der  Windung,  also  dx=p^i6d'y 
sowie  d  der  kürzeste  Abstand  der  Axen 
(Schrauben)  a,  ß  und  X  der  von  ihnen 
gebildete  Winkel.  Wir  wählen  ß  zur 
x-Axe  und  die  Richtung  des  kürzesten 
Abstandes  d  zur  jer-Axe  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensystems  (Fig.  67).  In- 
dem wir  die  Kräfte  der  Dynamen  für 
den  Ursprung  0  reduciren,  erhalten  wir  an  Componenten  X,  T,  Z  der  Re- 
sultanten und  Z,  M,  N  des  resultirenden  Axenmomentes 

X  =  22  cos  ky  L  =  paB  cos  X  —  Bd  sin  >l, 

y  =  JR  sin  >l,  M  =  PaB  sin  X  +  Bd  cos  >l, 

Die  Arbeit  der  Dyname  entspringt  nun  aus  den  Arbeiten  ihrer  vier  Com- 
ponenten in  Bezug  auf  die  Rotation  und  die  Translation  der  Windung  um 
die  Axe  or.  Von  den  8  hier  in  Frage  kommenden  Parti alarbeiten  ver- 
schwinden aber  6.  In  Bezug  auf  Rotation  leistet  nämlich  blos  L  Arbeit 
und  ist   dieselbe   gleich   dem  Produkt   aus  L   in   die    Elementaramplitude 

dd,  d.  h. 

Bdd^  (jPa  cos  ^  —  (2  sin  A). 

Bücksichtlich  der  Translation  ergibt  sich  blos  eine  Arbeit  von  Seiten  X, 
nämlich  22  cos  A  •  dr  »»  Bp^d^^  -  cos  A.  Daher  ist  die  Gesammtarbeit  der 
Dyname  in  Bezug  auf  die  Windung  (ß^,  dz) 

I  Pa  +Pfi     sin  X 
d         cosA 


Bd^  [{pa  +  Pfi)  cos  jL  —  (i  sin  X\  =  Bö% 


Den  Coeföcienten  des  Produkts  der  Intensität  22.  und  der  Amplitude 
6^  bezeichnet  Ball  mit  ^ISu^  und  nennt  ihn  den  virtuellen  Coeffi- 
cienten  der  Schrauben  a,  ß  (der  Ax^enparameter  pay  P{i)y  so  dass 
er  also  setzt 

^Waß  =  {Pa  +  Pfi)  cos  il  —  d  sin  X. 

Diese  Ghrösse  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  pa  und  Pi^  d.  h. 

Die  virtuelle  Arbeit  einer  Dyname  in  Bezug  auf  irgend  eine 


li.. 
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virtuelle  Windung  bleibt  dieselbe,  wenn  die  Axen  der  Dynaii    ^^ 
und  der  Windung  mit  einander  vertauscht  werden. 

Für  den  Fall  des  Gleiöhgewichtes  eines  an  einem  freien  unverände 
liehen  Punktsystem  angreifenden  Kräftesystems  muss  die  virtuelle  Arb< 
aller  Kräfte,  also  auch  die  der  resultirenden  Dyname  verschwinden.  Mi 
kann  daher  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für  diesen  Fi 
auch  in  folgende  Form  einkleiden: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems  am  freien  unvei 
änderlichen  Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend,  das 
der  virtuelle  Coefficient  der  resultirenden  Dyname  in  Bezug  au 
jede  virtuelle  Windung  verschwinde. 

Zwei  Axenparameter  ^„,  p^i   (Schrauben),   deren   virtueller  Coefficienr 
( Pa -i- Pi^)  ooB  k  —  (2  sin  A    gleich    Null    ist,    heissen   reciprocale    Axen- 
parameter (Schrauben).    Man  kann  daher  auch  sagen: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems  an  einem  freien  un- 
veränderlichen Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
dass  der  Axenparameter  der  resultirenden  Dynamen  zu  jedem 
beliebigen  Axenparameter  des  Raumes  reciprocal  sei. 

§.  4.  Der  virtuelle  Coefficient  zweier  Axenparameter  Pa-,  Pi  ist  Null: 
1.  wenn  die  Axen  sich  rechtwinklig  schneiden;  denn  dann  ist  d  =  0  und 
cos  1  =  0;  2.  wenn  pa  +1^,^  =  0  und  d  =0  ist;  3.  wenn  die  Axen  parallel 
sind  und  jKt  +iV  =  0;  4.  wenn  die  Axen  zusammenfallen  und  i?«  +!>/*  =0 
ist;  5.  wenn  überhaupt  ig  k  =  {pu  +  p^)  :  d  ist. 

§.  5.  Zwei  Dynamen  von  entgegengesetzt  gleichen  Inten- 
sitäten der  Einzelkräfte  bei  zusammenfallenden  Axen  und  glei- 
chen Parametern  sind  im  Gleichgewicht.  Zwei  Dynamen  ver- 
schiedener Axen  von  endlichen  Intensitäten  der  Einzelkräfte 
können  nicht  im  Gleichgewicht  sein.  Der  erste  dieser  Sätze  ist  selbst- 
verständlich, den  zweiten  wollen  wir  mit  Hülfe  des  virtuellen  Goefficienten 
beweisen.  Sind  nämlich  B^  H  die  Intensitäten,  p„,  pa'  die  Parameter  der 
Dynamen  mit  den  Axen  a,  a  und  ertheilen  wir  dem  System,  an  welchem 
sie  augreifen,  eine  unendlich  kleine  Windung,  {ß^^  dr)  um  eine  Axe  |,  so 
müsste,  wenn  Gleichgewicht  möglich  wäre,  die  Summe  der  virtuellen  Ar- 
beiten 2^^  (l^caTcr,^  +  -R'^a'i),  d.  h.  Rü^a^  +  I^'^a'i  —  0  sciu.  Wähle» 
wir  nun  die  Axe  J  reciprocal  zu  «',  so  wird  H^a'i  =  0  und  bleibt  Ufa^  *=  0, 
d.  h.  ist  ^  reciprocal  zu  der  einen  Axe  a  oder  a\  so  ist  sie  es  auch  zu  der 
andern  a  oder  a.  Es  sei  nun  ^  eine  Axe,  welche  a  rechtwinklig  schneidet. 
Solcher  Axen  gibt  es  unendlich  viele  und  wenn  k  der  Winkel,  den  irgend 
eine  von  ihnen  mit  a  bildet  und  d  der  kürzeste  Abstand  von  u  und  {  isi, 
so  muss 
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2lSfa'^  =  {Pa  +  Pi)  cos  A  —  d  sin  A  =  0 

sein.    Da  diese  Gleichung  für  unendlich  viele  Werthe  Ton  l  gilt,  so  muss 
Pa'  -f- 1>|  =  0   und   d  =  0   sein,   d.  h.   alle   solche  Axen  |   müssen  von   a 
geschnitten  werden  und  jp<-  ist  pd  entgegengesetzt  gleich.    Die  erste  dieser 
Bedingungen  fordert,  dass  a   mit  a  zusammenfalle,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist. 

Dieselben  Sätze  gelten  auch  von  Windungsgeschwindigkeiten,  wie  man 
sieht,  indem  man  eine  Dyname  zu  Hülfe  nimmt  und  ähnlich  schliesst. 

§.  6.  Wir  wollen  jetzt  das  Gleichgewicht  dreier  Dynamen  oder  dreier 
Windungsgeschwindigkeiten  untersuchen.  Die  Frage  hiernach  ist  identisch 
mit  der  Frage  nach  der  Aequivalenz  der  Verbindung  zweier  Djrnamen  oder 
Windungsgeschwindigkeiten  mit  einer  dritten.  Bereits  B.  I,  S.  184  u.  288 
ergab  sich,  dass  zwei  oder  mehrere  Windungsgeschwindigkeiten  einer  einzigen 
Windungsgeschwindigkeit  äquivalent  sind;  der  dort  geführte  Beweis  kann 
auf  Dynamen  unmittelbar  angewandt  werden.  Es  ist  jedoch  eine  ausführ- 
lichere Erörterung  dieses  Gegenstandes  noth wendig.  Dabei  wollen  wir  all- 
gemein eine  Dyname  durch  (a,  pa)  bezeichnen,  wo  a  die  Intensität  der 
Einzelkraft  und  pa  den  Parameter  bedeutet,  dessen  Suffix  cc  zugleich  die 
Axe  bezeichnen  soll.  Dasselbe  Zeichen  soll  auch  eine  Windungsgeschwindig- 
keit ausdrücken,  wobei  dann  nur  a  die  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  es  seien  zwei  Dynamen  (a,  pa)  und  (byPfi) 
gegeben,  deren  Axen  a,  ß  sich  in  einem  Punkte  0  rechtwinklig  schneiden; 
die  aus  ihnen  resultirende  Dyname  sei  (r,  p)  und  y  ihre  Axe.  Die  Inten- 
sitäten a,  b  liefern  die  durch  0  gehende  Intensität  r  in  der  Ebene  (aj3), 
deren  Richtung  mit  der  Axe  a  den  Winkel  d-  bildet,  für  welchen  tg'9'  =  &:a, 

während  der  Werth  von  r  «»  (a*  +  b^p  ist.  Die  Axenmomente  apu^  bp^ 
der  Dynamen  zerlegen  wir  parallel  und  senkrecht  zu  r;  die  algebraische 
Summe  ihrer  zu  r  senkrechten  Componenten  liefert  ein  Axenmoment,  mit 
dessen  HtLlfe  r  in  die  Richtung  der  Axe  y  der  resultirenden  Djmame  ver- 
legt wird,  während  die  Componentensumme  parallel  zu  r  das  Axenmoment 
dieser  Dyname  selbst  bildet.    Die  letztere  Summe  ist  daher 

rp  =  apa  cos  -^  +  bpfi  sin  •9' , 

woraus  man  mit  Rücksicht  auf  a  =  r  cos  d',  6  =  r  sin  ^  den  Parameter  p 
der  resultirenden  Dyname  erhält,  nämlich 

^  =  j?«  cos*  ^  ^  Pii  sin*  d. 

Die  erstere  Snmme  ist  apa  sin  ^  —  bp^i  cos  d'  oder  r  (pa  —  p^i)  sin  ^  cos  ^. 
Ist  *  die  Strecke  senkrecht  zur  Ebene  (cr/3),  um  welche  r  zu  verlegen  ist, 
damit  das  aus  dieser  Verlegung  entspringende  Paar  rx  dies  Axenmoment 
tilge,  80  folgt  ans  rx^^^r  (pa  — pfi)  sin  d  cos  '&  der  Abstand 


216  Resultante  zweier  Dynanien  od.  Windungsgeschwindigkeiten.  III.  Th  ,  Cap.  X,§.  6. 
X  =  (p„  —  j)^)  sin  -^  cos  &  =  ^  (pa  —  P[i)  sin  2'^. 

Durch  r  =  {a^  +  h^)^,  P  "=  Pa  cos*  d^  +  p^i  sin*  ^ 

und  X  =  {pa  —  Pii)  sin  -ö"  cos  d' 

ißt  die  resultirende  Dyname  (r,  j?)  voUständig  bestimmt.  Dieselben  Betrach- 
tungen gelten  für  die  aus  zwei  Windungsgeschwindigkeiten  (a^pj),  (h^p^i) 
resultirende  Windungsgeschwindigkeit  (r,  p). 

Der  Winkel  '9',  welchen  die  Axe  der  resultirenden  Dyname  mit  der 
Axe  a  bildet,  hängt  blos  von  dem  Verhältniss  der  Parameter  a  und  h  ab, 
nicht  von  deren  absoluter  Grösse.  So  lange  dies  Verhältniss  ungeftndert 
bleibt,  behält  die  Axe  y  der  Dyname  dieselbe  Lage.  Diese  Axe  schneidet 
das  Perpendikel  OZ,  welcbes  man  in  0  auf  der  Ebene  (aß)  errichten  kann, 
im  Abstände  x  von  0,  welcher  von  der  Differenz  der  Parameter  und  dem 
Winkel  &  abhängt.     Eine  durch  dies  Perpendikel  gehende,  gegen  a  unter 

dem  Winkel  ^  geneigte  Ebene  enthält  die  Axe  y. 
Beschreibt  man  in  dieser  Ebene  mit  Pu  —  Pfi  als 
Durchmesser  einen  Kreis  (Fig.  68),  welcher  das  Perpen- 
dikel in  0  berührt  und  schneidet  ihn  mit  einer  Ge- 
raden OQ^  welche  gegen  die  Ebene  (aß)  den  Winkel  d" 
bildet,  in  Q,  so  ist  die  von  Q  auf  das  Perpendikel 
gefällte  Senkrechte  die  Axe  y.  Dreht  sich  die  Ebene 
um  das  Perpendikel  um,  so  dass  d'  alle  Werthe  von  0 
bis  2  7t  continuirlich  durchläuft,  so  dreht  sich  die  Axe  y 
um  OZ  und  rückt  dabei  längs  dieser  Geraden  auf  und 

Pig.  68.  °  ^      ^ 

ab.  Für  -^  =  0  fällt  sie  in  der  Ebene  (aß)  mit  a  zu- 
sammen, für  ^  sss  ^n  erreicht  ihr  Abstand  x  von  derselben  sein  Maximum 
^(pa  — P^i),  für  ^  s=  ^  TT  fällt  sie  wieder  in  die  Ebene  (aß)  und  zwar 
mit  ß  zusammen,  für  &  =  ^n  erreicht  sie  auf  der  entj^egengesetzten  Seite 
das  Maximum  des  Abstandes  von  (aß)^  für  ^  °=  n  tritt  sie  wieder  in  er 
ein  etc.  Die  Axe  y  beschreibt  während  dieser  Bewegung  eine  geradlinige  Fläche, 
welche  die  Axen  a,  ß  enthält.  Das  Perpendikel  OZ  heisst  die  Directrix 
der  Fläche;  sie  hat  mit  der  Fläche  nur  die  Strecke  Pa  — p^iy  die  Axe, 
gemein;  diese  aber  gehört  der  Fläche  als  eine  Doppel-  oder  Knotenlinie  an; 
denn  während  y  die  Fläche  beschreibt,  durchläuft  ihr  Schnittpunkt  mit  der 
Directrix  diese  Strecke  zweimal.  Durch  jeden  Punkt  dieser  Strecke  gehen 
also  zwei  Axen  y,  entsprechend  den  Winkeln  O*  und  ^n  —  ^. 

Um  eine  Gleichung  für  die  Fläche  zu  finden,  wählen  wir  die  Rich- 
tungen von  a,  j3,  X  zu  Axen  der  x,  y^  z  und  eliroiniren  aus  den  Glei- 
chungen, der  Axe  /,  nämlich 

y  =  X  tg  -^j      ^  =  (pa  —  Pfi)  sin  d^  cos  d- 
den  Winkel  ^.    Dies  liefert 
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^  («*  +  y^)  —  {Pa  —  Pß)  xy  =  0. 

Die  FlSche  ist  daher  vom  dritten  Grade.  Sie  führt  den  Namen  Cylin- 
droid  und  ist  uns  bereits  B.  I,  S.  298  als  die  Axenfläche  einer  Complex- 
«chaar  begegnet. 

Aus  der  Gleichung  ^  =  ^  (pa — p^i)8m2d'  erkennt  man,  dass  der 
Schnittpunkt  S  der  Erzeugungslinie  des  Cylindroids  mit  der  Directrix  auf 
^eser  eine  oscillirende  Bewegung  hat,  welche  die  Projection  einer  gleich- 
sinnigen Kreisbewegung  ist,  von  doppelt  so  grosser  Winkelgeschwindig- 
keit als  die  Eotation  der  Ebene   um  die  Directrix.     Daher  der  Satz: 

Hat  eine,  eine  feste  Axe  rechtwinklig  schneidende  Gerade 
eine  Schraubenbewegung  um  diese  Axe,  deren  Rotationscompo- 
nente  gleichförmig,  deren  Translationscomponente  aber  eine 
oscillirende  Bewegung,  nftmlich  die  Projection  einer  gleichför- 
migen Kreisbewegung,  und  zwar  von  doppelt  so  grosser  Winkel- 
geschwindigkeit als  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotations- 
bewegung ist,  so  beschreibt  sie  ein  Cylindroid. 

um  den  Parameter  p  der  Axe  y  auf  dem  Cylindroid  zu  finden,  d.  h. 
um  die  Formel  p  '^  Pa  cos^  '9'  +!>/*  sin* -^  zu  construiren,  wfthlt  Ball  in 
der  a;y-£bene  deö  Kegelschnitt  paSt^  +  i>^y*  =  H,  wo  H  beliebig  ist,  dessen 

Halbazen  {HipaP^  {H\pß)^  den  Parametern  pa^  Pß  umgekehrt  propor- 
tional sind.  Der  Radiusvector  q  dieses  Kegelschnitts,  welcher  vom  Mittel- 
punkt unter  dem  Winkel  ^  gegen  die  a  Axe  geneigt  ist,  genügt  der  Glei- 
chung Pa  cos*  %•  +  p^  sin*  '9'  =  /f :  9*  und  es  ist  daher  p  =  H :  q^  d.  h,  p 
ist  dem  Quadrate  des  Radiusvectors  q   umgekehrt  proportional. 

Den  Hauptinhalt  dieses  §.  fassen  wir  in  den  Satz  zusammen: 
Zwei  Dynamen  (a,  p«),  (ft,l>^),  deren  Axen  a,  ß  sich  in  einem 
Punkte  0  rechtwinklig  schneiden,  sind  äquivalent  einer  Dyname 
(r,  j?^),  deren  Axe  die  Gerade  OZ,  welche  in  0  zur  Ebene  {aß) 
rechtwinklig  ist,  in  einem  Punkte  S  senkrecht  trifft  und  gegen 
die  Axe  a  unter  einem  Winkel  ^  geneigt  ist,  dessen  Tangente 
gleich  dem  YerhSltniss  b  :  a  der  Intensitäten  der  Dynamen  ist; 
die  Intensität  r  der  resultirenden  Dyname  ist  der  Diagonale 
des  über  a  und  h  zu  construirenden  Parallelogramms  geometrisch 
gleich,  ihr  Parameter  ps  hängt  von  den  Parametern  pa^  P[i  und 
dem  Winkel  ^  so  ab,  dass  p<^  =  a  cos*^  +  b  sin*-^  ist;  ihr  kürzester 
Abstand  OS  ^^  %  von  den  Axen  a,  ß  folgt  der  Formel 

X  =  4^  (|)o  —  P{i)  sin  2'^. 

Die  Axen  sftmmtlicher  den  verschiedenen  Werthen  des  Verhält- 
Bisves   b :  a  entsprechenden  resultirenden   Dynamen   bilden   das 
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Cylindroid  z  {x^  +  y^)  —  (jp«  —  pß)  xy  «=  0,  eine  cubische  gerad- 
linige Fläche,  welche  die  Axen  a,  ß  enthält  und  von  einer  ein- 
zigen Constanten  pa  — P^  abhängt. 

Derselbe  Satz  gilt  für  die  Aequivalenz  zweier  Windungs- 
geschwindigkeiten  (a,  jp«),  (6,  p^)  mit  der  aus  ihnen  resultiren- 
den  Windungsgeschwindigkeit  (r,  p»\ 

Die  Parameter  ^a,i>/y  nennen  wir  die  Hauptparameter  des  Cylindroids. 
§.  7.     Man  kann   die   Construction  des   Cylindroids   auf  mannigfiache 
Weise  variii-en.    Wir  wollen  einige  Constructionen  mittheilen. 

1.  Nach  Cayley  construirt  man  mit  pa — p^ 
als  Durchmesser  in  der  Ebene  (ciß)  einen  Kreis 
(Fig.  69),  welcher  die  Axe  a  in  0  berührt  und 
betrachte  ihn  als  Querschnitt  eines  Rotationsojlin- 
ders.  Ist  OP  die  Spur  der  um  OZ  beweglichen 
Ebene,  welche  mit  OX  den  Winkel  %•  bildet  und 
P  ihr  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise,  so  bildet  der 
Radius  CP  mit  OF  den  Winkel  2^  und  wird 
das  auf  CO  gefällte  Perpendikel 

MP=\  (pa  —  jp.O  sin  2-^  =  X. 
Legt  man  nun  durch  die  Axe '  0  Y  eine  Ebene, 
welche  mit  der  x^- Ebene  den  Winkel  \  %  bildet  und  ist  Q  der  Punkt  des 
elliptischen  Schnittes  dieser  Ebene  mit  dem  Cylinder,  dessen  Projecüon  P 
ist,  so  ist  PQ  =  PM  =  X  und  mithin  eine  durch  Q  parallel  zu  OP  ge- 
führte Gerade  die  dem  Winkel  d"  entsprechende  Erzeugungslinie  des  Cylin- 
droids. Eine  durch  Q  senkrecht  zu  OZ  gelegte  Ebene  schneidet  die  Ellipse 
in  einem  zweiten  Punkte  Q',  von  welchem  eine  zweite  Erzeugungslinie  aus- 
geht, welche  mit  der  vorigen  auf  der  Axe  OZ  in  demselben  Punkte  S 
zusammentrifft  und  dem  Winkel  ^tc  —  d"  entspricht.  Die  Directrix  OZ 
des  Cylindroids  ist  die  Erzeugungslinie  des  Cylinders,  welche  durch  einen 
Scheitel  der  kleinen  Axe  des  elliptischen  Schnittes  hindurchgeht.  Während 
der  Punkt  P  gleichförmig  den  Kreis  OPP'  beschreibt,  wird  die  Projection 

von  P  auf  die  x- Axe  eine  oscillirende  Bewegung 
haben,  nämlich  die  Projection  dieser  gleich- 
förmigen Kreisbewegung  und  da  PQ  *"  PM 
ist,  hat  auch  der  Punkt  S  auf  der  Directnx  eine 
oscillirende  Bewegung.  Die  Periode  dieser  letz- 
teren ist  doppelt  so  gross  als  die  der  gleichför- 
migen Kreisbewegung. 

2.    Clifford    hat    die    Cayley'sohe   Con- 
^^'  ^^  struction  so  modificirt,  dass  die  Bireotrtx  nicht 

durch  einen  Scheitel  der  kleinen,  sondern  durch  ei|ien  Sohtitel  dar 
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Axe  des  elliptischen  Cjlinderschnittes  geht.  Legt  man  nämlich  durch  0 
(Fig.  70)  in  der  Ebene  der  x,  y  (der  Axen  a,  ^)  einen  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  C  auf  der  Halbirungslinie  Oc  des  rechten  Winkels  XOT,  so 
wird  die  Spur  der  Ebene,  welche  mit  OX  den  Winkel  0^  bildet,  denselben 
in  einem  Punkte  P  treffen  und  ein  auf  den  Durchmesser  AB^  welcher  die 
Schnittpiinkte  des  Kreises  mit  den  Axen  verbindet,  von  P  gefälltes  Perpen« 
dikel  ist  PM  ^=  CA  •  sin  2'^.  Ueber  diesem  Kreis  errichte  man  einen  ge- 
raden Cjlinder  und  schneide  ihn  mit  einer  durch  AB  gehenden  Ebene, 
welche  gegen  die  Kreisebene  unter  einem  Winkel  geneigt  ist,  dessen  Tan- 
gente -J-  (jpa  —  P[i)  :  CA  ist.  Die  Protection  der  grossen  Axe  der  Ellipse 
ist  Oc,  so  dass  c  die  Projection  des  Scheitels  d  darstellt.  Ist  nun  Q  der 
Punkt  der  Ellipse,  dessen  Projection  P  ist,  so  wird 

PQ  :  PM  ^cd\Cc  =  \  (pa  —Pii)  :  CA, 
also  P§  »=  ^  (pa  —  p^)  sin  2-9'  =  x. 

Daher  ist  eine  Parallele  QS  zu  OP,  durch  Q  gelegt,  eine  Erzeugungslinie 
des  Cylindroids.  Der  zu  P  in  Bezug  auf  Oc  symmetrisch  gelegene  Punkt 
liefert  auch  hier  eine  zweite  Erzeugungslinie.  Auch  hier  sieht  man,  wie 
die  Bewegung  des  Schnittpunktes  S  der  beiden  Erzeugungslinien  mit  der 
Directrix,  nämlich  der  Erzeugungslinie  des  Cy linders  durch  0  die  obige 
oscillirende  Bewegung  ist. 

3.    Lewis  hat  eine  dritte  Form  der  Construction  des  Cylindroids  ge- 
geben, welche   zugleich   den   Parameter   jeder   Erzeugungslinie    unmittelbar 

liefert.  Um  die  Axe  OZ  (Fig.  71)  ro- 
tire,  wie  früher  die  Ebene,  welche  die 
Erzeugungslinie  des  Cylindroids  enthält 
und  bilde  mit  der  a;-Axe  den  veränder- 
lichen Winkel  -ö".  In  dieser  Ebene  liege 
ein  Kreis  vom  Durchmesser  j^,  —  /)^, 
dessen  Mittelpunkt  (7  in  die  :r^- Ebene 
fällt.  Seine  Schnittpunkte  J.,  B  mit  der 
jc^. Ebene  haben  die  Abstände  OA  =Pay 
OB  =i}^i  von  0.  Ein  Punkt  P  durch- 
laufe diesen  Kreis  gleichförmig,  von  A 
anfüigend,  während  seine  Ebene  gleichförmig  um  die  Axe  OZ  mit  einer 
halb  so  grossen  Winkelgeschwindigkeit  rotirt,  als  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Kreisbewegung.  Die  Gerade  PS  dieser  Ebene,  senkrecht  zu  OZ,  ist 
die  Erzengungslinie  des  Cylindroids  und  die  Strecke  PS  der  Parameter, 
welcher  dieser  Erzeugungslinie  entspricht.  Denn  die  Bewegung  des  Punktes  S 
iit  die  Projection  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  des  Punktes  P  und 
da  -^PC^  — 2^  — a.P-BA,   so    ist    05— i(i>a  —  i?/y)  sin  2^  =  x. 
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Zugleich  ist  ^  =  o:  tg  '&,  wie  früher.    Femer  hat  man 

PS^^(j>a  +Pii)  +  ^{Pa—P(i)  cos  2^  =  ^Pa  (l  +  COS  2d) 

+  il>/*  (l  —  cos  2  ^)  «=  pa  cos*  ^  +  p^i  sin*  ^  =  p. 

Diese  Construction  leitet  unmittelbar  zur  Construction  eines  Modells 
des  Cylindroids  aus  dünnen  Stftben  hin.  Aehnlich  wie  die  schmalen  See- 
toren  eines  F&chers  auf  dessen  Axe  sitzen,  befestigt  man  die  Stäbe  auf 
der  Directrix,  drehbar  um  dieselbe.  SSmmtlich  in  eine  Ebene  zusammen- 
geschoben, stellen  ihre  Parameter  die  Ordinaten  eines  Kreises  dar,  den  wir 
deshalb  den  Parameter  kreis  nennen  wollen.  Entfaltet,  wie  die  Sectoren 
eines  Fächers  und  paarweise  mit  einander  Winkel  bildend,  gleich  den 
Peripheriewinkeln  im  Parameterkreis  über  den  Bogen  ÄP  bilden  sie  die 
Geraden  des  Cylindroids.  Um  die  Entfaltung  zu  reguliren  kann  man  senk- 
recht zur  Directrix  einen  in  gleiche  Theile  getheilten  Kreis  aufsetzen. 

Vermöge  dieser  Erzeugimgsart  könnte  die  Fläche  nicht  unpassend  der 
cubische  Fächer  oder  das  cubische  Fächerconoid  genannt  werden, 
eine  Benennung,  welche  significanter  sein  würde,  als  der  Name  „Cjlindroid^. 

§.  8.  Irgend  zwei  Axen  9,  tf;  mit  Parametern  j?^,  pip,  vom  ktlrzeeten 
Abstände  ^,  mit  dem  Winkel  er,  unter  welchem  sie  gegen  einander  geneigt 
sind,  bestimmen  ein  Cylindroid,  d.  h.  man  kann  die  Hauptparameter  Pay  Pßt 
die  Winkel  A,  ft,  welche  pa  mit  den  Axen  9,  i\>  bildet,  und  die  kürzesten 
Abstände  x^,  x,^  der  Axen  9,  t/;  von  den  Axen  a,  ß  der  Hauptparameter 
finden.  Da  nämlich  p^^  py,  dem  gesuchten  Cylindroid  angehören,  so  bestehen 
die  Gleichungen 

Ptp  =■  Pa  cos*  A  -[-  ^^  sin*  ^,        K(p  =  i  (pa  —  Pß)  sin  2 A,        X  —  f*  =  tf, 
Pxp  =  pa  cos*  f*  + 1>^  sin*  f*,      x,/,  =  \{p„  —  pß)  sin  2 f*,       Xy  —  x.^  =  Ä, 

mit  deren  Hülfe  pai  Pß^  A,  (a,  x^,  x,;.  durch  9,  tf;,  h,  a  auszudrücken  sind. 
Es  wird  aber 

Ä=Xy  —  x^  =  ^{Pa—P{i)  (sin  2  ^  —  sin  2  |[i)  =  (pa— P(i)  cos  (l'\'(i)Bm(l  — (i) 

=  (Pa  —  Pß)  COS  Qi  -f  f*)  sin  a, 
x,p  +  X,;,  =  \{Pa—Pß)  (sin 2 A4- sin 2 |[i)  =  (jp«— i>^)sin(l+f*)cos(X— f*) 

=  {Pa  —  Pß)  sin  {l  +  |ü)  cos  <r, 
Pip—Pip=  (Pa—Pß)  (cos*A  —  co8*f*)  =  (pu—Pß)  sin(A+  f*)8in(A — f*) 

=  {Pa  —  Pß)  sin  (A  +  (i)  sin  <r, 

P<P  +i>v  =  (^«  +  Pii)  +  i(Pa  —  P{d  (cos  2  A  -f  cos  2f*) 

=  Pa  +P(i    +  (Pa  —  P{i)  COS  (l  +  (l)  cos  (k  —  f*) 

=  iPa+  Pß)  +  Gp«  —  Pß)  COS  {X  +  fi)  cos  <r. 
Hieraus  erhält  man  zunächst 
i>tp  —  i>^  =  Ä  tg  (X  +  fi)  =  Ä  tg  (2A  —  <r),     p^  +jp^— p^  ^p^^k  coligtf, 

P^  —P9  =  (^v>  +  *v)  te  <^i    Ä*  +  (l'y  —PtpY  —  (Pa  —Pffm* tf 
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uedurcb  ist  das  C'ylindroid  eindeutig  bestimmt,  denn  das  Zeichen  von 
~  ^li)  Ein  a  entäcbeidet  über  das  Zeichen  der  Wiii-zelgrSBUe.  Sind  die 
iar&meter  ji^  und  p^  gleich,  so  wird 

^■""^^  =  8;^'  *  =  *"'       «^  +  v  =  o. 

?■■  +  P/v  =  2ji,p  —  h  cotg  e,     (,  =  —  1  a,     jt^  =  ^A. 
Die    Lewtä'sche   Erzeugungsart  des    Cylindroids    gibt    unmittelbar    die 
istructioa   desselben   mit   Hülfe    von  }i,f,  p,/,,  k,  o.     Man    bestimme   den 
lesten  Abstand  6'ff  =  k  der  Aien  ip,  tI/  und  errichte  in  einer  durch  h 
nfaenden    Ebene,    z.    B.    in    der    Ebene    {htp)    die    Parameter    SP^p^, 
ff  =  p,f-    In  derselben  Ebene  bescbveibe  man  durch  /'  und  Q  einen  Kreis, 
Mlcher    über   dem    Dogen   PP'    den  Winkel  a  als    Peripheriewinkel    fasst, 
peser   Kreis   ist  der    Parameter  kreis   de»  gesuchten  Cylindroids.     Von  den 
kiden  mCgUchen  Kreisen  genügt  nur  einer  der  Aufgabe.   Wahrend  uSmlich 
I    um  SS'  gleichförmig   rotirende    Ebene    den  Winkel  e   in    bestimmtem 
1   beacbreibt,   beschreibt   nach    der  Lewis'achen  Er^eugimgaart   der  be- 
gliche Punkt  den  Hagen  PP'  nur  in  einem  gleiclifalis  bestimmten  Sinne. 
Die  Frage  nach  der  Aequivalenz  zweier  Dynamen,  oder  zweier 
Vindungsgeschwindigkeiten ,    deren    Axen    sich    nicht   Bchoeiden    mit    einer 
rittea,  erledigt  sich  durch  den  Salz: 

Drei  Dynamen,  deren  Axen  einem  Cylindroid  angehSren  und 
(sB  deren  Intensitäten  jede  dem  Sinus  des  Winkels  proportional 
t,  welchen  die  Axen  der  beiden  andern  bilden,  sind  Sqiiivalent 
nU.  d.  h.  im  Gleichgewicht. 

Drei  Windiingsgeschwiadigkeiten  tun  drei  Axen,  welche  dem- 

nlben  Cyiindroid  angehören  und  von  deren  Winkelgeschwindig- 

Bliten  jede  dem  Sinoa  des  Winkels  zwischen  den  Axen  der  beiden 

lern    proportional    ist,    sind    Uquivalent    Null,    d.    h.   ertbeilen 

D  Syitem  keine  Windung. 

Eb  genügt  den  einen  Theil  des  Satze.'?  zu  beweiaen.    Ks  seien  q>,  V,  T5 

i   Axen   einea  Cylindroids    mit    den  Parametern  p^,  p,,.,  p^^    und  besitze 

System    drei    WindungagcBch windigkeiten    um    sie    mit    den    Winkel- 

^  windig  keit«n  u^,  <d^.,  Ug.    -lade  von  diesen  Wind  ungsge  ach  windigkeiten 

hllqniTmlent  xweitm  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Hanptaxea 0X,0  Ymit  den 
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Hauptparametem  pa^  Pß  und  zwei  TranslationsgeBchwindigkeiten  parallel  OX, 
OY.  Sind  nämlich  A,  ft,  v  die  Winkel,  welche  9),  %  13  mit  OX  oder  a  bilden,  80 
sind  die  Winkelgeschwindigkeiten  co^,  oo,^.,  coq  äquivalent  o^  cos  Xy  <o^  cos  fi, 
cog  cos  V  um  OX  und  co^  sin  A,  co,;;  sin  /tt,  a)|g  sin  v  um  0  Y  und  die  Trans- 
lationsgesch windigkeiten  ptp  co^ ,  i>,/;  coi// ,  i>q  ooq  äquivalent  Pa  (o^  cos  X , 
PaO>if;  cos  |[i,  i>aö>o  COS  V  parallel  OX  und  p^w^  sinX,  p^fCöi/'  sin  fi,  p^mg^  sin  v 
parallel  OY, 

Demnach  ist  der  Geschwindigkeitszustand  des  Systems  äquivalent  den 
beiden  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Axen  OX^  OY 

(0(p  cos  X  +  CD .^  cos  |[i  +  (Oq  cos  V,      cjy  sin  A  +  «^  sin  /it  +  ta^  sin  v 
und  den  beiden  Translationsgeschwindigkeiten  parallel  denselben  Axen 
Pa  (oDip  cos  A  +  o«/'  cos  (i  -{-  cdq  coB  v),    Pß  ((Oy  sin  A  +  ö>V'  si^  f*  +  ®ffl  8"*  ^)- 
Diese  Grössen  verschwinden  nur  dann,  wenn 

0)(p  ODif,  ODq 

sin  (f*  —  v)        sin  (v  —  X)         sin  (X  —  fi) 

ist,  w.  z.  b.  w. 

Soll  daher  zu  zwei  Dynamen  oder  zwei  Windungsgeschwin- 
digkeiten die  resultirende  Dyname  oder  die  resultirende  Win- 
dungsgeschwindigkeit gefunden  werden,  so  construire  man  nach 
§.  8  das  Cylindroid,  welches  die  Axen  der  gegebenen  Dynamen 
oder  Windungsgeschwindigkeiten  mit  deren  Parametern  enthält 
und  theile  den  Winkel  dieser  Axen  durch  eine  durch  die  Directrix 
gehende  Ebene  im  umgekehrten  Yerhältniss  der  Intensitäten, 
resp.  Winkelgeschwindigkeiten.  Diese  Ebene  schneidet  das  Cy- 
lindroid in  der  Axe  der  Resultanten;  die  Intensität,  resp.  Winkel- 
geschwindigkeit ist  die  Diagonale  des  Parallelogramms  der 
beiden  gegebenen  Intensitäten  oder  Winkelgeschwindigkeiten. 

Das  Cylindroid  hat  für  die  Dynamen  und  Wind  ungsgesch windigkeiten 
dieselbe  Bedeutung  wie  das  Parallelogramm  für  einzelne  Kräfte  und  für 
Winkelgeschwindigkeiten. 

Sind  die  Hauptparameter  pa^  Pß  des  Cylindroids  einander  gleich,  so 
sind  alle  Parameter  jp  =  i?«  cos* -ö"  +  j?^*  sin^ -^  gleich  p«,  der  Parameter- 
kreis reducirt  sich  auf  einen  Punkt  und  das  Cylindroid  auf  die  Ebene  {af[)\ 
X  wird  gleich  Null;  die  cylindrische  Construction  der  resultirenden  Axe 
geht  über  in  die  Parallelogrammconstruction.  Sind  die  Parameter  alle  Null, 
so  liefert  das  Cylindroid  das  Parallelogramm  der  Kräfte  oder  der  Winkel- 
eschwindigkeiten ;  sind  sie  alle  unendlich  das  der  Kräftepaare  oder  Trans- 
lationsgeschwindigkeifcen. 

§.  10.     Aus  den  §.  7  angeführten  Erzeugungsarten  des  CjUndroids 
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ergcWn  Bicli   mit  Leictitlgkeit  eine  Reihe  von  Eigensoll «ften  doggelben,  ma- 
besondere  die  folgenden, 

1.  Alle  Cylindrriide  sind  Utinlicbe  PlSciien.  Denn  das  CyLindroiJ  hSngt 
nur  von  einem  Parameter  ;'„  —  p-i  ab,  der  auch  allein  in  dessen  Gleichang 
vorkommt.  Äddirt  man  zu  beiden  Hanptparametern  pa,  pjt  eine  Constaute  f, 
V)  Kndem  sich  alle  Parameter  der  verBchiedenen  Erzeugiingslinien  der  PlBche 
um  dieselbe  GrOese  c  \  denn  es  iat  ein  eolcher 

Ij),.  +  c)  cos*  #  +  f^iif  +  c)  ain'  *  =  i>„  cos'  9  -\-  p_i  ain'  »  +  '■. 
Auf  die  Gestalt  der  Fläche  hat  diese  Aendenmg  keinen  Einfinae. 

2.  Sie  Sti-ecke,  welche  die  FlScbe  mit  der  Directrix  gemein  bat,  igt 
gleich  der  Differenz  j>„  —  j/,  der  Hauptparameter ;  nämlich  gleich  dem 
Durchmesser  des  Farameterkreisea. 

3.  Verschwindet  der  Parameter  einer  Brzeugungslinie,  so  Yersobwindet 
im  Allgemeinen  auch  der  Parameter  einer  zweiten  Erzeug ungslinie.  Denn 
der  Parauieterkreis  schneidef  die  Directrix  noch  in  einem  zweiten  Punkte, 
wenn  er    sie  in   irgend   einem  Punkte    schneidet;    es    sei   denn    dass  er    die 

^bircctrii  berührt,  in  welchem  Falle  beide  versuhwindenden  Purameter  zu- 
^bnunenlallen . 

^K  4.  Das  VerhtLttüiaE  der  Winkelgeschwindigkeiten  zweier  Windungen  um 
^^u  Haupt&xen  des  Cjlindroidu,  welche  Kqnivalent  sind  einer  resultirenden 
^■'isdusg  um  eine  bestimmte  Axe  PS  des  Cjlindroide  ist  gleich  tg  SPS 
B>8.  71). 

^B  ö.  Der  Winkel  zweier  Er/eiigungsUnien  PN,  P'S'  des  Cylindroids  ist 
^BRg,  71)  gleich  dem  Peripherie  winket  PBP'  dee  Parameterkreises.  Da  die 
^BZaugnngslinien  PS,  QS  sich  in  S  schneiden,  Q' S"  mit  QS  gleichen  Para- 
^Hbter  bat  und  ^i^HP^  ^n  ist,  so  folgt,  dass  wenn -eine  Er/eugungs- 
^^U*  des  Cylindroids  zu  einer  von  zwei  Erzeugung slinien,  die  eich  in  einem 
^■nkte  der  Dircctris  schneiden,  rechtwinklig  iet,  sie  mit  der  andern  Er- 
^BbgungBlinie  gleichen  Parameter  hat. 

^H  6.  Lewis  hat  bemerkt,  das»  die  Cayley'ache  und  Cliftbrd'äche  Con- 
^Bknction  des  Cylindroids  verallgemeinert  werden  kann.  Man  kann  dasselbe 
^MÜBidroid  in  verschiedenen  Lagen  or/.eugen,  indem  man  zur  Directrix  OZ 
^Bw  beliebige  Krzetiguugslinie  des  Cylinders  wählt,  sodass,  wenn  eine  zur 
^Rlinderaxe  xenkreehte  Ebene  einen  festen  elliptischen  Schnitt  in  Q<^  und 
HU  Oerad«  OZ  in  S  schneidet,  SQ,  S^  awei  Erzeugung slinien  des  Oylin- 
^Koids  ftind.  Denn  der  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Ellipse  zur  Cylinder- 
^Ko  Hiikreobte  Krelssobnitt  trilft  die  Ebene  der  Ellipse  in  den  Scheiteln 
^H^  B  <l»r  kleinen  Axe  und  die  OX  in  einem  Pnnkte  0,  sodass  AÖB  ^  ^n 
^BL  Sind  P,  P'  die  Projectionen  von  Q,  (^  anf  den  Kreisscfanitt,  so  ist, 
^Hi  >■  Vig-  70,  die  Bewegung  von  S  auf  OZ  die  osciUirwide  Projection  der 
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gleichförmigen  Kreisbewegung,  wenn  P  gleichförmig  auf  dem  KreisBchnitt 
sich  bewegt,  und  wird  P^  =  06' =^  CP- sin  2-9',  wo  auch  0  auf  den 
Ej-eise  liegen  mag.  Rückt  die  Ebene  SQQf  parallel  mit  sich  fort,  bis  S 
in  den  Schnittpunkt  Yon  OZ  mit  der  Ellipse  gelangt,  so  folgt: 

7.  Berührt  ein  Ereiscjlinder  die  Ebene,  welche  die  Directrix  und  eine 
Erzeugungslinie  des  Cylindroids  enthält  iSngs  der  Directrix,  so  schneidet  er 
das  Cylindroid  in  einer  Ellipse,  die  Erzeugungslinie  dieser  Fläche,  wekhe 
sich  mit  der  gegebenen  Erzeugungslinie  auf  der  Directrix  schneidet,  flllt 
in  die  Ebene  der  Ellipse. 

8.  Jeder  Kreiscy linder,  welcher  durch  die  Directrix  geht,  schneidet 
das  Cylindroid  in  einer  Ellipse.  Denn  er  berührt  eine  gewisse  Erzeugungs- 
linie desselben. 

9.  Durch  jeden  Punkt  S  der  Directrix  gehen  zwei  Erzeugungslinien 
SQ,  SQ'  des  Cylindroids,   deren  Ebene  die  Directrix  in  S  und  die  Ellipse 
in   Q,  ^  schneidet.     Geht  diese   Ebene   durch   einen  Scheitel   der  grossen 
Axe,   so   fallen   SQ^  SQ'  zusammen,   geht  sie   durch  den   Mittelpunkt  der 
Ellipse,  so   werden  SQ^  SQf  rechtwinklig  zu   einander.    Die  Verbindungs- 
linie QQ'  der  beiden  Schnittpimkte  ist  in  allen  Fällen  parallel  der  kleinen 
Axe  der  Ellipse.    Geht  die  Ebene  i>QQ^  durch  den  Schnittpunkt  der  Directrix 
mit  der   Ellipse,   so  f&llt  die  eine   Gerade  SQ  in  die   Ebene  der  Ellipse, 
während  die  andere  in  die  zur  Directrix  senkrechte  Tangente  des  Cjlinders 
übergeht.     Da    die  Ellipse    dem   Cylindroid  angehört,    so    bestimmen    ihre 
Tangente  in  Q  und  die  Erzeugungslinie  SQ  die  Tangentenebene  des  Cylin- 
droids in  Qf  d.  h.  die  Ebene  der  Ellipse  ist  selbst  die  Tangentenebene  in  Q, 
Umgekehrt  folgt  ebenso,   dass  jede   Tangentenebene   des   Cylindroids   das- 
selbe in  einer  Ellipse  schneidet.    Man  construirt  leicht  den  Cylinder,  welcher 
die  Fläche  in  der  Ellipse  schneidet,  deren  Ebene  tangirt. 

10.  Es  sei  SqQ  (Fig.  72)  die  Erzeogangalinie 
des  Cylindroids,  welche  in  die  Ebene  der  Ellipee 
fällt,  die  in  Q  berührt,  so  dass  also  die  zweite 
durch  Sq  gehende  Erzeugungslinie  den  Cylinder  in 
>S\)  berührt.  Durch  den  Mittelpunkt  C  der  Ellipse 
ziehen  wir  den  Diameter  S^^CT  und  l^^n  durch 
T  die  Erzeugungsliuie  TS^^  der  Fläche.  Dieselbe  ge- 
hört einer  Ebene  «S\  TT'  an,  welche  um  ebensoTiel 
über  dem  Mittelpunkt  C,  als  die  Ebene  S^QQf 
unterhalb  desselben  liegt  Nach  Nr.  5  haben  beide 
Erzeugungslinien  S^Q  und  ^'|  T  gleichen  Parameter. 
^,^    .^  Da   die  grosse  Axe  der  Ellipse  bowoU  8^Qy  als 

auch  S^T  halbirt,  so  ist  die  Verbindiiagalime  QT 
parallel   der   grossen   Axe.     Während   also   die  VerbindnBgdmie  TI^  der 
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Punkte  T,  T',  in  welchen  zwei  sich  auf  der  Directrix  schneidende  Erzeu- 
gnngslinien  den  Cylinder  treffen  der  kleinen  Axe  der  Ellipse  parallel  sind, 
sind  die  Verbindungslinien  QT  der  Schnittpunkte  der  Erzeugungslinien 
gleichen  Parameters  mit  dem  Cylinder  der  grossen  Axe  parallel. 

Da  die  Ebene  SqS^T  eine  Diametralebene  des  Cylinders  ist,  so  ist  sie 
senkrecht  zu  der  Tangentenebene  desselben  in  1%,  mithin  kreuzt  S^T  die 
Erzeugungslinie,  welche  S^Q  in  Sq  schneidet,  rechtwinklig. 

11.  Die  kleinen  Axen  aller  elliptischen  Schnitte  der  Tangentenebenen 
mit  der  Flüche  fallen  in  eine  Ebene,  nämlich  in  die  Ebene  der  Hauptpara- 
meter, welche  zur  Directrix  im  Mittelpunkte  0  senkrecht   sind. 

12.  Die  Quadratdifferenz  zwischen  der  grossen  und  kleinen  Axe  des 
elliptischen  Schnittes  des  Cylindroids  ist  constant  für  alle  Schnitte.  Es  ist 
nämlich  dieselbe  gleich  dem  Quadrat  der  Axe  der  Fläche  (s.  Fig.  72); 
also  4  (i>a  —  pfif. 

§.  12.  Ist  eine  Axe  ij  mit  bestimmtem  Parameter  p^  reciprocal 
zu  zwei  gegebenen  Axen  ('9',  q>)  mit  den  Parametern  p^^  ptp,  so 
ist  sie  reciprocal  zu  allen  Axen  des  Cylindroids  ('&,  9).  Denn  der 
yirtuelle  Coeffident  zwischen  einer  Windung  um  ri  imd  Dynamen  um  d' 
und  <p  ist  Null.  Eine  Dyname  um  eine  Axe  tf;  des  Cylindroids  ist  äqui- 
valent zweien  Djrnamen  41m  d'  und  q).  Daher  ist  die  yirtuelle  Arbeit  und 
hiemit  der  yirtuelle  Coefficient  yon  tf;  in  Bezug  auf  rj  Null,  d.  h.  tf;  und  17 
sind  reciprocal. 

Eine  Axe  ^,  welche  reciprocal  ist  zu  jeder  Axe  ip  des  Cylindroids  («^j  q>) 
nennen  wir  reciprocal  zum  Cylindroid  (^y  q>). 

Wie  jede  Gerade,  schneidet  die  Axe  1/  das  Cylindroid  als  Fläche  3.  Ord- 
nung in  drei  Punkten  und  durch  jeden  dieser  Punkte  geht  eine  Erzeugungs- 
linie desselben  hindurch.  Jede  dieser  drei  Axen  ist  reciprocal  zu  ij.  Zwei 
sich  schneidende  Axen  können  aber  nur  reciprocal  sein,  entweder,  wenn  sie 
rechtwinklig  zu  einander  sind  oder  wenn  sie  entgegengesetzt  gleiche  Para- 
meter haben.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  es  zu  einer  Axe  des  Cylindroid:^ 
auf  diesem  nur  eine  einzige  Axe  gibt,  welche  mit  ihr  gleichen  Parameter 
hat.  Dies  erhellt  aus  der  Lewis'schen  Erzeugungsart  oder  auch  aus  der 
Formel  p<^  =  pa  cos^  ^  +  p^i  sin*  <^,  welche  den  Parameter  für  die  Axe  t^, 
aber  auch  für  die  Axe  n  —  &,  aber  für  keine  andere  Axe  darstellt.  Es 
kann  also  ti  nur  zwei  Axen  des  Cylindroids  schneiden,  deren  Parameter 
ihrem  Parameter  entgegengesetzt  gleich  sein  können,  folglich  muss  sie  die 
dritte  von  allen  drei  Axen,  die  sie  trifft,  rechtwinklig  schneiden. 

Jede  Axe,  welche  zu  einem  Cylindroid  reciprocal  ist,  schneidet 
daher  eine  Erzeugungslinie  des  Cylindroids  rechtwinklig.  Sie 
schneidet  ausserdem  noch  zwei  andere,  deren  Parameter  gleich 
sind. 
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Fällt  man  von  einem  Punkte  P  Perpendikel  auf  alle  Erzeugongs- 
linien  des  Cylindioids  und  ertheilt  ihnen  als  Axen  Parameter  su,  gleich 
und  entgegengesetzt  den  unter  sich  gleichen  Parametern  der  beiden  Er- 
zeugungslinien, welche  die  Peq)endikel  schneiden,  so  bilden  diese  Perpen- 
dikel eine  Kegelfläche,  nämlich  die  Kegelfläche  aller  durch  den  Ponkt  P 
gehenden  zum  Cylindroid  reciprocalen  Axen. 

Der  Kegel  aller  zu  einem  Cylindroid  reciprocalen  Axen  eines 
Punktes  ist  ein  Kegel  zweiter  Ordnung.  Denn  zieht  man  durch  den 
gegebenen  I^inkt  P  eine  Gerade  parallel  zur  Directrix,  so  ist  sie  senkrecht 
zu  allen  Erzeugungslinien  und  schneidet  die  Directrix  im  unendlichen  in 
zwei  Punkten,  weil  die  Directrix  eine  Doppellinie  ist  Diese  Schnittpunkte 
sind  imaginär,  weil  die  Doppellinie  nur  eine  bestimmte  reelle  Strecke  im 
Kndlichen  mit  der  Fläche  gemein  hat.  Die  Gerade  schneidet  daher  die 
Fläche  in  einem  dritten,  reellen  Punkte.  Durch  diesen  Punkt  geht 
eine  Er/eugungslinie  und  zu  ihr  gibt  es  eine  einzige  Erzeugungslinie  SQ, 
welche  mit  ihr  gleichen  Parameter  hat.  Eine  Ebene  durch  T  und  SQ 
schneidet  die  Fläche  in  einer  Gurre  3.  Ordnung,  welche  in  die  Gerade  SQ 
und  einen  Kegelschnitt  zerfällt.  Diese  Ebene  ist  nur  mit  einer  Erzeugungs- 
linie parallel,  nämlich  mit  SQ^  die  in  ihr  liegt  und  schneidet  alle  andern 
im  Endlichen.  Daher  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse.  Dieser  Kegelschnitt 
ist  der  Ort  der  Fusspunkte  aller  von  P  aus  auf  die  Erzeugungslinien  ge- 
ilillten  Perpendikel  Denn  zieht  man  in  der  Ebene  der  Ellipse  durch  T 
irgend  eine  Gerade  TUV,  welche  ^Q  in  U  und  die  Ellipse  zum  zweiten 
mal  in  V  schneidet,  so  ist  sie,  weil  sie  zwei  Erzeugungslinien  gleichen  Para- 
meters schneidet,  :<^cnkrecht  zu  der  Erzeugungslinie,  welche  durch  den  dritten 
Schnittpunkt  V  mit  der  Fläche  geht.  Diese  Erzeugungslinie  ist  daher  senk- 
recht /u  TV  und  PT,  also  senkrecht  zur  Ebexie  PTV  and  mithin  senk- 
recht zu  PV,  Daher  ist  V  der  Fusspunkt  des  von  P  auf  die  durch  F 
gehende  Erzeugungslinie  gefällten  Perpendikels  und  ist  die  Ellipse  der 
Ort  aller  dieser  Fusspunkte.  Die  Ebene  TSQ  ist  die  Tangentenebene  des 
( ylindroids  in  Q,  da  sie  durch  die  Erzeugungslinie  SQ  geht  und  die  Tan- 
goute des  elliptischen  Schnittes  enthält.  Vgl.  Fig.  72,  wo  ^svi  ^»  ^n 
und  die  Ebene  PTV  senkrecht  zu  SV,  also  auch  PV  senkrecht  zu 
N  V  ist. 

Nimmt  man  für  den  Punkt  P,  duixh  welchen  die  zum  Cylindroid 
reciprocalen  Axen  gehen,  nach  und  nach  alle  Punkte  einer  Ebene,  so  schneidet 
diese  Ebene  alle  Kegel  zweiten  Grades  reciprocaler  Axen,  jeden  in  zwei 
Axen.  Sämmtliohe  in  der  Ebene  enthaltene,  zum  Cylindroid  redprocale  Axen 
umhüllen  daher  einen  Kegelschnitt,  weil  von  jedem  Punkte  der  Ebene  an 
die  Enveloppe  zwei  Tangenten  gehen.  Daher:  Alle  zu  einem  Cylindroid 
reciprocalen  Axen  einer  Ebene  umhüllen  einen  Kegeliohaittü  Daher 
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weiter:  Alle  zu  einem  Cylindroid  reciprocalen  Axen  des  Raumes 
bilden  einen  Liniencomplex  zweiten  Grades. 

§.  13.  Wir  suchen  jetzt  den  Ort  aller  Axen,  welche  zu  vier  und 
fünf  gegebenen  Axen  reciprocal  sind.  Eine  Axe  mit  ihrem  Parameter  ist 
durch  fünf  Grössen  bestimmt,  von  denen  vier  die  Lage  betreffen,  während 
die  fünfte  der  Parameter  selbst  ist.  Sind  also  nur  vier  Bedingungen  für 
eine  Axe  gegeben,  so  gibt  es  eine  einfache  ^lannigfaltigkeit  oder  eine  Fläche 
von  Axen,  welche  diesen  Bedingungen  genügen.  Soll  die  Axe  zu  vier 
gegebenen  Axen  a,  ßj  y^  ö  reciprocal  sein,  so  ist  diese  Fläche  ein 
Cylindroid.  Denn  sind  A,  ft,  v  drei  Axen,  welche  zu  a,  ß,  y,  6  reciprocal 
sind,  80  bestimmen  A,  (i  ein  Cylindroid  (A.,  (i)  und  jede  Axe  q)  desselben 
ist  reciprocal  zu  a,  j3,  y,  d.  Ebenso  bestimmen  A,  v  ein  anderes  Cylindroid 
(A,  v)  und  jede  Axe  ip  dieses  letzteren  ist  ebenfalls  reciprocal  zu  er,  j3,  y,  d. 
Die  Axen  9,  t|;  bestimmen  aber  selbst  wieder  ein  Cylindroid  (9,  t/;),  dessen 
Axen  alle  zu  a,  /?,  y,  d  reciprocal  sind.  Da  nun,  sobald  (A,  ft),  (A,  v) 
verschiedene  Cylindroide  sind,  q)  und  1/;  nicht  ein  bestimmtes,  sondern  eine 
Schaar  von  Cylindroiden  liefern,  während  blos,  wenn  sie  zusammenfallen, 
q>  und  t|;  ein  einziges  Cylindroid,  nämlich  das  bestimmen,  auf  welchem  die 
drei  Axen  A,  /tt,  v  liegen,  so  folgt,  dass  es  keine  drei  Axen  A,  ft,  v  geben 
kann,  reciprocal  zu  a,  /?,  y,  d,  welche  nicht  ein  und  demselben  Cylindroid 
angehören  und  dass  also  alle  zu  den  vier  Axen  reciprocalen  Axen  auf  einem 
Cylindroid  liegen. 

Dies  Cylindroid  ist  in  bestimmten  Fällen  leicht  zu  construiren.  Es 
seien  die  Parameter  von  a,  ß,  y,  d  der  Grösse  nach  geordnet  p»,  p^^  Pyt  PS» 
Man  bilde  die  Cylindroide  Tor,  y)  und  (/3,  S),  Ist  <5  eine  Länge  zwischen 
Pß  und  jpy,  so  finden  sich  auf  dem  Cylindroid  (a,  y)  zwei  Axen  vom  Para- 
meter tf  und  ebenso  auf  (j3,  d)  zwei  Axen  von  demselben  Parameter  6. 
Nnn  ziehe  man  die  zwei  Transversalen  9,  9,  welche  diese  vier  Axen  glei- 
chen Parameters  schneiden  und  ertheile  ihnen  beiden  denselben  Parameter 
—  tf.  Da  d  und  tp  mit  et  und  y  entgegengesetzt  gleiche  Parameter  haben 
und  diese  Axen  schneiden,  so  sind  sie  reciprocal  zu  allen  Axen  des  Cylin- 
droide (a,  y).  Aus  demselben  Grunde  sind  O-,  9  reciprocal  zu  allen  Axen 
des  Cylindroids  (/3,  d).  Daher  sind  alle  Axen  des  Cylindroids  ('9',  9)  reciprocal 
za  «,  p,  y,  9, 

Zu  fünf  Axen  a,  ß,  y,  d,  s  von  gegebenen  Parametern  gibt  es 
nur  eine  einzige  reciprocale  Axe.  Denn  eine  Axe,  welche  zu  a,  ß^  y,  d 
reciprocal  ist,  gehört  einem  bestimmten  Cylindroid  an;  eine  Axe,  welche  zu 
tf, '/},  y,  £  reciprocal  ist,  einem  andern.  Jede  Axe,  welche  zu  allen  fünf  Axen 
reciprocal  ist,  mnss  also  eine  gemeinschaftliche  Axe  dieser  beiden  Flächen 
sein.  Zwei  Cylindroide  haben  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  Erzeugungs- 
linien  gemein.    Daher  kann  es  nicht  unendlich  viele  Axen  geben,  welche 
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7.U  5  Axen  reciprocal  sind.  Es  kann  aber  nar  eine  einzige  geben;  deu 
würen  zwei  »jolche  möglich,  so  wfiren- unendlich  viele  möglich,  nimlich  alle 
Axen  des  durch  diese  beiden  bestimmten  Cjlindroids.  Man  kann  diese  ein- 
zige Axe  construiren,  indem  man  sie  als  Schnittlinie  zweier  Cylindroide 
auffasst,  von  denen  jede  zu  vier  von  den  ftlnf  gegebenen  Axen  T6ci- 
procal  ist. 

Zu    einer    gegebenen   Axe    £    von    bestimmtem   Parameter  p, 
kann  auf   einem    gegebenen    Cylindroid    eine   reciprocale  Axe  i} 
gefunden  werden.    Denn  sind  >l,  (i,  v,  q  vier  zum  Cylindroid  reciprocale 
Axen,  so  bestimme  man  die  Axe  rj,  welche  zu  den  fünf  Axen  €,  i,  f*i  ^i^ 
reciprocal  ist;  dieselbe  liegt  auf  dem  Cylindroid,  weil  sie  zu  den  vier  Axen 
X,  (Li,  Vf  Q   reciprokal  ist.     £s   gibt  ausser  tj   im  Allgemeinen  keine  zweite 
Axe  des  Cylindroids,  reciprocal  zu  e;  denn,  wäre  dies  der  Fall,  so  mflsste 
a  zum  Cylindroid  reciprocal  und  mithin  zu  einer  Axe  desselben  rechtwinklig 
sein,  was  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  sein  wird. 

§.  14.  Ein  in  seiner  Beweglichkeit  beschränktes  System  kann  nicht 
um  alle  Axen  des  Raumes  Windungen  erleiden,  sondern  nur  um  ein  be- 
stimmtes System  von  Axen.  Ein  solches  Axensystem  hängt  von  den  Bedin- 
gungen der  Beweglichkeit  ab  und  ist  durch  eine  bestimmte  Anzahl  seiner 
Axen  bestimmt.  Die  Anzahl  dieser  Axen,  welche  unter  den  Axen  des  Sy- 
stems willktihrlich  wählbar  sind,  bestimmt  die  Stufe  des  AxensysteiQS. 
Jeder  Axe  dieses  Systems  kommt  ein  bestimmter  Parameter  zu,  welcher 
von  den  Parametern  der  bestimmenden  Axen  abhängt.  Denn  ist  das  Axen- 
system von  der  ti^^^  Stufe  und  ertheilt  man  dem  Punktsystem  um  n  Axen 
A^,  .4^,  ...An  unendlichkleine  Windungen  (^q>i,  Pi'Q>i)t  (^eo^t  l's'e>s)i 
...  {Sa^^  pnöcon),  sind  diese  zusammen  einer  bestimmten  unendlichkleinen 
Winduug  um  eine  Axe  des  Axensystems  äquivalent,  deren  Lage  und  Para- 
meter durch  die  n  —  1  Verhältnisse  der  Amplituden  und  die  n  Parameter 
j'j.  pi.  -  .  .  Ph  bestimmt  ist. 

Eine  Axe  A',  welche  zu  n  Axen  A^^  A^^  ...  .4»  eines  Axen- 
&ystem$  Z  n^^^  Stufe  reciprocal  ist,  ist  zu  allen  Axen  des  Systems 
reciprocal.  Denn  da  h  Windungen  um  ^j,  A^^  ...  A^  äquivalent  einer 
Windung  um  eino  Axo  A  des  Axensystems  sind,  so  ist  die  virtuelle  Arbeit 
einer  Dyname  um  X  iu  Bezug  auf  eine  Windung  um  A  gleich  der  Summe 
der  virtuellen  Arbeiten  dieser  Dyuame  in  Bezug  auf  A^  ^  . . .  A^.  Da 
aber  X  reci)>rocal  y.u  diesen  Axen,  so  sind  die  Summanden  dieser  Summe 
einzeln  Null  und  ist  daher  die  virtuelle  Arbeit  der  Dyname  um  X  in  Bezug 
avif  die  Windung  um  -l  selbst  Null.    Daher  ist  X  reciprocal  zu  J- 

Die  iiesammtheit  Z'  aller  zu  den  Axen  eines  Axensystems  £  9if"  Stufe 
i\?ciproo«sb'n  Axen  heisst  das  zu  £  reciprocale  Axensystem  JS'. 


DftS  zu  einem  Äiensystem  £  der  m"'  Stufe  reciprovalü  Axeo- 

ist  ein  Äxeogystem  von  der  fi  —  jt'™  Stufe,    Damit  zwei 

ben  reciproeal  aeien,  ist  nnr  eine  Bedingiing  zu  erfüllen.    Damit  also  eine 

I   X  reciproeal    zu    x  Axen   des  Systeme  £  und    damit   zu  £   Überhaupt 

liprooal  sei,    bat  sie  x  Bedingmngen  z»    genUgen.    Sie  ist    bestimait  nach 

i  luid  Paramtter  durth  5  Hedingungen,  sie  kann  al60  noch  6  —  x  wei- 

UediDgnBgeD    erfüllen.      Für    «  =  5     gibt    es    daher    nur    eine,    für 

=  4,  3,  i,  1  aber  unendlich  viele  Axeo,  welche  eu  £  reciprok  sind.    Sie 

sc  ^  4    eine  Fl&che,    für  x  =  3    ein  System    von  Flächen   oder 

i  Congraenii,   flir  k  ^  2    einen  Complex    und    sind   für   x  =  1    alle  be- 

Ibigeu  Geraden    des  Baumes.     Sie    bilden   also   jedenfalls  ein  Axensystem 

i  bestimmter  Stufe.     Nun   ist  nach   dem  Ubigen   die  Anzahl    der  diepo- 

Klen  Elemente,  durch  welche  eine  beliebige  Aie   eines  AxensyetemB  be- 

mint  wird,  lim  eine  Einheit  kleiner,  als  die  Stufe  desselben  (n  —  1   für 

'  Stufe)    und    da  hier  5  —  x  Elemente    unbestimmt   sind,   so    ist   die 

luung  der  Stufe  de»  Axeasystems  gleich  6  —  x. 

Da  Kwei    reciprocale    Axen    ihrer    Bedeutung    nach    vertaubcbbar    sind, 

.  die  eine  eine  Windungsaxe,  die  andere  eine  Dynamenaxe  oder  umge- 

I  sein   kann ,    so    folgt ,   dass    mit   dem    Studium   des    Axensystems   x*" 

liugleich  dus  Studium  des  Aieusystems  6  —  x"^"  Stufe  erledigt  ist. 

Jedes  KrBftesystem ,  welches  einer  Dynamo  um  eine  Axe  des  recipro- 

bn  Systems   äquivalent  ist,    hält  am   Punktsystem   Gleichgewicht,     Der 

perstuid  oder  Zwang,  welchen  die  Bedingungen,    welche  die  Reweglicb- 

;   des    PunklsyalemB    beschranken,    diesem    auferlegen,    kann  durch    eine 

um  eine  solche  Axe  reprSsentirt  werden, 

'  wollen  noch  die  Anzahl  der  Bedingungen  aufsuchen,  welche  ein 
isyslem  x"'  Stufe  bestimmen.  Da  das  Axensystem  durch  x  Axen  be- 
iDiDt  ist  und  jede  Axe  5  Bedingungen  erfordert,  so  würden  SxBedjn- 
erfUlten  sein.  Allein  damit  wären  x  speciell  gewählte  Äsen 
[eben.  Es  ist  aber  nur  erforderlich,  dass  überhaupt  irgend  5  Axen  det 
9  gegeben  seien.  Nun  kann  man,  um  eine  beliebige  Are  des  Systems 
I  bsitimmeu,  x  ~  1  Grflssen  (nämlich  die  Verhältnisse  von  k  Amplituden  i 
bbahrlich  wKhIen;  dies  gibt  für  x  Axen  x  (x  —  l)  willküfarlich  wHlilbare 
Daher  sind  unter  den  5x  Bedingungen  x  (*  —  l)  willkührlich 
Ubue  Bedingungen ,  also  nur  5x  —  x  fx  —  l)  ;=  x  [ö  —  x)  absolut 
lllirendig«  Bedingungen  fllr  die  Bestimmung  des  Axensystems  k'°' Stufe, 
BAxenaystem  k"' Stufe  ist  daher  durch  x  (6  ~  x)  Bedingungen 
pptimmt.  Da  der  Auadmck  x  (6  —  xl  sj-mmetrisch  in  Bezug  auf  x  und 
1  Ut,  d.  h.  ungeKndert  bleibt,  wenn  x  mit  6  —  x  vertauscht  wiid, 
Ifidgt,  daas  ein  Axensystem  und  das  Ihm  recijirocale  durch  dieselbe  An- 
I  Ton  Bedingungen  bestimmt  wird. 
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§.  15.  Für  die  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ist  es  von  grosser  Wichtigkeit,  sämmtliche  virtuelle  Windungen 
übersehen  zu  können,  deren  ein  in  seiner  Beweglichkeit  besohr&nktes  lu- 
veränderlich  es  System  fähig  ist.  Die  Ball'sche  Theorie  der  reciprocalen 
Axenparameter  löst  diese  Frage  in  ausgezeichneter  Weise.  Die  B.  I,  S.  293tL£ 
erwähnten  Fälle  gehören  hieher. 

1.    Ein  unveränderliches  System  besitzt  Freiheit  erster  Stufe,  wenn 

es  in  meiner  Beweglichkeit  so  beschränkt  ist,  dass  es  blos  um  eine  einzige 

Axe  a  eine  Windung  von   bestimmtem  Parameter  ^a  erleiden  kann.    Ffiof 

Bedingungen  sind  erforderlich,  um  den  Axenparameter  zu  bestimmen.    Ab 

specielle  Beispiele  gehören  hieher  die  Rotation  um  eine  feste  Axe,  woftr 

Iht  =  0  und  das  Gleiten  längs  einer  festen  Axe,  wofür  pa  '^^  oo  iBt  Du 

Axensystem  dieser  Stufe  reducirt   sich  auf  eine  einzige  Axe.    Das  recipro- 

cale  Axensystem   ist   ein   System    fünfter   Stufe;   es   enthält   alle   Axen  d, 

welche  die  Bedingung 

(pa  +  P»)  cos  A  —  d  sin  A  =  0 

erfüllen,  worin  d  den  Abstand  der  Axe  O  von  a  und  X  den  Winkel  be- 
zeichnet, den  beide  mit  einander  bilden.  Jede  Axe  des  Raames  gehört 
dies«.'m  Axensystem  an,  wenn  ihr  ein  bestimmter  Parameter  zuertheilt  wixd. 
iJenn  für  eine  bestimmte  Axe  sind  d  und  X  bekannt  und  dient  diese  Be- 
dingung daher  dazu,  jt,*^  zu  bestimmen.  Durch  einen  gegebenen  Pnnkt  A 
des  Kaum  es  geht  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Axen,  welche  zu  u 
reciprocal  sind  bei  verschiedenen  Parametern.  Alle  zu  a  reciprocalen  Axen 
dieses  Punktes,  welche  einen  bestimmten  Parameter  besitzen,  bilden  daher 
oine  f:  in  fache  Mannigfaltigkeit  und  alle  Axen  des  Raumes  von  demselben 
Parameter  einen  Liniencomplex.  Wir  werden  zeigen,  dass  dieser  Gom- 
plex  vom  ersten  Grade  ist.  Zeigen  wir  dies  zunächst  tfir  den  Para- 
met<fr  Null  und  dann  allgemein.  Durch  eine  unendlichkleine  Windimg 
um  a  beschreibt  A  ein  Schraubenelement  ÄÄ'*^  alle  zu  diesem  Elemente 
normalen  Geraden  ^ind  Richtungslinien  von  Kräften  (Dynamen  vom  Para- 
meter Null),  deren  Arbeit  Null  ist;  mithin  sind  dieselben  zu  a  reciproeal 
für  den  Parameter  Null.  Denkt  man  sich  nun  eine  Axe  t^  mit  dem  Fftra- 
meter  jßa  -f-  x,  zusammenfallend  mit  der  Axe  a,  so  sind  alle  Axen  f»  Tom 
Parameter  Null,  welche  zu  i;  reciprocal  sind  und  durch  j1- gehen,  senk- 
recht zu  Aä'  und  liegen  folglich  in  einer  Ebene.  Die  Axen  i}  und  p 
bleiben  aber  reciprocal,  weun  man  vom  Parameter  von  i}  die  GhrQese  %  snb- 
trahirt  und  jenem  Parameter  von  fi  dieselbe  Grösse  addirt,  weil  dadaroh  der 
vii-t.iielle  Coeiücient  beider  Axeu  Null  bleibt.  Daher  sind  alle  Axen  vom 
Parameter  x,  welche  mit  den  Axen  fi  zusammenfallen,  reciprocal  lorAxaor 
mit  dem  Parameter  pu  und  liegen  mithin  alle  solche  Axen  in  emsr  Ebene. 
Es  bilden  daher   alle  zu  a  mit  dem  Parameter  a  reciprocalen 


^.%  f.  1^     "Preflidt  2.  Stuft  dee  nsTertBaerHrtieii  Syrtems. 


231 


oiencomplex  ereien  Grades.  Umgekelirt  kann  in  jeder  Ebene  ein  Punkt  .4 
n  nerdeu ,  dessen  Stralen  in  der  Ebene  Axen  vom  Parameter  k 
äoiprocal  au  et.  Jedem  Werthe  k, ,  Xj,  ...  des  Parametern  k  ent- 
rioht  ein  bestimmter  Funkt  Ä,,  Äj,  . .  .  der  Ebeae  und  alle  solche  Punkte 
ft,  Af,  ...  liegen  in  einer  Geraden,  welcbe  durcb  den  Schnittpunkt  der 
■ene  mit  tt  bindurchgebt  und  u  rechtwinklig  trifft.  Denn  die  Gerade 
%A^  mnBE  reciprocal  zu  a  üein,  sowohl  ftlr  den  Parameter  K[,  als  auch 
I  und  dies  kann  nur  der  Fall  sein,  wenn  Ä^A^  die  Aie  a  rechtwinklig 
meidet.  SSmmtliche  den  verschieden en  Wertben  von  x  entsprechenden 
iniencomplexe  reciprooaler  Äsen  zu  a  haben  daher  die  Conpruenz  aller  zu 
f  »enkrechten  Geraden  gemein. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  Jede  ^xe  des  Raumea  die  Axe  einer 
lanio  vom  bestimmten  Parameter  sein  kann,  welche  einem  an  dem  um 
t  itindbaren  System  im  Gleichgewicht  befindlichem  Erfiftesj^tem  Sqiii- 
mi  ist. 
Wird  das  Pirnktsystem  blos  von  der  Schwere  affieirt,  welche  einer 
Dyname  vom  Pai-ameter  Niül  und  der  Verticalen  des  Massenmittelpunktes  Si 
«la  Axe  äquivalent  tat,  so  folgt,  das»  diese  Verticale  fUr  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts in  die  Normalebene  des  Linieuelements  fallen  muss,  welches  .V  in 
Folge  der  Windung  um  u  beschreiben  würde. 

'i.  Kann  ein  imverSnderUches  System  Windungen  um  zwei  Axen  mit 
bestimmten  Parametern  erleiden,  so  kann  es  um  jede  Aie  des  durch  sie 
beetinuuten  Cylindroids  gewunden  werden.  Ein  unveränderliches  System 
beoiitit  Freiheit  zweiter  Stufe,  wenn  es  blos  um  die  Axen  eines  gegebenen 
Cyllndroiils  gewunden  werden  kam).  Das  Aienäystem  dieser  Stufe  besteht 
nus  den  Axen  des  Cylindroids.  Acht  Bedingungen  geniigen,  um  das  Cylin- 
draid  zu  bestimmen;  nümlich  4  bestimmen  die  Doppellinie,  '2  weitere  die 
Endpunkte  der  Strecke,  welche  die  Fläche  auf  ihr  bestimmt,  imd  von  2 
ferneren  liefert  die  eine  die  Hiehlung  einer  Erzengungslinie,  die  andere  den 
Pwametur  derselben.  Die  zwei  das  (.'ylindroid  bestimmenden  Axeu  mit 
ihren  Panimetsrn  wUrdon  10  Bedingungen  erfordern,  allein  zwei  Bedingimgen 
bi«von  sind  zuviel,  da  offenbar  zwei  beliebige,  nicht  zwei  bestimmte  Axen- 
pornntelur  mir  Bestimmung  des  Cylindroids  erfordert  werden,  (S.  §.  14.  i 
Alle  Axen,  welche  zum  Cylindroid  reciprocal  sind,  bilden  nEich  §.  12  einen 
tiniencomplex  zweiten  Grades.  Jedes  KrSftesystem.  welches  einer 
I  von  gewissem  Parameter  dieses  reciprooalen  Äxensystems  Äqui- 
ileot  ijt,  behndet  sich  an  dem  unvertLnderlichen  System,  welches  Freiheit 
feiter  Stufe  heaitxt,  im  Gleichgewicht.  0er  Parameter  dieser  Dynome 
I  entgegengesetzt  gleich  sein  dem  Parameter  der  beiden  Axen  des  Cylin- 
,  welche  von  der  Äxe  der  Dynanie  geschnitten  werden  und  gleichen 
rftmet«r  besitzen. 
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Eine  einzelne  Kraft  wird  an  dem  System  im  Gleichgewicht  gehalten, 
wenn  sie  die  Axen  des  Cylindroids  vom  Parameter  Null  beide  schneidet. 
Am  System,  welches  der  Schwere  allein  unterworfen  ist,  findet  Gleich- 
gewicht statt,  wenn  die  Verticale  des  Massenmittelpunktes  beide  Axen  des 
Cylindroids  vom  Parameter  Null  schneidet.  Jede  Dyname,  deren  Axe  der 
Doppellinie  des  Cylindroids  parallel  ist,  befindet  sich  am  System  im  Gleich- 
gewicht; so  z.  B.  jede  Dyname,  deren  Axe  mit  der  Doppelllinie  zusam 
menfiSllt. 

Ein  Punkt  P  des  Systems  mit  Freiheit  zweiter  Stufe  kann  nur  vir- 
tuelle Bewegungen  nach  allen  B,ichtungen  in  der  Tangentenebene  einer  Fläche 
haben.  Denn  es  seien  a,  ß  zwei  Axen  des  Cylindroids.  Die  unendlichkleine 
Windung  um  cc  führt  P  nach  P',  die  um  ß  nach  P'\  Die  unendlichkleine 
Windung  um  irgend  eine  Axe  y  des  Cylindroids  lässt  sich  aber  in  Win- 
dungen um  a  und  ß  zerlegen  und  kann  mithin  nur  Bewegungen  geben, 
deren  Componenten  in  die  Richtungen  PP^,  PP''  fallen,  sodass  sie  selbst 
also  nur  der  Ebene  PP*  P^'  angehören  können.  Durch  jeden  Punkt  des 
Raumes  kann  also  eine  Ebene  gelegt  werden,  auf  welche  die  Richtungen 
seiner  Beweglichkeit  beschränkt  sind.  Enthält  das  Cylindroid  zwei  Axen 
vom  Parameter  Null,  so  sind  die  virtuellen  Bewegungen  des  Systems  um 
sie  blosse  Rotationen;  Ebenen  durch  P  und  diese  Axen  schneiden  sich 
daher  in  einer  Geraden,  welche  normal  ist  zu  der  Ebene  aller  möglichen 
Bewegungen.  Die  Punkte  P  auf  einer  Axe  vom  Parameter  Null  können 
nur  einerlei  Bewegungen  haben,  um  welche  Axe  des  Cylindroids  das  System 
auch  gewunden  werden  möge.  Denn  eine  Windung  um  eine  Axe  X  vom 
Parameter  Null  ist  eine  Rotation  um  diese  Axe.  Eine  solche  kann  einem 
Punkt  auf  der  Axe  gar  keine  Bewegung  ertheilen.  Nun  kann  aber  die 
Windung  um  A  in  zwei  Windungen  um  zwei  andere  Axen  a,  ß  des  Cylin- 
droids gespalten  werden;  folglich  müssen  diese  dem  Punkte  entgegengesetzt 
gleiche  Bewegungen  ertheilen,  d.  h.  Windungen  um  die  Axen  a  und  ß  ver- 
schieben den  Punkt  in  derselben  Richtungslinie. 

3.  Kann  das  unveränderliche  System  Windungen  erleiden  um  drei 
Axen  a,  ß^  y  von  bestimmten  Parametern  j?«,  p^^  py,  welche  nicht  dem- 
selben Cylindroid  angehören,  so  kann  es  um  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit 
von  Axen  gewunden  werden.  Denn  da  es  um  a,  ß  Windungen  erleiden 
kann,  so  ist  es  Windungen  f&hig  um  alle  Axen  des  Cylindroids  (o,  ß). 
Irgend  eine  Axe  k  desselben  bestimmt  aber  mit  y  ein  weiteres  Cylindroid, 
um  dessen  sämmtliche  Axen  das  System  gewunden  werden  kann.  Wählt 
man  für  X  nach  und  nach  alle  Axen  des  Cylindroids  (a,  |3),  so  erhält  man 
als  Ort  aller  Axen,  um  welche  das  System  gewunden  werden  kann,  eine 
Schaar  von  Cylindroiden,  also  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Axen. 
Das  System  besitzt  Freiheit  dritter  Stufe,   wenn  es  um  keine  anderen 
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A.xeii  Windungen  erleiden  kann,  als  um  die  Axen  einer  durch  drei  Axen 
bestimmten  Schaar  von  Cylindroiden.  Alle  Axen,  welche  zu  diesen  Axen 
reciprocal  sind,  bilden  nach  §.14  eine  Axensystem  derselben  Stufe  und 
alle  Kräftesysteme  befinden  sich  an  dem  Punktsystem  im  Gleichgewicht, 
wenn  sie  einer  um  eine  der  reciprocalen  Axen  wirkenden  Dyname  äquivalent 
sind.  Die  Ordnung  der  Axen  in  dem  Axensystem  dritter  Stufe  und  dem 
ihm  reciprocalen  Axensystem  erhellt  deutlich  aus  dem  Satze:  Alle  Axen 
des  Systems  von  demselben  Parameter  x  bilden  die  eine  Schaar 
Erzeugungslinien  eines  einfachen  Hyperboloids,  während  die  Er- 
zeugungslinien der  andern  Schaar  desselben  als  Axen  vom  Para- 
meter —  X  dem  reciprocalen  Axensystem  angehören.  Denn  sind 
Py  9,  r  drei  Axen  des  Systems  vom  Parameter  x,  so  construire  man  drei 
Axen  A,  ft,  v,  welche  sie  alle  drei  schneiden  und  ertheile  ihnen  den  Para- 
meter —  X.  Da  zwei  Axen  von  entgegengesetzt  gleichen  Parametern,  welche 
sich  schneiden,  reciprocal  sind,  so  gehören  A,  /n,  v  dem  reciprocalen  System 
an.  Jede  andere  Axe,  welche  A,  fi,  v  schneidet  und  den  Parameter  x  be- 
sitzt, gehört  demnach  dem  System  an,  zu  welchem  Pj  q,  r  gehören.  Alle 
solche  liegen  aber  mit  p,  q,  r  auf  einem  Hyperboloid.  Lassen  wir  den 
Parameter  x  variiren,  so  erhalten  wir  eine  Schaar  von  Hyperboloiden,  deren 
Erzeugungslinien  der  einen  Art  das  eine  Axensystem  bilden,  während  die 
der  andern  Art  das  ihm  reciprocale  Axensystem  zusammensetzen.  Die 
Punkte  des  beweglichen  Systems  können  im  Allgemeinen  nach  jeder  Rich- 
tung des  Raumes  sich  bewegen.  Denn  nimmt  man  drei  Axen  des  Axen- 
Systems  und  ertheilt  dem  System  unendlichkleiue  Amplituden  um  sie,  so 
entsprechen  diesen  drei  verschiedene  Elementarwege  eines  Systempunktes; 
da  aber  die  drei  Amplituden  willkührlich  sind,  so  kann  aus  der  Zusammen- 
setzung derselben  jede  Richtung  für  die  resultirende  Bewegung  folgen. 

Man  kann  zeigen,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  drei  Axen  des 
Axensystems  hindurchgehen.  —  Ein  unveränderliches,  um  einen  Punkt  dreh- 
bares System  besitzt  Freiheit  dritter  Stufe. 

4.  Ein  unveränderliches  System  besitzt  Freiheit  vierter  Stufe,  wenn 
es  Windungen  erleiden  kann  um  alle  Axen  eines  Liniencomplexes  2.  Grades, 
welcher  einem  Cylindroid  reciprocal  ist  Alle  Kräftesysteme  sind  an  einem 
Punktsystem  mit  Freiheit  vierter  Stufe  im  Gleichgewicht,  wenn  die  Dyna- 
men  äquivalent  sind,  deren  Axen  dem  Cylindroid  angehören. 

5.  Ein  unveränderliches  System  besitzt  Freiheit  fünfter  Stufe,  wenn 
es  Windungen  erleiden  kann  um  alle  Axen  des  Raumes,  welche  zu  einer 
einzigen  *Axe  reciprocal  sind.  Für  jede  Grösse  des  Parameters  bilden  die 
XQgebörigen  Axen  einen  Liniencomplex  1.  Grades.  Fünf  Axen  bestimmen 
das  Axensystem  5.  Stufe. 

6.  Ist  das  System  um  6  Axen  windbar,  so  kann  es  um  jede  Axe  des 


i.  ... 
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Raumes  gewunden  werden.  Denn  nach  der  Formel  x  (6  —  x)  für  die  An- 
zahl der  Bedingungen  des  Axensystems  x**^'  Stufe  folgt  für  x  =  6,  daes 
das  Axensystem  6^'  Stufe  keine  Bedingung  erfordert,  also  jede  Axe  des 
Raumes  ihm  angehört.  Das  System  ist  absolut  frei.  Das  reciprocale  Axen- 
system reducirt  sich  auf  Null;  es  gibt  keinen  Zwang  und  keine  Beschrän- 
kung der  Beweglichkeit.  Für  blose  Rotationen  (Windungen  vom  Parameter 
Null)  wurde  dieser  Satz  bereits  von  Möbius  aufgestellt  (Ueber  die  Zu- 
sammensetzung unendlichkleiner  Drehungen;  Grelle,  Journal  B.  XVIII, 
p.  189). 

§.  16.  Die  in  diesem  Capitel  entwickelte  Theorie  der  Windungen 
und  Dynamen  kann  auch  auf  veränderliche  Systeme  ausgedehnt  werden. 
In  dieser  Hinsicht  ist  ein  Satz  von  Wichtigkeit,  der  für  Rotationen  gleich- 
falls von  Möbius  (Grelle,  Journal  XVIII,  p.  211)  aufgestellt  wurde.  Es 
seien  A^^  A^^  ...  A^  sieben  unveränderliche  Systeme  (Körper)  und  sollen 
A^  und  A^  um  die  gemeinsame  Axe  a^^^  A^^  A^  ebenso  um  023,  A^y  A^ 
um  a^^y  ...  Aq  und  A^  um  a^^  gewunden  werden  können.  Man  winde, 
während  A^  ruht,  A^^  ^3,  ...  A^  zusammen,  wie  ein  unveränderliches 
System  unendlich  wenig  um  a^gi  hierauf,  während  A^  und  A^  inihen,  ^3, 
A^y .  ,  .  A^  als  unveränderliches  System,  um  a^^  gleichfalls  unendlich  wenig; 
ebenso  A^^ , . ,  A,j  um  a^^  u.  s.  f.,  schliesslich  A^  um  a^^.  Nach  allen  diesen 
Windungen  wird  A>j  in  eine  Lage  gelangt  sein,  welche  es  erreicht  haben 
würde,  wenn  es  der  Reihe  nach  oder  auch  gleichzeitig  um  alle  6  Axen  a^^^ 
^23  f  •  •  •  ^67  dieselben  unendlichkleinen  Windungen  erlitten  hätte.  Da  das 
System  der  Körper  A^^  A^^  ...  A^  durch  die  sechs  Windungen  in  jede 
von  der  ursprünglichen  unendlich  wenig  verschiedene  Lage  gebracht  werden 
kann  und  da  ein  um  6  Axen,  welche  nicht  einem  Axensysteme  der  5^^ 
Stufe  angehören,  windbares  System  in  jede  beliebige  Lage  gebracht  werden 
kann,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Wenn  von  mehreren  unveränderlichen  Systemen,  in  be- 
stimmter Ordnung  genommen,  je  zwei  aufeinanderfolgende  um 
eine  gemeinsame  Axe  gewunden  werden  können,  so  hat,  wenn 
das  erste  derselben  ruht,  erst  das  siebente  vollkommen  freie 
Beweglichkeit  und  zwar  auch  nur  dann,  wenn  die  sechs  Axen, 
welche  die  sieben  Systeme  mit  einander  verbinden,  unabhängig 
von  einander  sind,  d.  h.  keinem  Axensystem  fünfter  Ordnung 
angehören. 

Möbius  führt  als  Beispiel  hiezu  an,  dass  die  Fussgelenke  der  Krebse 
und  ebenso  die  Körpertheile  derselben,  an  welchen  die  Scheeren  sitzen, 
sechs  Glieder  haben,  welche  unter  sich  and  mit  dem  übrigen  Körper  durch 
sechs  Axengelenke  verbanden  sind.    Hiedhirch  wird  es  möglich,  dass  die 
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Endglieder  der  Fttsse  und  die  Scheeren  vollkommen  freie  Beweglichkeit 
erlangen. 

Wir  können  hier  nicht  tiefer  auf  die  Beweglichkeit  und  das  Gleich- 
gewicht von  Kräften  an  Gelenksjstemen  oder  Ketten  eingehen,  deren  Theorie 
heutzutage  zu  einem  besondern  Zweige  sich  herausgebildet  hat  und  in  den 
Anwendungen  als  theoretische  Maschinenkinematik  Gegenstand  eines  sorg- 
fältigen Studiums  ist.  (Vgl.  Reuleaux,  theoretische  Kinematik;  Grashof, 
theoretische  Maschinenlehre,  B.  II.) 

§.  17.  Die  Ball'sche  Theorie  bestätigt  und  erweitert  den  Satz,  dass 
dieselben  Gesetze  die  Zusammensetzung  und  das  Gleichgewicht  der  Winkel- 
geschwindigkeiten (einschl.  der  Translationsgeschwindigkeiten)  und  die  Zu- 
sammensetzung und  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  beherrschen,  welcher  ein 
Ausfluss  des  Umstandes  ist,  dass  beiden  Lehren  dieselbe  Theorie,  nämlich 
die  der  Strecken,  als  Grundlage  dient.  Man  kann  fast  jedem  Satze  der 
Kinematik  der  Geschwindigkeiten  einen  analogen  der  Theorie  der  Kräfte 
gegenüberstellen,  indem  man  „Winkelgeschwindigkeit*^  mit  „Kraft*^  und  „Trans- 
lationsgeschwindigkeit^'  mit  „Kräftepaar'*  vertauscht.  Die  Erweiterung  be- 
trifft einerseits  die  Verallgemeinerung  der  Kräfte  zu  Dynamen  und  der 
Botationen  zu  Windungen,  andererseits  die  Untersuchung  der  Bedingungen 
der  Beweglichkeit  unveränderlicher  Systeme.  Mit  dem,  was  wir  hier  von 
dieser  Theorie  mitgetheilt  haben,  ist  dieselbe  nur  in  den  Grundzügen  dar- 
gestellt und  auch  nur  soweit,  als  sie  die  Kinematik  und  die  allgemeine 
Theorie  der  Kräfte  betrifft;  in  der  Kinetik  werden  wir  auf  sie  zurückkom- 
men. Auch  die  Statik  verdankt  ihr  noch  manche  Entwickelung,  welche  an 
den  Inhalt  unseres  Cap.  III  anknüpft. 
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XI.  Capitel. 

Astatisches  Gleichgewicht  und  astatische  Aeqtdvalens  von  Kräfte- 
systemen  am  unveränderlichen  Punktsystem. 

§.  1.  Für  die  bisherigen  Untersuchungen  waren  die  Angriffspunkte 
der  Kräfte  nichts  Wesentliches;  sie  waren  beliebig  wählbar  auf  den  Rich- 
tungen derselben,  dagegen  hatten  die  Kraftrichtungen  eine  ganz  bestimmte 
Lage  im  Punktsystem,  an  welchem  die  Kräfte  angriffen.  Für  die  Unter- 
suchungen des  vorliegenden  Capitels  werden  wir  umgekehrt  die  Voraus- 
setzung machen,  dass  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  bestimmte  Punkte  seien, 
dass  aber  die  Kräfte  selbst  ihre  relative  Lage  gegen  das  Punktsystem 
ändern  können,  sei  es  dadurch,  dass  das  Punktsystem  eine  Aenderung  seiner 
Lage  erleidet,  während  die  Kräfte  sich  geometrisch  nicht  ändern,  d.  h.  ihre 
Intensitäten,  Richtungen  und  ihren  Sinn  beibehalten,  während  die  Angriffs- 
punkte sich  bewegen  oder  auch  dadurch,  dass  das  Punktsystem  ruht  und 
dem  Kräftesystem  eine  Lagenänderung  ertheilt  wird.  Beide  Arten  der  rela- 
tiven Lagenänderung  lassen  siqh  auf  einander  reduciren.  Erleidet  nämlich 
das  Punktsystem  irgend  eine  Schraubenbewegung,  während  die  Kräfte  sich 
geometrisch  nicht  ändern,  so  wird  dadurch  eine  Aenderung  der  relativen 
Lage  der  Kräfbe  gegen  das  Punktsystem  eintreten;  lässt  man  aber  die 
Lage  des  Punktsystems  ungeändert,  während  man  allen  Kräften  die  ent- 
gegengesetzte Schraubenbewegung  um  Axen  ertheilt,  welche,  der  Axe  jener 
Schraubenbewegung  parallel,  durch  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  gelegt 
werden,  so  wird  dadurch  dieselbe  Aenderung  der  relativen  Lage  beider, 
des  Systems  der  Kräfte  und  des  Systems  ihrer  Angriffspunkte,  eintreten. 
Durch  eine  solche  Aenderung  der  relativen  Lage  beider  Systeme  wird  im 
Allgemeinen  die  Wirkung  der  Kräfte  in  Bezug  auf  das  Punktsystem  sich 


\ 


Kl.  Th„  Cap.  XI,  §§  l 


A^tatiEcIier  Ann. 


a37 


tdoRL  War  z.  B.  das  KrUI'tesyatem  an  dem  Punktsystem  in  der  iirsprliDglichen 
!  im  ßleichgowiciit,  ho  wird  dies  Gleicfagemcbt  im  Allgemeinen  ge- 
plrt  werden  und  nur  unter  gewissen  Bedingungen  fort  bestehen;  war  das 
tfiftesj'Stein  ursprUngUcJi  einer  Einzelkraft  äquivalent,  so  wird  dies  nachher 
^ht  mehr  der  Fall  sein  u.  a.  w.  Alle  Untersuchongen,  welche  die  Frage 
Jetreüen,  wie  die  Wirkung  eines  Kräfteeystems  auf  ein  gegebenes  Punkt- 
syetera  sich  ändert,  wemi  die  relative  Lage  beider  ohne  Verlindevuny  der 
Angriffspunkte  eine  Äenderung  erleidet,  kann  man  unter  dem  Namen  der 
IjA Statik"  Kusamnienfassen.  Besteht  f..  B.  das  Gleichgewicht  trotz  der 
inderung  fort,  ho  nennt  man  dasselbe  astatisohee  Gleichgewicht;  be- 
Iteht  die  Aeijuivalenz  eines  KrSftesjstems  mit  einem  andern  unter  derselben 
■diognng  fort,  so  heisst  dieselbe  eine  asiatische  Äequivalenz. 

Eine  Translation  des  Punktsystems  vermag  die  relative  Lage  dieses 
lies  KrBftesystetns  nicht  r.u  ändern;  es  ist  daher  nur  der  Einäuss  der 
tation  auf  die  Wirkung  des  Kräftesystems  zu  prüfen.  Da  aber  jede  Ro- 
I  um  eine  Äie  Squivalent  ist  einer  Rotation  um  eine  parallele  Ase 
l  Varbindung  mit  einer  Translation,  so  braucht  man  blos  die  Rotation 
I  die  Axen  eines,  übrigens  willkUhrlich  wählbaren  Punktes  des  Systems 
I  berDcksichtigen. 

§.  2.    Von  den  Transformationen,  welchen  wir  bisher  die  KrBftesysteme 

atorwarfem,  besteht  die  Zusammensetzung  der  Kräfte,  welche  an  ein  und 

mselben  Punkte  angreifen,  auch  in  der  Ästalik  fort,   falls    der  Ängriffn- 

tnlrt  der  Resultante  derselbe  Punkt  ist;  ebenso  die  Zusammensetzung  der 

Jlelkraftes  wenn  die  Resultante  am  Mittelpunkte  der  Parallelkrafte  an- 

Die   Verlegung    eiuer   Kraft    an    einen    andern  Angriffspunkt    bleibt 

snägeschloseen ,    da    sie    auf    der    ZufUgung    zweier    entgegengesetzt 

iber  Krftftu  beruht,  weiche  bei  der  Lagenänderung  des  Systems  in  ein 

tepaar   Übergehen,   welches   mit   der  an   den  neuen   AngriÖ'spunkt  ver- 

m  Kraft  waammeu  nicht  mehr  der  ursprünglichen  Kraft  äquivalent  ist. 

Ell!    Kräftepaar    ändert    sich    durch    liie    Lagen Hnderung    des  Systems, 

I   Ebene    und  sein  Arm    werden  anders.     Wir  wollen    die  Verbindungs- 

Kkon   der  Angriffspunkte   seiner  Seitenki-öfte    seinen   astatischen  Arm 

Derselbe   ist  eine  unveränderliche  Länge,    während  seine  Neigung 

^n  die  Seitenkräfte  nicht  uotbwendig  ^  n  zu  sein  braacht,  vielmehr  mit 

r  Log*  de«  i^ystema  wechseil.    Füllt  er  mit  der  Richtung  dieser  ^usam- 

I,  BO  Terschwindet  das  Paar,    Man  siebt  sofort,  dass  mau  den  astatischen 

I  fiines   Paares  ohne   dessen  Wirkung  /u    ändeiTi   mit  einer  Zahl   multl- 

I  oder  dividiren  daif,  wenn  man  die  Seiteukriifte  deaaelhen  mit  der- 

1  Zahl  dlvidirt  oder  multipUcirt.    Denn  das  Moment,  die  Axo  und  der 

'   Paarux    werdvn   dadurch    nieht    geändcirl.     Ebenso    darf  mau   den 

1  dM   Paares  jiarailel  mit  eich  verlegen;  drehen  darf  man  dönaelben 


« 
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jedoch  nicht.  Auch  kaDn  man  ein  Paar  in  mehrere  andere  zerlegen.  Es 
ist  hiezu  nur  nöthig,  dass  der  astatische  Arm  des  resultirenden  Paares  die 
geometrische  Summe  der  astatischen  Arme  der  Zerlegungspaare  seL  Denn 
ist  AB  der  astatische  Arm  eines  Paares  von  den  Seitenkräften  P,  —  P, 
so  nehme  man  irgend  einen  Punkt  C  an  und  betrachte  ihn  als  Angriffs- 
punkt zweier  entgegengesetzt  gleicher  Kräfte  von  der  Intensität  und  Rich- 
tung wie  P,  —  P,  so  erhält  man  durch  eine  andere  Gruppirung  der  Kräfte 
statt  des  ursprünglichen  Paares  zwei  ihm  äquivalente  von  den  Armen  AC 
und  CB\  es  ist  aber  zugleich  [ÄC]  +  [^-ß]  =  [-^^J-  Ebenso  kann  ein 
Paar  in  drei  andere  zerlegt  werden.  Man  kann  daher  ein  Paar  auch  er- 
setzen durch  drei  Paare,  deren  astatische  Arme  in  die  Bichtungslinien  dreier 
Axen  OXy  OY^  OZ  fallen,  welche  sich  in  0  schneiden.  Denn  man  ver- 
lege den  Arm  des  Paares,  so  dass  0  dessen  Anfangspunkt  wird  und  pro- 
jicire  denselben  auf  die  drei  Axen,  indem  man  die  Projection  auf  eine  Axe 
durch  eine  Ebene  ausführt,  parallel  den  beiden  andern  Axen.  Die  Pro- 
jectionen  des  Armes  werden  die  astatischen  Arme  der  drei  Paare  sein, 
welche  zusammen  bei  derselben  Seitenkraft  dem  gegeben  äquivalent  sind. 
Auch  kann  man  weiter  diese  Ajrme  auf  die  Einheit  reduciren,  indem  man 
die  Seitenkräfte  mit  ihnen  multiplicirt. 

§.  3.  Ein  Kräftesystem  P,  P\  P"  . . .  P,-  sei  an  einem  freien  unver- 
änderlichen System  im  Gleichgewicht;  man  ertheiit  diesem  System  eine 
Botation  um  eine  Axe  fi  von  beliebiger  Amplitude  tp*  Wir  wollen  die  Be- 
dingungen für  das  Fortbestehen  des  Gleichgewichts  nach  der  Rotation  auf- 
•  suchen.  Wählen  wir  /n  zur  ;er-Axe  eines  rechtwinkligen,  dem  Punktsystem 
angehörigen  und  mit  ihm  beweglichen  Coordinatensystems  mit  beliebigem 
Ursprung  0  auf  ft  und  setzen 


=  SxY, 

82  ^^^  ^^  ^y 


«13  =  £xZ^ 

ao«  =  £yZ, 
=  £eZ, 


"23 

a 


33 


«28  —  «82  =  Ö» 
—  «13  =  0, 
«21  =  0 


a, 


31 


«12  — 


^  =  0, 

B  =  0, 

C  =  0, 

die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  vor 
der  Rotation.  Nach  der  Rotation  sind  die 
Componenten  X,-,  Yi  der  Kräfte  Pj  andere 
X'i',  1y  geworden,  während  die  Componenten 
Zi  und  Coordinaten  der  Angriffspunkte  dieselben  sind.  Indem  man  die 
Componenten  X,-,  Y^,  Zi  nach  den  Coordinatenaxen  in  der  neuen  Lage  zer- 
legt, ergibt  sich  (Fig.  73) 


Flg.  73. 
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X*  =  Xi  cos  q>  -f-  Yi  sin  9, 
r,'  =  ■—  Xi  sin  q>  +  ^1  cos  9? 

und  werden  daher  die  Bedingungen  des  Gleichgewichte  nach  der  Rotation 
£X  =  0^  £Y'  =  Oy  iS;Z'  =  0,  ais'— a32  =  0,  oii  —  ai3  =  0,  a'12  — fl4i  =  0, 

oder  entwickelt 

il  cos  <p  -{-  B  sin  (p  =  0^  a^^  sin  <p  -}-  a^^  (l  —  cos  9?)  =  0, 

—  J.  sin  9  -f"  -^  cos  9?  ==  0,  flfj3  (1  —  cos  <p)  —  n^^  sin  (p  =  0^ 

(7=0,  («i^  -|-  a^g)  sin  9?  =  0. 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  sind  von  selbst  erfüllt,  d&  Ä  =  JJ  =  C  =  0 
ist;  eliminirt  man  aus  den  drei  letzten  einmal  a^^,  das  andere  mal  a^^j  so 
erhält  man  statt  ihrer 

«13  (1  —  cos  9)  =  0,     Ogg  (1  —  cos  9)  =  0,     (flu  +  flgä»)  sin  9?  =  0. 

Sollen  diese  Gleichungen  für  alle  Werthe  von  gp  bestehen,  so  müssen 
0,3  «=  0,  (^  =  0^  «11  +  «22  *=*  ö  8®i°-  Dieselben  sind  für  alle  Wertjie 
Ton  q>  erfüllt,  sobald  sie  es  für  irgend  einen  von  tc  verschiedenen  Werth 
dieser  Grösse  sind.  Die  Bedingungen  für  das  Fortbestehen  des  Gleich- 
gewichts vor  und  nach  der  Rotation  sind  also 

^  =  0,  0,3  — O5,  =  0,  ai3  =  0,  A=0,  023  =  0,    03^  =  0 

^  =  ö,  081  — «18  =  01  «23  =  Ö     oder     5=0,  a3ji  =  0,    0,3  =  0, 

C»=0,    ««  —  021  =  01    «11  +  ^22=^»  0=0,    «12  =  «21 7    «11  +  «22  =  Ö- 

Man  kann  also  den  Satz  aufstellen: 

Ist  ein  Eräftesystem  an  einem  unveränderlichen  Punkt- 
system in  zwei  Lagen  im  Gleichgewicht,  so  besteht  dasselbe  für 
alle  Lagen  fort,  welche  es  durch  Rotation  um  die  Axe  erreichen 
kann,  welche  die  Doppellinie  der  beiden  Lagen  ist,  vorausge- 
setzt jedoch,  dass  jene  beiden  Lagen  nicht  symmetrisch  zu  der 
Axe  sind. 

Eine  Axe,  durch  Rotation  um  welche  das  Gleichgewicht  des  Systems 
nicht  gestört  wird,  heisst  nach  Möbius  eine  Gleichgewichtsaxe  des 
Krftftesystems. 

Dass  die  9  Gleichungen  die  Bedingung  enthalten,  dass  das  Krftfte- 
system  ausser  der  ursprünglichen  Lage  auch  noch  für  eine  andere  Lage 
im  Gleichgewichte  sei,  ist  leicht  zu  sehen.  Legt  man  nämlich  durch  alle 
Angriffspunkte  Parallellinien  zu  fi  und  dreht  sämmtliche  Kräfte  um  |  n  um 
sie  als  Axen  um,  so  gehen  die  Componenten  X,  Y,  Z  über  in  —  F,  X,  Z. 
Stellt  man  für  dies  neue  Kräftesystem  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
Mf,  80  lauten  sie 
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£Y=0, 

y  z 
X  Z 


0, 


2;x  = 

Z         X 


0, 
=  0, 


2;z  =  o, 

X      y 
-Y,  X 


0, 


d.h.     ^=0,  J?=0,  (7=0,  «28  — «ai^Ö,  a82  +  «i3=Ö»  Oii  +  «22=0, 

welche  nichts  anderes  sind,  als  Combinationen  jener  9  Gleichungen.  Daher 
enthalten  diese  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  für  eine  Drehung  der 
Kräfte,  oder  des  Punktsystems  um  ^n  um  Axen  parallel  fi,  resp.  um  die 
Axe  fi  selbst. 

Die  drei  zu  den  Bedingungen  des  ursprünglichen  Gleichgewichts  hin- 
zutretenden Gleichungen  a^g  =  0 ,  023  =  0 ,  a^^  +  032  =  0  drücken  in  Ver- 
bindung mit  -4  =  0,  ^  =  0  aus,  dass  die  Kräfte  —  F,  X,  0,  d.  h.  die 
Projectionen  X,  Y  der  Kräfte  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  nach 
der  Drehung  um  ^tc  für  sich  im  Gleichgewicht  sind;  denn  die  Bedin- 
gungen hierfür  sind 


2;r  =  o,  2;x  =  o,  2 


y  z 

X  0 


0,  2; 


z 
0, 


X 


0,   z 


X      y 

-r,  X 


=  0. 


Da  nun  nach   der  Drehung  das   ganze  Kräftesystem  im  Gleichgewicht  ist, 
so  kann  man  auch  behaupten: 

Die  Fortdauer  des  Gleichgewichtes  von  Kräften  an  einem 
unveränderlichen  Punktsystem,  welches  um  eine  Axe  fi  rotirt, 
ist  gesichert,  sobald  das  System  der  Kraftcomponenten  parallel 
zur  Axe  fi  für  sich  im  Gleichgewicht  ist  und  das  Gleichgewicht 
der  Projectionen  der  Kräfte  auf  eine  zu  fi  senkrechte  Ebene 
durch  die  Drehung  nicht  gestört  wird. 

Man  kann  diesen  Satz  ohne  Rechnung  so  beweisen. 

Zerlegt  man  alle  Kräfte  P  in  den  Angriffspunkten  A  in  Componenten  Z,  Q, 
parallel  und  senkrecht  zu  /ü^  projicirt  das  ganze  Punktsystem  auf  eine  zu  fi  senk- 
rechte Ebene  E  und  bringt  in  den  Projectionen  a  der  Punkte  A  zwei  den  Kräften 
Q  parallele  und  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  Q^  —  Q  an,  so  wird  das  Kräfte- 
system äquivalent  dem  ebenen^  in  ^  an  den  Punkten  a  angreifenden  System  (^), 
dem  System  (Z)  der  zur  Axe  fi  parallelen  Kräfte  und  dem  System  (F)  der  Kräfte- 
paare  {Q,  —  Q\  deren  Seitenkräfte  in  A  und  a  angreifen.  Nun  seien  ursprünglich 
das  Kräftesystem  und  mithin  auch  die  drei  ihm  äquivalenten  Systeme  {Q),  (Z), 
(F)  im  Gleichgewicht.  Das  ebene  System  {Q)  ist  einer  Einzelkraft  oder  einem 
Paare,  (Z)  und  (F)  zusammen  sind  einer  Einzelkraft,  parallel  fi,  oder  einem  Paare 
äquivalent,  dessen  Ebene  mit  fi  parallel  ist  und  da  {Q)  mit  diesen  Einzelkräften 
oder  Paaren  nicht  im  Gleichgewichte  sein  kann,  so  müssen  (Q)  für  sich  und  {Z) 
und  (F)  zusammen  im  Gleichgewichte  sein,  d.  h.  es  muss  (Z)  und  (F)  jedes  be- 
sonders im  Gleichgewichte  sein  oder  beide  müssen  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Paare 
bilden.  Dreht  man  nun  das  Punktsystem  um  die  Axe  fi,  während  die  Kräfte  des 
Systems  ihre  Richtungen  beibehalten,  so  ist  mm  Fortbestehen  des  GleichgewiohteB 
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erforderlich,  dass  {Q)  für  sich  im  Gleichgewichte  bleibe ;  {Z)  erleidet  keine  Aende- 
rang,  ausser  dass,  wenn  es  sich  auf  ein  mit  (F)  Gleichgewicht  haltendes  Paar 
redncirte,  die  Ebene  dieses  Paares  nm  den  Rotationswinkel  des  Systems  gedreht 
wird.  (F)  aber  ändert  sich  wegen  des  fortdauernden  Parallelismns  seiner  Kräfte 
gar  nicht;  war  es  also  im  Gleichgewichte  oder  reducirte  es  sich  auf  ein  Paar,  so 
besteht  sein  Gleichgewicht  fort  und  bleibt  das  Paar  sich  selbst  äquivalent.  Das 
Paar  (Z)  kann  bei  der  Drehung  mit  dem  unveränderlichen  Paare  (F)  nicht  fort- 
während Gleichgewicht  halten;  daher  muss  (Z)  für  sich  im  Gleichgewichte  sein 
und  da  dies  das  Gleichgewicht  von  (F)  nach  sich  zieht,  so  ergibt  sich  der  Satz. 

§.  4.  Die  Kraft  ?7,  deren  Componenten  —  F,  X,  0  sind,  ist  pro- 
portional und  von  gleicher  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  v  des  End- 
punktes der  Kraft  P,  wenn  das  Punktsystem  aus  der  Gleichgewichtslage 
nm  die  Axe  fi  herausgedreht,  oder  sämmtliehe  Kräfte  um  Axen  parallel 
zu  fi,  welche  durch  deren  Angriffspunkte  gehen,  gedreht  werden.    Denn  ist 

CO    die  Winkelgeschwindigkeit    dieser  Drehung,    so  ist   v  =  w  (Z^  +  Y*)* 

und  sind  —r:(X«+  r«)^  X:(X2-fI^^,     0    ihre    Richtungscosinusse 

gegen  die  Axen,  da  sie  senkrecht  zu  dem  Abstände  (X^  -{-  Y^y  des  End- 
punktes von  der  Axe  ist.  Diese  Bemerkung  kann  man  benutzen,  um  ohne 
alle  Bechnung  die  Bedingungen  für  den  Fortbestand  des  Gleichgewichtes 
bei  der  Drehung  des  Systems  um  irgend  eine  Axe  des  Punktes  0  darzu- 
stellen. Denn  ist  o  die  Winkelgeschwindigkeit  um  sie  und  sind  p,  q,  r 
ihre  Componenten,  oder,  was  dasselbe  ist,  sind  diese  Grössen  im  umge- 
kehrten Sinne  genommen  die  Winkelgeschwindigkeit  und  ihre  Componenten 
fdr  die  Drehung  um  die  parallelen  Axen  für  die  einzelnen  Kräfte,  so  sind 
nach  B.  I,  S.  273 


Va 


q  r  \  ^     ^  P 

Y  ZV    ^^        \Z  X 


V, 


p  q 

X  Y 


die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v  des  Endpunktes  der  Kraft  U  und 
ist  U  proportional  v,  sind  ihre  Componenten  proportional  den  Grössen 
Vgy  Vpy  V,  und  stimmen  die  Richtungen  der  Kraft  und  ihrer  Componenten 
mit  den  Richtungen  von  v  und  Vx,  Vy,  Vg  überein.  Sind  X\  Y\  Z'  die 
Componenten  von  Z7,  so  ist  also 

X'      ^ r  _  z' 

qZ  —  rY  "^VX^yZ^  pY—  qX 

Nun  drückt  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  U  {X\  Y\  Z'),  an  den  Punkten 
«,  y^  e  angreifend,  den  Fortbestand  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  P  aus. 
Man  hat  daher  zunächst 

£X' ^qZZ—rZY^O,  ZT=rZX—pSZ=0,  ZZ'^rZY—pHX^O, 

welche  Gleichungen  vermöge*  2X  »=  0,  i^F»»  0,  SZ  ««  0  von  selbst  er- 
fUU  tmil,  Bowie  die  weiteren  drei  Gleichungen 

BoBSbbi  ÜMdunfk.  II.  16 
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2  {y//  —  z  Y)  =  0,-2;  {zX'  -  x7/)  =  0,    2:{x  1"  —  y X')  =  0, 

welche  die  eigentlichen  Bedingungen  des  Fortbestandes  des  Gleichgewichts 

sind.    Sie  gehen,  wenn  man  die  X',  Y\  7/  proportionalen  Grössen  einfügt 

p  q  r 

und   mit   Hülfe  von   —  -=  =  _     fü^.  ^^   q^   ^.    ^jg    Richtungscosinusse 

«         P         y 
a,  j5,  y  der  Axe  ^  einführt,  über  in: 

—  («22  +  «33)  «  +  «12  |5  +  «13  y  =  0, 

«21  «  —  («33  +  «11)  /5  +  «22  r  =  Ö, 

«31  «  +  «32  /^  —  («n  +  «22)  y  =  0. 

Aus  ihnen  folgt,   dass  zur  Existenz  einer   Gleichgewichtslage 
zwischen  den  Kräften  P  die  Bedingung  erfüllt  sein  muss: 


(«22  +  «33) »  « 


12  > 


a 


13 


a 


21) 


—  («83  +   «11)» 


a. 


23 


«i 


rtc 


=  0. 


'3n  "32»  («11  "r  «22) 

Ist  diese  Bedingung   erfüllt,   so    ergibt   sich   für   die  Richtung   der  Gleich- 
gewichtsaxe 

« ^ 

«12  «23  +  «13    («33  +  «11)  «13  «21   +  «23  («22   +  «33) 


(«22   +  «33)  («^3  +  «11)  —  «12 

Ist  eine  Axe  Gleichgewichtsaxe,  so  ist  es  auch  jede  ihr  parallele  Axe. 
Denn  die  Rotation  um  sie  ist  äquivalent  derselben  Rotation  um  jene  Axe 
in  Verbindung  mit  einer  Translation.  Eine  Translation  stört  aber  den 
Fortbestand  des  Gleichgewichts  nicht. 

§.  5.  Sollen  die  Bedingungen,  dass  eine  Axe  von  der  Richtung  {cißy) 
eine  Gleichgewichtsaxe  sei,  für  alle  Richtungen  bestehen,  soll  also  das  Kräfte- 
system für  alle  Lagen  des  Punktsystems  im  Gleichgewicht  sein,  so  müssen 
die  Gleichungen  erfüllt  sein: 

0^2  ^^=^  «21  ^^^  «13  ^^^  «31  ^^^  «28  ^^^  «82  *^^  ^» 
«11  +  «22  =  ^1        «22  +  «33  =  Ö>       «33  +  «11   =  ^i 

WOZU  noch  kommen 

^=0,     ^  =  0,     (7  =  0. 

Daher  sind  die  12  Bedingungen  des  astatischen  Gleichgewichts 
eines  Kräftesystems  an  einem  freien  Punktsystem: 

^  =  0,  o,i  =  0,  Ol,  =  0,  «13  =  0, 
B  =  0,  Oji  =  0,  028  =  0,  a^  ==  0, 
C  ==  0,      «81  =*  Ö»     ö$8  —  0,     Osj  =  0. 
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Sind  sie  erfüllt,  so  besteht  zwischen  den  Kräften  für  jede  Lage  des  Punkt- 
systems Gleichgewicht. 

Man  erkennt  leicht,  dass  im  Falle  des  astatischen  Gleichgewichts  das  Kräfte- 
System  auf  unzählige  Arten  in  drei  Systeme  von  Parallelkräften  zerlegt  werden 
kann,  von  denen  jedes  für  sich  im  Gleichgewicht  ist.  Zerlegt  man  nämlich  jede 
Kraft  P  (X,  Y,  Z)  nach  irgend  drei  Richtungen,  so  sind  ihre  Componenten  nach 
diesen  Richtungen  von  der  Form 

AX  +  ^r  +  vz,   x'x  +  ft'r  +  vz,   x"x  +  ^"y  +  v'z, 

wo  die   Coefficienten  X,  fi,  y,  ...  gewisse   Projectionsconstanten   sind.     Für   die 
Componenten  der  ersten  Richtung  z.  B.  ist  nun  ihre  Summe  oder  Resultante 

XZX  +  ii,ZY  +  vZZ  ^XA  +  ikB  -\-vC^Q 
nnd  die  Summe  der  Momente  für  die  Ebene  der  yz  gleich 

XZxX  +  ykZxY  +  vZxZ  ==  Xa,i  +  \i,a^^  +  va^^  =  0. 
Dasselbe  gilt  von  allen  übrigen  und  zwar  gilt  es  für  alle  Richtungen  und  für  alle 
Lagen  des  Systems.  Man  erhält  auf  diese  Weise  auch  12  Gleichungen,  welche 
erfüllt  sind,  wenn  die  12  obigen  erfüllt  sind.  Die  obigen  drücken  in  der  That 
dasselbe  für  die  rechtwinklige  Zerlegung  aus.  Man  schliesst  hieraus,  dass  die  Be- 
dingungen des  astatischen  Gleichgewichts  auch  für  schiefe  Coordinatenaxen  gelten. 

§.  6.  Für  die  Untersuchungen  der  Astatik  ist  die  folgende  Reduction 
der  Kräfte  auf  eine  Resultante  und  drei  Paare  von  Werth.  In  Bezug  auf 
ein  beliebiges  Coordinatensystem  der  rc,  f/,  z  irgend  eines  Ursprunges  0 
seien  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  am  Punkte  A  (xyz)  angreifenden 
Kraft  P.  Diese  Kraft  ist  äquivalent  der  ihr  geometrisch  gleichen  Kraft  P, 
an  0  angreifend,  in  Verbindung  mit  einem  Paare  (P,  —  P)  von  dem  asta- 
tischen Arme  OA,  Indem  wir  auf  den  Coordinatenaxen  von  0  aus  die 
Längen  Xy  y^  z  auftragen  und  in  ihren  Endpunkten  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Kräfte  P  anbringen,  zerfällt  das  Paar  mit  dem  astatischen  Arme 
OA  in  drei  Paare  von  derselben  Seitenkraft  P  und  den  astatischen  Armen 
x^  y^  z.  Reduciren  wir  das  Paar  vom  Arme  x  auf  den  Arm  gleich  der 
Einheit,  so  wird  die  Seitenkraft  gleich  xP.  Führen  wir  dasselbe  mit  den 
beiden  andern  Paaren  aus,  so  haben  wir  statt  der  Kraft  P  an  A  die  Kraft 
P  an  0  und  drei  Paare  von  den  astatischen  Armen  1  und  den  Seitenkräften 
äP,  yP,  zP^  deren  Arme  in  den  Coordinatenaxen  liegen  und  in  0  anfangen. 
Zerlegen  wir  nun  die  Seitenkraft  xP  des  ersten  dieser  Paare  in  rcX,  xY^ 
ojZ,  so  liefert  diese  Zerlegung  statt  xP  drei  Paare  vom  Arme  1  auf  der 
2?-Axe  und  den  Seitenkräften  xX^  xYy  xZ  parallel  den  Coordinatenaxen 
nnd  indem  wir  ebenso  bei  allen  Kräften  P  des  Systems  verfahren,  erlangen 
wir  drei  Paare  vom  Arme  1  auf  der  ic-Axe,  welche  die  Summe  ZxX^ 
ZxYj  2xZ  zu  Seitenkräften  haben,  nämlich 

«u  =  2xX,     a^^  «=»  ZxYy     a^^  =  ZxZ, 

sodass  der  erste  Index  in  a^y  a^^)  ^js  die  Coordinatenaxe  angibt,  in  welche 

der  gemeinschaftliche  Arm  1  der  Paare  hineinfällt.    Indem  wir  ebenso  mit 

jfP  Terfiüiren,  ergeben  sich  drei  Paare  mit  den  Seitenkräften 

ie* 
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vom  gemeinsamen  Arme  1  auf  der  ^-Axe  und  desgleichen 

081=  2:^  X,     a^^  =  ZzY,     a^^  =  2eZ, 

herrührend  von  den  Kräften  zF  mit  Armen  gleich  1  auf  der  £?-Axe.  Man 
erkennt  in    den   Kräften   dieser   9  Paaren  die    geometrische  Interpretation 

der  9  Grössen  a^j,  a^j;  ^is;  a^ii  ^ni  ^s?  ^sd  ^321  ^ss?  welche  im  Falle 
des  astatischen  Gleichgewichts  in  Verbindung  mit  den  Componenten  A^  B,  C 
der  Beductionsresultanten  verschwinden  müssen.  Indem  man  die  Seiten- 
kräfte a^^  ai2,  ttis  in  eine  Kraft  K^^  ebenso  Og^,  0^2  9  ^23  in  eine  an- 
dere Ky,  sowie  a^ij  ^21  ^  ^^  ®^®  dritte  Kg  zusammensetzt  und  die  Re- 
sultante aller  P  in  0  bildet,  erhält  man  das  Resultat,  dass  das  ganze 
Kräftesystem  äquivalent  ist  einer  Reductionsresultanten  (^,J?,(7), 
angreifend  an  irgend  einem  Punkte  0  in  Verbindung  mit  drei 
Paaren,  deren  astatische  Arme  die  Länge  1  haben  und  in  drei 
sich  in  0  schneidende  Axen  fallen,  während  die  Seitenkräfte 
Kx,  Ky,  Kg  derselben  die  geometrischen  Summen 

[a,J  +  [a^g]  +  [0,3];     [a2i]  +  K2]  +  [«23]»     KJ  +  [«32!  +  W 
darstellen. 

Auch  kann  man  das  System  reduciren  auf  vier  Kräfte,  welche  in  vier 
gegebenen  Punkten  0,^,  J^,  C  angreifen.  Man  reducire  nämlich  dasselbe 
auf  eine  Reductionsresultante ,  welche  durch  0  geht  und  drei  Paare  mit 
den  astatischen  Armen  OÄ,  OB,  OC  und  setze  alle  in  0  angreifenden 
Seitenkräfte  der  drei  Paare  mit  der  Reductionsresultanten  zusammen« 

§.  7.  Die  Reduction  der  Kräfte  des  vor.  §.  kann  für  denselben  Punkt  0 
auf  unzählige  Arten  ausgeführt  werden,  indem  die  Axen  der  x^y^  z,  welche 
die  Richtungen  der  astatischen  Arme  angeben,  willkührlich  wählbar  sind. 
Nehmen  wir  dieselben  rechtwinklig  an  und  suchen  wir  zu  bestimmen,  wie 
die  Seitenkräfte  der  drei  Paare  sich  ändern,  wenn  an  die  Stelle  der  Axen 
OX,  OY^  OZ  drei  andere  gleichfalls  rechtwinklige  Axen  OX^,  OY^^  OZ^ 
treten,  für  welche  a,  ß^  y  die  Richtungscosinusse  von  OX^,  «',  /?,  /  die 
von  OYj  und  a",  /?',  v"  die  von  OZ^  gegen  die  Axen  OX,  OY,  OZ  sind. 

Es  seien  K^,  Ky,  Kg  die  Seitenkräfte  der  Paare  vom  Arme  1  längs 
OX,  OYy  OZ,  Die  Projectionen  des  Armes  von  Kx  auf  die  Axen  OX^, 
OYj,  OZ^  sind  a,  «',  a"  und  ist  das  Paar  von  der  Seitenkraft  Kx  äqui- 
valent dreien  Paaren  mit  den  Armen  a,  a',  et"  längs  OXj,  OF^,  OZ^  und 
der  Seitenkraft  Kg  oder  den  Armen  1  und  den  Seitenkräften  a-Kx,  «'-Kit, 
ci'Kx.  Ebenso  ist  das  Paar  von  der  Seitenkraft  Ky  und  dem  Arme  1  längs 
OY  äquivalent  dreien  Paaren  von  den  Armen  1  längs  0X|,  OF^,  OZ^ 
und  den  Seitenkräften  jSJTy,  ^Ky^  ^'^v  Aehnliches  gilt  von  JT«,  welches 
die  drei  Paare  yKg^  y'Kgy  y'Kg  liefert.    Die  Paai*e,   deren  Arme  die  Rieh- 
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tnng  von  OX^  haben,  besitzen  die  SeitenkrSfte  «iT^,  ßKy,  yK»  und  indem 
man  ÜT,,  Äy,  K^  nach  den  Richtungen  der  OX,  OY,  OZ  zerlegt,  liefern 
sie  Seitenkräfte  parallel  zu  OX,  OF,  OZ  resp.  gleich 

«11«  +  «21/5  +  «31  y> 

«12«  +  «22/5  +  «82^7 
«13«  +  «23/5  +  «83^ 

und  ist  daher  die  Seitenkraft  K^^  des  Paares  vom  Arme  1  längs  OX,  ge- 
geben durch 

J^x. = («11 « + «21 /5 + «31  y)^+ («12 «+ «22 /5 + «82  y)*+(«i3 « + «23 /5 +«83  y^^ 

wo 

^iJ  =  «11  +  «12  +  «13»  ^x=  «21  «31  +  «22«32  +  «28«38l 
^y  =  «2  1  +  «22  +  «23»  ^y  =  «31  «11  +  «32«12  +  «33«13» 
-^'   =  «31    +  «32   +  «33»       ^-    =  «11«21  +  «12«22  +  «13  «23 

ist.  Aehnliche  Gleich  ungssjsteme  erhält  man  ftlr  die  Seitenkräfte  iTy,,  iG^  der 
Paare,  deren  Arme  längs  OY^^  und  OZ^  gerichtet  sind,  indem  man  blos 
er',  j^',  y\  a\  j3",  y"  fttr  a,  |3,  y  setzt. 

Tragen  wir  auf  der  Axe  OX^  von  0  aus  nach  beiden  Seiten  eine 
Länge  Q  auf,  so  dass  q  .  K^^  =^  1  wird ,  multipliciren  die  Gleichung  für 
Ki^  mit  Q*  und  bezeichnen  die  Coordinaten  ^or,  qß,  qy  des  Endpunktes  von 
q  in  Bezug  auf  die  Axen  OX,  OY,  OZ  mit  a:,  ?/,  ^»  so  ergibt  sich 

A^y?  +  ^yy»  +  A^z^  +  2^;,i/^  +  2^y^ra;  +  2Bay  =  1 

als  die  Gleichung  der  Fläche,  welche  die  Endpunkte  von  q  enthält.  Die- 
selbe Fläche  erhält  man,  indem  man  auf  den  Axen  OY^,  OZ^^  Längen  q, 
{f'  aufträgt,  für  welche  qKy^  =  1  und  qK^^  =  1  wird.  Die  so  construirte 
Fläche  ist  im  Allgemeinen  ein  Ellipsoid,  welches  aber  in  einen  Cylinder 
degeneriren  kann,  wie  man  aus  der  Form 

(«11«  +  «2l2^  +  «31  ^y  +  («12^  +  «22!^  +  «32^)*  +  («13^  +  ^hzV  +  «33^)"^  =  1 

ersieht,  in  welcher  die  Gleichimg  derselben  dargestellt  werden  kann.  Die 
Fläche  nennen  wir  mit  Darboux,  der  sie  eingeführt  hat,  das  astatische 
Centralellipsoid  des  Punktes  0.  Sie  liefert  durch  die  reciproken  Werthe  ihrer 
vom  Mittelpunkt  ausgehenden  Radienvectoren  die  Intensitäten  der  Seitenkräfte 
der  Beductionspaare,  deren  Arme  in  die  Richtung  der  Radienvectoren  fallen. 
Nach  einem  bekannten  Satze  ist  die  Quadratsumme  der  reciproken 
Werthe  dreier  zu  einander  senkrechter  Semidiameter  des  Ellipsoids  constant. 
Daher  folgt:  Für  alle  Reductionen  eines  Kräftesjstems  auf  eine 
durch  einen  Punkt  0  gehende  Reductionsresultante  und  drei 
Paare,  deren  astatische  Arme  die  Richtungen  von  drei  zu  ein- 
ander senkrechten  Stralen  von  0  haben,  ist  die  Quadratsumme 
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der  auf  den  astatischen  Arm  gleich  der  Einheit  reducirten  8ei- 
tenkrüfte  constant. 

Die  Seitenkräfte  der  drei  Paare  werden  im  Allgemeinen  unter  schiefen 
Winkeln  gegen  einander  geneigt  sein.  Es  fragt  sich  aber,  ob  man  nicht 
drei  solche  rechtwinklige  Stralen  OXj,  OTj,  OZ^  finden  könne,  für  welche 
als  astatische  Arme  die  drei  zugehörigen  Seitenkräfte  Kx^,  Ky^^  Kg^  gleich- 
falls zu  einander  senkrecht  sind.    Nun  sind  die  Componenten  dieser  Kräfte 

«11«  +  «21 1^  +  «31  y?  «11«  +  «21  i^'  +  «31 /»  «11«''  +  «21 /^'  +  «3l/'> 
«12«  +  ^^ilß  +  «32^7  «12«'  +  «22i^  +  «32/»  «12«"  +  ^22i^'  +  «3«/ '» 
«13«  +  «23/^  +  «337»       «18«    +  «23^  +  «»3/»       «18«'  +  ««s/^'  +  «Ss/'; 

daher  ist  die  Bedingung  des  Senkrechtstehens  der  Kräfte  K^^  und  Ky^  auf 
einander : 

(«11«  +  «21/5  +  «31  y)  («11«  +  «21/^  +  «31/) 

+  («12«  +  «22/3  +  «32  y)   («12«    +  «2«/^  +  «32/) 

+  («13«  +  «23^  +  «33  y)   («13«    +  «2315'  +  «33/)  =  0 

oder  entwickelt: 
und  ebenso  sind 

A^ucc'  +  A,j^f  +  MY  +  B^i^y  +  r/)  +  ^.(/«"  +  /'«') 

+  B.{af  +  ccy)  =  0, 

-4xo"«  +  Ayß^'ß  +  A.y'y  +  B^(ß^'y  +  ß/)  +  By{y'a  +  y«') 
+  B,(a'ß  +  «n  =  0 
die    Bedingungen    der    Rechtwinkligkeit   der    Kräfte    Äy,   und    Ä,,,    sowie 
K,^  und  iCr.. 

Diese  drei  (lleichungen  sind  aber  bekanntlich  die  Bedingungen  dafür, 
dass  OXj,  OY^,  OZ^  die  Hauptaxen  der  Fläche 

A^j^  +  Ayif  +  .1:.-^  +  2Bxfj3  +  2ByZx  +  2B,xij  —  1=0 

sind.    Daher  der  Satz: 

Unter  allen  Keductionen  eines  Kräftesystems  auf  eine  Re- 
sultante und  drei  Paare  mit  zu  einander  rechtwinkligen  asta- 
tischen Armen  für  einen  Punkt  0  gibt  es  eine  einzige,  für  welche 
die  drei  Seitenkräfte  der  Paare  zu  einander  senkrecht  sind.  Für 
sie  haben  die  astatischen  Arme  die  Richtungen  der  Hauptaxen 
des  Centralellipsoidcs  des  Punktes  0, 

§.  8.  Wählen  wir  die  Reduction  des  Kräftesystems  für  die  Hauptaxen 
des  Centralellipsoids  als  Richtungen  der  astatischen  Arme,  so  bilden  diese 
Axen  und  die  Seitenkräfte  der  drei  Paare  in  0  zwei  Systeme  rechtwink- 
liger Axen.  Nun  gibt  es  eine  durch  0  gehende  Axe,  durch  Rotation  um 
welche  das  System  der  Axen  zur  CoinoideDz  mit  dem  System  der  Seiten- 
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krfifbe  gebracht  werden  kann,  so  dass  jede  Seitenkraft  in  die  Richtung 
ihres  Armes  fllllt  und  das  betreffende  Paar  verschwindet.  Ist  diese  Lage 
erreicht,  so  ergeben  sich  aus  ihr  noch  drei  andere  Lagen,  in  welchen  das- 
selbe stattfindet,  indem  man  das  Kräftesystem  um  eine  der  drei  Axen  um 
fc  lundreht.    Hieraus  folgt: 

Für  jedes  freie,  unveränderliche  Punktsystem,  an  welchem 
ein  Kräftesystem  angreift,  gibt  es  vier  Lagen,  in  welchen  sich 
das  Kräftesystem  auf  eine  durch  einen  gegebenen  Punkt  des 
Systems  gehende  Einzelresultante  reducirt. 

Ist  die  Reductionsresultante  des  Kräftesystems  Null,  so  liefert  die  Re- 
duction  für  jeden  Punkt  0  dasselbe  resultirende  Paar  und  dasselbe  Central- 
ellipsoid  mit  gleichgerichteten  Hauptaxen;  daher: 

Reduciren  sich  die  Kräfte  eines  an  einem  freien  unver- 
änderlichen Punktsystem  angreifenden  Kräftesystems  auf  ein 
Paar,  so  gibt  es  vier  Lagen  des  Punktsystems,  in  welchen  das 
Kräftesystem  im  Gleichgewicht  ist. 

Ob  es  nur  vier  Lagen  der  Reduction  auf  eine  Einzelresultante  oder 
des  Gleichgewichts  gibt,  bedarf  einer  sorgfältigen  Untersuchung,  die  wir 
jetzt  führen  wollen. 

In  Betreff  des  Gleichgewichts  sollen  a^^,  022  ^  ^3  die  Seitenkräfte  der  drei 
Paare  darstellen,  welche  die  Richtungen  der  Hauptaxen  OX,  OYy  OZ  des 
Centralellipsoids  haben,  in  welche  auch  ihre  Arme  fallen,  so  dass  die  Paare 
verschwinden.  Die  Gleichung  des  Centralellipsoids  in  Bezug  auf  seine  Haupt- 
axen ist,  weil  Axf  A,j^  A^  sich  auf  rTji,  a^^  «33  reduciren  und  Bx^  By^  B. 
Null  sind: 

«11^^  +  «22^^  +  «33^'^  =  1- 

Lässt  man  nun  die  Kräfte  sich  drehen,  so  werden  die  Componenten  der 
Seitenkräfte 

«11«»  «11/5»  «iiy;    «aa«i   «22(5',  a^ja/;    a^a\  a^^f,  a^^y\ 

wo  a,  jS,  y;  u\  ^^y\  a",  j3",  /'  die  Richtungscosinusse  der  gedrehten  Kräfte 
gegen  die  Axen  sind.  Für  die  neue  Lage  erhält  man  die  den  a^x^a^^^... 
analogen  Grössen  a'n  9  ^'22 1  •  •  •  durch  Projection  derselben  auf  die  neuen 
Axen,  nämlich: 

aii  =  auOf,        (H\  =  «22«',       ^''31  =  «33«", 

012  =  «ll/3,       «22  =  «22!?',       «32  =i.«33i?",         (1) 

«18==«liy,       ««3  =  «2«/,       «33  =  «33/'- 

Zwischen  diesen  9  Grössen  bestehen  vermöge  der  Relationen 

«*  +  /J*  +  y*  =  i,...    a«'  +  ^^  +  y/  =  o,...    «  = /r/'-^y, . . . 

die  Gleichungen: 
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»11  021  «31 

a\%  022  032 

t  I  t 

Ol8  028  Oss 


»lia22«884(2) 


O22O2S      ^  /      / 

«11 


Oll  =  O22O8S 


032023. 


Damit  nun  das  Gleichgewicht  nach  der  Drehung  forthestehe,  müssen   die 
Bedingungen  erfüllt  sein 

«12  =  021,     ais  =  aii,     O23  =  O82.  (3) 

Indem  wir  sie  mit  den  mittleren  Gleichungen  (2)  combiniren,  ergibt  sich: 

Oiio'i2  +  0I2O22  +  o'i3023  *=  0, 

011013  +  oi2023  +  oisass  =  0,  (4) 

O12O13  -f-  O22O23  "T"  O23O33  =  V. 

Eliminirt  man  du   aus  der  ersten  und  zweiten  derselben  und  schreibt  die 
dritte  etwas  anders,  so  erhält  man: 

O12O13  1^022  — "  Ossj  =  023  (,012  —  O13;,       (022  +  O33J  O23  =  —  Oi8ai2 

und  indem  man  diese  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt 

012013023  (O22  —  Ogj  +  aj2  —  a^g)  =  0, 

oder   mit   Rücksicht   auf   das    erste    Gleichungssystem    (2)    und    die    Glei- 
chungen (3): 

a'i  2  0130^3  («22  — -  «33)  =  0 

und  ebenso 

«120130^3  (o^  —  oJJ  =  0,  (5) 

oi2oi3oi3  («ii  —  0^2)  =  0. 

Nun  sind  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden.  Entweder  sind  nämlich  die 
drei  Halbaxen  des  Centralellipsoids  alle  drei  von  einander  verschieden,  d.  h. 
das  Centralellipsoid  ist  ein  dreiaxiges,  oder  es  sind  zwei  derselben  gleich, 
d.  h.  es  ist  ein  Rotationsellipsoid  oder  sie  sind  alle  drei  einander  gleich, 
in  welchem  Falle  dasselbe  eine  Kugel  ist. 

Im  Falle  eines  dreiaxigen  Centralellipsoids  können  die  Glei- 
chungen (5)  nur  durch  die  Voraussetzung  012013023  =  0  erfüllt  werden. 
Gesetzt  es  sei  z.  B.  013  =  0.  Dann  liefert  die  zweite  Gleichung  (4)  weiter 
012O23  =  0  und  sieht  man,  dass  zwei  der  drei  Grössen  012,  013,  O23  ver- 
schwinden müssen.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  seien  ois  =  0  und  028  =  0 
Dann  reduciren  sich  die  Gleichungen  (4)  auf  die  erste  von  ihnen,  nämlich 
012  (oii  +  O22)  =  0  und  wird  das  erste  Gleichungssystem  (2)  mit  Rück- 
sicht auf  (3)  zu 


<i  +  «w  =  «u>     «?2  +  «M  =  «i»     «iS 


o, 


88- 
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Aus  ihm  folgt  unter  Rücksicht  auf  (3)  weiter  a^^  —  a^^  «=  a^^  —  a^^  und 

da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nicht  Null  ist,  so  kann  auch  kein 
Factor  der  linken  Seite  verschwinden;  insbesondere  ist  also  an  -(-  ^22  von 
Null  verschieden.  Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  ai2  (an  -{-  a^s)  =  0 
nur  durch  ai2  =  0  erfüllt  wird.    Demnach  müssen  ai2,  als,  a^z  alle  drei 

Null  sein,  wenn  zwei  von  ihnen  es  sind.    Wir  erhalten  hiermit  weiter 

'2  __    2  '2 2  '2  ^_    2 

^11  —  ^11 »      ^22  —  S2 »      ^33  —  ^33 » 

«21  =  0^81  =  «32  =  Öfl2  =  «13  =  ^23  =  0 

und  wenn  vnr  +  1  mit  €,  b\  s'  bezeichnen,  so  wird 

aii  =  £  a^  ,       «22  =  «'«22  »       ^33  =  «"«33  * 

Nun  reducirt  sich  die  Determinante  (2)  auf  eas"  =  1,  welches  nur 
vier  Zeichencombinationen  zulässt.  Demnach  kann  es  nur  vier  Gleich- 
gewichtslagen geben.  Die  Richtungscosinusse  der  Hauptaxen  des  Central- 
elUpsoids  mit  den  Coordinatenaxen,  d.  h.  mit  den  Hauptaxen  in  einer  Gleich- 
gewichtslage sind 

a  =  €,      a' =  0,     a'  =  0,- 

^  =  0,     ^  =  *',     /}"  =  0, 

»       y    =  0,       y     =E  , 

Ist  eine  der  vier  Lagen  gegeben,  so  folgen  die  andern  durch  Rotation  um 
eine  der  drei  Axen  um  it.    Daher  also: 

Ist  das  Centralellipsoid  kein  Rotationsellipsoid,  so  gibt  es 
blos  vier  Gleichgewichtslagen  des  Punktsystems. 

Ist  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  so  folgt,  weil  zwei 
der  Grössen  a^^,  a^^,  a^^  gleich  sind,  dass  die  Gleichungen  (5)  erfüllt  wer- 
den, wenn  eine  der  drei  Grössen  ai2,  als,  «23  Null  wird.  Ist  diese  «13,  so 
ergibt  sich  weiter  aus  der  zweiten  Gleichung  (4)  ai2a'23  =  0.  Daher  müssen 
zwei  der  drei  Grössen  als,  als,  »23  verschwinden.  Sie  seien  als  und  «23* 
Hiemit  reduciren  sich  die  Gleichungen  (4)  auf  a\i  (an  -|-  022)  =  0  und 
liefern  die  ersten  Gleichungen  (2)  mit  Rücksicht  auf  (3) 

«u  +  <2  =  «i'i »     4'  +  »22  =  < '     ^'33  =  S'3 '     (^) 
daher  ist   a^^  —  a^^  =  a^^  —  aj^  und  da  a'12  nicht  Null  ist,    so  folgt  aus 
a'w  («11  +  «i«)  =  0,    dass   a'u  =  —  ^*22,    also  dass    a^^  =  aj^,  d.  h.  dass 

wenn  a'is  und  023  verschwinden,  das  Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  um  die 
f-Axe    isi    Die   Gleichung   a^^  =  a^   kann  aber   auf  zwei  Arten   erfüllt 

werden,  nftmlich  durch  ^n  =  022  oder  a^^=^  —  022«  Durch  eine  Rotation 
um  n  um  die  jer-Axe  geht  aber  0^2  in  seinen  entgegengesetzten  Werth  über, 
daher  ist  blos  der  eine  dieser  beiden  Fälle  zu  berücksichtigen.  Die  Glei- 
ehangen  (6)  liefern  uns 
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an ,  a2i  =  ai2  =  K «h  ""  «u  >     «3i  ==  0, 

«12  =  Yal^  —  a'j^ ,     a^2  =  —  aii ,  o'sa  =  0, 

«13  =  0,  028  =  0,  ass  =  £033 

und   hiermit  werden   nach   (l)   die   Bichtungscosinusse   a,  j5,  y;    a\  ^^  y\ 

«  1  p  ,  y 

a  =  COS  9> ,      a'  =  sin  9> ,      a"  =  0  , 

|3  =  sin  9> ,      i^  =  cos  9> ,     j3"  =  0  , 

y  =  0 ,  /  =  0 ,  /'  ==  —  1 . 

Weil  nämlich  aii  willkürlich  bleibt  und  c  =  0  wird,  so  bildet  die  a;-Axe 
der  neuen  Lage  in  der  rr^- Ebene  alter  Lage  mit  der  x-Axe  einen  beliebigen 
Winkel  9?  und  weiter  zeigt  die  Determinante  (2),  dass  f  =  —  1  sein 
muss.  Diese  Werthe  entsprechen  zugleich  bei  jedem  Werthe  von  9?  einer 
zweiten  Lage  des  Systems,  welche  durch  Rotation  um  den  Winkel  n  um 
den  Durchmesser  der  Aequatorebeue  des  EUipsoids  herbeigeführt  werden 
kann,  welcher  den  Winkel  9?  mit  der  a?-Axe  bildet. 

Die  Untersuchung  zeigt,  dass,  wenn  das  Centralellipsoid  ein 
Rotationsellipsoid  ist,  die  Rotationsaxe  eine  Gleichgewichtsaxe 
ist  und  alle  Lagen,  welche  durch  Rotation  des  Systems  um  sie 
herbeigeführt  werden  können,  so  wie  auch  alle,  welche  aus  die- 
ser durch  Rotation  um  einen  Diameter  der  Aequatorebene  ab- 
geleitet werden  können,   Gleichgewichtslagen  des  Systems  sind. 

Für  den  Fall,  dass  das  Centralellipsoid  eine  Kugel  ist,  sind 
alle  Axen  des  Mittelpunktes  Gleichgewichtsaxen.  Das  System  be- 
findet sich  im  astatischen  Gleichgewicht.  Denn  weil  die  ;er-Axe  Gleich- 
gewichtsaxe ist,  sind  ois  =  «is  =  0,  a'u  +  a'22  =  0,  weil  es  die  x-  und 
3/-Axe  ist, 

Oil  =  «81  =  0,    «22  +  083  =  0,    032  =  «12  =  0,    083  +  (^n  =  0, 

woraus  die  12  Bedingungen  des  astatischen  Gleichgewichts  folgen. 

Auch  für  das  nicht  freie  System  mit  festem  Punkte  0  gelten  die  Be- 
trachtungen dieses  Paragraphen. 

§.  9.  Aus  der  Reduction  des  Kräftesystems  auf  Resultante  und  drei 
Paare  für  irgend  einen  Punkt  0  kann  man  die  analoge  Reduction  für  jeden 
Punkt  (K  ableiten.  Damit  wird  zugleich  die  Beziehung  gefunden,  welche 
zwischen  den  Centralellipsoiden  beider  Punkte  besteht.  Bringen  wir  in  (J 
die  Reductionsresultante  in  ihrem  und  im  entgegengesetzten  Sinne  an,  so 
combinirt  sich  das  hierdurch  eingeführte  Paar  mit  den  3  Paaren  des  Punktes 
0  zu  dem  Tripel  von  Paaren  für  den  Punkt  (/.  Sind  x\  y\  z  die  Coor- 
dinaten  von  0'  in  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  OX,  OF,  OZ,  so 
werden,  ^i^  die  Paare  parallel  mit  sich  verlegt  werden  können,  wenn  die 
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Grössen  für  den  Punkt  O  mit  Accenten  behaftet  werden: 

«11  =  «11  —  x'A^     xtv  =  «ai  — -  y'A^     «31  =  «31  —  z'A, 

«12  =  «J2  *'^i       «25»  =  «^2  —  V^^        «32  =  «32  —  /^, 

«13  =  «13   —  '^^y        «23  =  «:f3  "  / ^»        «33  =  «33  —  ^' ^ ' 

Bildet  man  mit  diesen  Grössen  die  Ausdrücke  Ä^^  -4y,  -4'.;  B'^^  B'y^  B\^ 
welche  die  Coefficienten  von  a?^  y\  jer*,  2y;gf,  2;era;,  2xy  in  der  Gleichung 
des  Centralellipsoids  fCli*  den  Pnnkt  0'  bedeuten  und  den  Coefficienten 
Axj  Ay^  -4-;  Bxy  By^  B,  in  der  Gleichung  des  Centralellipsoids  für  0  ent- 
sprechen, so  findet  man  leicht  als  Gleichung  des  Centralellipsoids  fUr  den 
Punkt  0'  in  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem  dieses  Punktes  parallel  dem 
Coordinatensystem  des  Punktes  0: 

A:c^  +  Ayy^  +  A,z^  +  2B:ryz  +  2ByZX  +  2B,xf/ 

—  2  («0-^  +  hy  +  ^0^)  (^'^  +  yv  +  ^'^) 

+  (A'  +  B'+  C^)  (XX  +  /y  +  /zy  =  1, 
wo 

«0  =  «11-^  +  «12 -ß  +  «13^'» 
^0  =  «21-^  +  «22^  +  «23^*1 
^0    =   «31^  +  «32^  +  «83^ 

gesetzt  ist.  Ist  die  Beductionsresultante ,  also  auch  J.  =  J?  =3  (7  =  0,  so 
ist  das  Centralellipsoid  für  alle  Punkte  (/  gleich  dem  des  Punktes  0  in 
Parallellage,  wie  vermöge  der  Parallelverlegung  der  Paare  sich  von  selbst 
versteht. 

Die  Grössen  a^^  b^^  Cq,  welche  aus  den  lleductionselementen  des  Punktes  0 
gebildet  sind,  spielen  in  astatischen  Untersuchungen  eine  wichtige  Rolle. 
Sie  ändern  sich  von  Punkt  zu  Punkt,  weil  (i^^  «12?  «137  *  -  •  ^^^^  ändern. 
Im  Punkte  {xyz)  werden  sie 

o;  -  «i,.ä  +  a^^B  +  «„C  -  x'  {A^  +  £^  +  C*), 
6;  =  «2,  A  +  0,3^  +  a^C  -  y  {A*  +  5*  +  C*), 
c,  =  «31^  +  «3,5  +  '^3^''  -  ^'  (^*  +  5*  +  <^"). 

Es  gibt  einen  Punkt  Xy  y^  z^  für  welchen  sie  verschwinden;  seine  Coor- 
dinaten  folgen  aus  den  Gleichungen  nj,  ==  0,  />o  ==  0,  c^  =  0,  nämlich 

(lu^  +  «12^  +  «13^'      ,.   _  «ii-4  +  «s2^  -(-J^v3^' 

^1  j^a  )        ^1    —  ^2  -  ^ 

,.^  =  ^K4+.5^-«  +1':«:?^     ^^  72«  =  ^«  +  2?^  +  C*. 

Dieser  Punkt  ändert  sich  nicht,  wenn  das  System  gedreht  wird;  er  ist  ein 
bestimmter  Systempunkt  und  heisst  der  Centralpunkt  des  Eräftesystems. 
Seine  Lsge  hängt  nur  von  den  Kräften  und  ihren  Neigungen  gegen  ein- 
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ander  ab.    Es  ist  nämlich 

{a^^Ä  +  a^^B  +  a,3C)  :  R  =  K^,  cos  (IQR), 
also 

Rxj^  =  Äx  cos  {K:,R),     By^  =  Ky  cos  (-KyiJ),     JR^i  =  K,  cos  (Ä,i2). 

Würde  man  von  vornherein  den  Centralpunkt  zum  Coordinaten- 
Ursprung  gewählt  haben,  so  wäre  die  Gleichung  des  Centralellipsoids  im 
Punkte  {xyz)  geworden 

A^x^  +  Ayy^+A^z^+2B^yz  +  2ByZX+2B,xy+B^{xx+yy+zzy=l 

und  wenn  man  das  EUipsoid  des  Centralpunktes  auf  seine  Hauptaxen  be- 
zieht, so  werden  Bx  '^  By  =.•  i9,  =  0 ,  d.  h. 

«11«21  +  «12022  +  Ö13«23  =  ^7  «11^  +  «12^  +  «13^=  ^^ 

»11  «81  +  «12 «82  +  «18 «83  =  ö,  Und  ZUgleich  ist  «21-^  +  «22-^  +  «28^  =  Ö» 
«21  «31  +  «152«32  +  «23«38  =  ö,  «31-^  +  «82-^  +  «38^  =  ö, 

weil  0?!,  ^1,  Zi  Null  sind.  Von  diesen  beiden  Gleichungssystemen  drückt 
das  erste  aus,  dass  die  Seitenkräfte  der  drei  Paare  paarweise  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  das  zweite,  dass  sie  alle  drei  auf  der  Reductionsresul- 
tanten  senkrecht  stehen.  Sie  können  aber  nicht  alle  drei  gleichzeitig  auf 
einander  und  auf  ein  und  derselben  Geraden  senkrecht  stehen.  Da  R  nicht 
verschwindet,  so  muss  daher  eine  der  drei  Seitenkräfte  der  Paare  Null 
sein.    Daher: 

Das  Eräftesystem  ist  immer  äquivalent  einer  durch  den 
Centralpunkt  des  Kräftesjstems  gehenden  Reductionsresultanten 
in  Verbindung  mit  zwei  Paaren  von  zu  einander  rechtwinkligen 
astatischen  Armen,  deren  Seitenkräfte  unter  sich  und  zur  Ke- 
sultanten  rechtwinklig  sind. 

Indem  man  die  Kräfte  dreht,  dreht  sich  die  Resultante  zugleich  mit 
und  gibt  es  also  immer  eine  Lage  des  Systems,  in  welcher  die  Seiten- 
kräfte der  Paare  mit  ihren  Armen  zusammenfallen  und  die  Resultante  senk- 
recht auf  diesen  Armen  steht,  d.  h.  mit  dem  Arme  des  Paares,  dessen 
Seitenkraft  verschwindet,  zusammenfällt.  Die  Ebene  des  Centralpunktes, 
welche  senkrecht  ist  zum  Arme  des  Paares  von  verschwindender  Seiten- 
kraft, heisst  die  Centralebene  des  Kräftesjstems. 

Wählen  wir  die  Hauptaxen  des  Centralellipsoids  für  den  Centralpunkt 
der  Kräfte  zu  Axen  der  o?,  y^  0  d.  h.  die  Centralebene  zur  o;^- Ebene  und 
die  Richtung  der  Resultanten  oder  des  Armes  der  verschwindenden  Seiten- 
kraft zur  £f-Axe,  so  sind  ^  =  0,  i9  =  0,  «n  *=  0,  a^i  =  0,  «12  «=  0, 
«18  =  «28  =  «88  =  Ö»  ^«  =  «n,  ^  ==  «i )  Äs  =  0  und  wird  die 
Gleichung  des  Centralellipsoids  in  irgend  einem  Punkte  (xyW)  in  Bezug 
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auf  Axen  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  des  Centralpunktes  der  Kräfte 

«i'i**  +  <y'  +  <^'  (^'^  +  y'y  +  ^'^)*  =  i  • 

Für  den  Centralpunkt  sind  x\  y\  z  Null  und  wird  das  Centralellipsoid 
für  ihn  ein  Cylinder  a\^Q? '\' a\^y^  =  1,  ebenso  für  alle  Punkte  (/=0)  der 

Centralebene  ein  Cylinder  a\^x^  +  ^\^^  +  ^^  (^'^  +  Vyf  =  1-  I^ie  Er- 
zeugungslinien der  Cylinder  sind  senkrecht  zur  Centralebene.  Man  sieht, 
dass  das  Eräftesystem  auf  drei  zu  einander  rechtwinklige  Kräfte 
reducirbar  ist,  welche  in  drei  Punkten  der  Centralebene  an- 
greifen und  von  denen  zwei  in  diese  Ebene  fallen,  während  die 
dritte  zu  ihr  senkrecht  ist. 

Um  die  Richtungen  der  Hauptaxen  des  Centralellipsoids  im  Punkte 
(xyz)  zu  finden,  suchen  wir  die  Richtungen  der  grössten  und  kleinsten 
Semidiameter  q  desselben.  Indem  wir  in  der  vorigen  Gleichung  a;  =  ^a, 
y  zBs  gß^  e  s=a  gy  sctzcu,  erhalten  wir 

1 


<»'  +  «.\^'  +  ^'  («^'  +  ßy  +  y^'/ 


Q- 


und  wenn  wir  —  ^  («*  +  1^^  +  y*  —  1)  =  0  addiren,  wo  fi  einen  un- 
bestimmten Factor  bedeutet  und  die  Derivirten  nach  a^  ß^  y  gleich  Null 
setzen,  folgt: 

(al  -ii)a  +  C'x  {ax'  +  ßy  +  y/)  =  0, 

K  -(^)ß  +  CW  {ax'  +  ßy'  +  yz)  =  0, 
—  ^y  +  C^z  (ax  +  ßy  +  yz)  =  0. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  cc,  ß^  y  und  addirt  sie,  so  folgt 

fft  «s  -z ,  nämlich  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  gesuchten  Maximums 

oder  Minimums  von  ^^;  multiplicirt  man  sie  dagegen  mit  x\  y\  z'  und 
addirt  sie  nach  der  Division  mit  a\^  —  ^,   a\^  —  ^,    — ^»  so  erhält  man 

xnr  Bestimmung  von  \l  die  cubische  Gleichung 


und  zugleich  für  die  Richtungscosinusse  der  Hauptaxen  im  Punkte  {xyz)\ 

a  ß  Y 


X 


' '  Wi  ~  '*)    y '  (^«  ~  '*)    ""'* 


Die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  in  fi  sind  die  Parameter  eines  Systems 
von  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung;  confocal  mit  der  ideellen  Ellipse 

x^        «*  1 

'=^'  ^  +  !^  +  ^  =  ^ 
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und  die  Richtungscosinusse  sind  die  der  Normalen  der  drei  confocalen 
Flächen,  welche  durch  den  Punkt  (xy  z)  hindurchgehen.     Daher: 

Die  Hauptaxen  der  Centralellipsoide  aller  Sjstempunkte 
sind  die  Normalen  dreier  confocaler  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  sich  in  diesen  Punkten  schneiden  und  confocal  sind  mit 
der  ideellen  Ellipse  in  der  Centralebene,  deren  Mittelpunkt 
der  Centralpunkt  und  deren  Halbaxen  a^^)  ^^2^  sind  (ideelle 
Centralcurve). 

Wir  wollen  noch  die  Frage  behandeln,  welches  der  geometrische  Ort 
aller  Systempunkte  sei,  in  welchen  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid 
wird.  Da  jeder  Diameter  des  Centralellipsoids,  welcher  in  die  Ebene  der 
beiden  gleichen  Axen  fällt,  als  eine  Hauptaxe  anzusehen  ist,  so  muss  in 
der  Bestimmung  der  Richtungscosinusse  derselben  eine  Willktthrlichkeit  ein- 
treten, d.  h.  es  muss  eine  der  Gleichungen,  welche  oben  flir  a,  /3,  y  auf- 
gestellt wurden,  unabhängig  von  diesen  Grössen  erfüllt  werden.  Dies  liefert 
entweder:  ajj  —  ft  =  0  und  x  =  0  oder  a^g  —  ft  =  0  und  y  =  0  oder 

ft  =  0  und  z  =  0.  Die  fraglichen  Punkte  {xy  z^  genügen  daher  den  Be- 
dingungen: 

x=0,         '_-  ,-  -  -r  +  ^  =  0  oder  y  =0,  ^,  -^^r  ^  .7  +  7^  =  ^ 
''22        "11       ^11       ^  ^11       ^22       "22       ^ 

oder    /  =  0,   ^  +  ^'+    \  =  0. 

^11         S2         ^ 

Von  diesen  drei  Ortscurven  ist  die  dritte  ideell.  Von  den  beiden  an- 
dern ist  eine  eine  Ellipse,  die  andere  eine  H3rperbel.  Ist  a^^  >  ^2)  ^^  ^^^ 
die  erste  elliptisch.  Man  nennt  sie  die  Focalkegelschnitte;  sie  enthalten  die 
Brennpunkte  des  confocalen  Flächensystems  und  jede  geht  durch  die  Brenn- 
punkte der  andern  hindurch.  Die  Rotationsaxe  des  Centralellipsoids  ist  Tangente 
an  den  Focalkegelschnitt,  auf  welchem  der  Punkt  {xyz')  liegt,  weil  sie  Nor- 
male einer  der  drei  durch  diesen  Punkt  gehenden  confocalen  Flächen 
sein  muss. 

§.  10.  Wir  wollen  das  Kräftesystem  auf  eine  Resultante  und  drei 
Paare  für  einen  Punkt  0  reduciren  und  zwar  die  drei  Paare  wählen,  deren 
astatische  Arme  die  Hauptaxen  des  Centralellipsoids  von  0  sind,  welches 
wir  als  ein  dreiaxiges  annehmen.  Dass  die  Paare  verschwinden  und  das 
Kräftesystem  einer  blosen  Reductionsresultanten  äquivalent  werde,  ist  nach 
dem  Vorigen  nur  für  vier  Lagen  des  Systems  möglich,  in  welchen  nämlich 
die  Seitenkräfte  der  Paare  in  die  Axen  des  Centralellipsoids  hineinfallen. 
Daher : 

Es  gibt  im  Allgemeinen  nur  vier  Lagen  eines  Punktsystems, 
an  welchem    ein   Kräftesystem   angreift,    so  dass    für   dieselben 
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das  letztere  einer  Einzelkraft  äquivalent  wird,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  des  Systems  hindurchgeht.  Die  Rieh- 
tungslinien  dieser  vier  gleichen  Einzelkräfte  von  demselben 
Sinne  sind  paarweise  symmetrisch  gegen  die  Hauptaxen  des  Cen- 
tralellipsoids  des  gegebenen  Punktes. 

Ist  das  Centralellipsoid  des  Punktes  O  ein  Rotationsellipsoid,  wozu 
erfordert  wird^  dass  0  auf  einem  der  Focalkegelschnitte  des  confocalen 
Flftchensystems  des  Centralpunktes  der  Kräfte  liege,  wodurch  die  Tangente 
an  den  Focalkegelschnitt  in  0  die  Rotationsaxe  wird,  so  sind  alle  Axen 
senkrecht  zur  Rotationsaxe  Hauptaxen  von  0,  tilgen  sich  die  Paare  für 
alle  Lagen  des  Systems,  welche  durch  Rotation  um  die  Rotationsaxe  des 
Centralellipsoids  erreichbar  sind  und  bilden  die  Lagen  der  Einzelresultant«n 
eine  Rotationskegelfläche  um  diese  Axe.    Daher: 

Ist  das  Centralellipsoid  eines  Punktes  ein  Rotationsellipsoid, 
d.  h.  liegt  derselbe  auf  einem  der  beiden  Focalkegelschnitte  des 
Systems,  so  gibt  es  unzählige  Lagen  des  Systems,  in  welchen 
das  Kräftesystem  einer  durch  den  Punkt  gehenden  Einzelkraft 
äquivalent  ist.  Alle  diese  Lagen  sind  durch  Rotation  des  Systems 
um  die  Tangente  des  Focalkegelschnitts  in  jenem  Punkte  erreich- 
bar und  alle  ihnen  entsprechenden  Einzelkräfte  bilden  eine 
Rotationskegelfläche  um  diese  Tangente. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  der  Punkt  0  liege  in  der  Ebene  eines.  Focal- 
kegelschnittes,  z.  B.  in  der  Ebene  der  f/^r,  aber  nicht  gerade  auf  dem  Kegel- 
schnitte selbst.  Es  sei  ferner  das  Kräftesystem  reducirt  für  den  Central- 
punkt  der  Kräfte  auf  die  Resultante  in  der  Richtung  der  ^er-Axe  und  zwei 
Paare  von  den  astatischen  Armen  in  der  rr-Axe  und  t/-Axe;  endlich  sei 
das  System  so  gedreht,  dass  diese  Paare  verschwinden,  d.  h.  dass  ihre 
Seitenkräfte  in  die  Hauptaxen  OX,  OY  fallen.  Uebertragen  wir  jetzt  die 
Beduotion  auf  den  Punkt  0,  indem  wir  in  0  zwei  der  Reductionsresultanten 
gleiche  und  entgegengesetzte' Kräfte  zufügen.  Es  tritt  dann  zu  den  beiden 
yerschwindenden  Paaren  noch  das  Paar  hinzu,  dessen  astatischer  Arm  der 
Abstand  des  Punktes  0  vom  Centrallpunkt  der  Kräfte  ist  und  dessen  Seiten- 
kr&fte  gleich  der  Reductionsresultanten  sind.  Die  Resultante  für  0  und 
dies  Paar  fallen  in  die  Ebene  der  yg.  Indem  man  die  Paare  transformirt 
für  die  Hauptaxen  des  Punktes  0,  erkennt  man  leicht,  dass  zum  Ver- 
schwinden derselben  blos  Rotationen  erforderlich  sind  um  Axen  senkrecht 
zur  yr -Ebene,  welche  also  die  Resultante  der  Reduction  für  den  Punkt  0 
nicht  aus  der  Ebene  der  yz  herausheben.    Daher: 

Fflr  jeden  Punkt  in  der  Ebene  eines  der  beiden  Focalkegel- 
Mkniiie,    welcher   nicht   diesem    Kegelschnitt    selbst    angehört, 
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fällt  die  Einzelresultante,  auf  welche  das  Eräftesystem  reducirt 
werden  kann,  in  die  Ebene  dieses  Focalkegelschnittes  hinein. 

Liegt  nun  der  Punkt  0  nicht  in  der  Ebene  eines  Focalkegelschnittes 
und  reducirt  man  für  ihn  das  Kräftesystem  auf  eine  Einzelresultante,  so 
wird  die  Richtung  derselben  jede  Focalebene  schneiden.  Sie  kann  sie  aber 
nur  in  einem  Punkte  des  in  ihr  enthaltenen  Focalkegelschnittes  treffen. 
Denn  träfe  sie  in  irgend  einem  andern  Punkte  diese  Ebene  und  man  redu- 
cirte  die  Kräfte  für  ihn,  so  müsste  die  Resultante  nach  dem  vorigen  Satze 
in  diese  Ebene  hineinfallen.  Diese  Resultante  könnte  daher  nicht  durch  0 
gehen.    Daher: 

Für  alle  Lagen  des  Punktsystems,  in  welchen  das  Kräfte- 
system äquivalent  einer  Einzelresultanten  ist,  schneiden  die 
Richtungslinien  der  Einzelresultanten  zwei  bestimmte  Kegel- 
schnitte, eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  welche  eine  Hauptaxe 
gemein  haben  und  deren  Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Die  Ebenen  beider  Kegelschnitte  stehen  senkrecht  auf  der  Cen- 
tralebene,  der  gemeinsame  Mittelpunkt  beider  Curven  ist  der 
Centralpunkt  der  Kräfte  und  sie  sind  die  Focalcurven  des  Systems 
confocaler  Flächen  2.  Ordnung,  deren  Normalen  die  Hauptaxen 
der  Centralellipsoide  des  Punktsystems  bestimmen. 

Diesen  Satz  verdankt  man  Min  ding  (Grelle,  Joum.  B.  XV,  S.  27  und 
Handbuch  der  theoretischen  Mechanik,  Berlin  1838,  S.  97). 

§.  11.  Der  Minding' sehe  Satz  ist  ein  specieller  Fall  eines  allgemeinen, 
von  Darboux  entwickelten  Satzes,  nämlich: 

Ertheilt  man  dem  Punktsystem  alle  möglichen  Lagen  um 
den  Centralpunkt  der  Kräfte,  so  bilden  die  den  verschiedenen 
Lagen  entsprechenden  Lagen  der  Centralaxe  des  Kräftesystems 
einen  Complex  zweiten  Grades,  welcher  gebildet  wird  von  den 
Schnittlinien  der  zu  einander  rechtwinkligen  Paare  von  Berüh- 
rungsebenen der  Minding'schen  Focalke*gelschnitte. 

Gehen  wir  von  der  Lage  aus,  bei  welcher  für  die  Reduction  für  den 
Centralpunkt  der  Kräfte  die  Resultante  senkrecht  auf  der  Centralebene  steht 
und  die  Seitenkräfte  der  beiden  Paare  in  die  Hauptaxen  des  Centralellipsoids 
(Centralcylinders)  fallen,  welche  in  der  Centralebene  enthalten  sind  (§.  9). 
Letztere  Axen  seien  wieder  die  Axen  der  x  und  y.  Dann  sind  die  Grössen 
an,  022)  ^  allein  von  allen  zwölf  Grössen  a^y  a|2,  Ojß,  a^ii  ^i  ^s»  %if 
032,  033,  ^,  i9,  C  ^^^^  l^xiW.  Aendert  man  nun  die  Lage  des  Systems, 
so  dass  die  Coordinatenaxen  in  der  geänderten  Lage  mit  den  ursprüng- 
lichen die  Richtungscosinusse  a,  /3,  y,  a',  /?',  /,  a",  ß^\  y"  und  jene  mit 
ihnen  also  die  Richtungscosinusse  uuu\  ßß^ß^\  yyy"  bestimmen,  so  erhält 
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man  als  Projectionen  der  Resultanten  nnd  der  Seitenkräfte  der  beiden  Paare 
anf  die  neuen  Axen: 

Jff  =s  y'C^         ai2  =  «flu,         «22  =  i3'a22>         ^32  =  0, 

C^^y'C,     ai8  =  aaii,     ais  =  j3"a^2»     «33  =  0 
und  wenn  wir  diese  Beduction  auf  irgend  einen  Punkt  xyz  des  Systems 
(in  der  neuen  Lage)  übertragen,  so  erhält  man  für  diesen,  wie  in  §.  9: 

A"  =  yC,      all  =  aaii  —  yxC,       a'ii  =  ßa^  —  yyC\       an  =  —  yzC^ 
K'  s=z  yCy      ai2  =  a  Oll  —  7^C,      0^2  =  ^a^  —  y'yC,      a^t  =  —  yzC^ 
C    s=  y  C^     ais  =  er  «11  —  y  xC,    «23  =  P  <^22  "^  7  V^i    ^»3  *==  —  7  ^^• 
Nnn  sind  die  Componenten  des  resultirenden  Kräftepaares 

L"  =  «23  —  082  ==  ?^\i  —  (/V  —  7^)  ^) 

M'  =  oi'i  —  aia  =  —  a  a^  +  {y'x  —  y^)  C, 

^"  =  «12  —  «21  =  «Oll  —  ßa^t  +  (yy  —  A)  C; 

soll  daher  der  Punkt  xyz  der  Centralaxe  der  Kräfte  angehören,  so  müssen 
die  Gleichungen 

^"  —  ß"  —  c" 

bestehen.    Es  ist  aber  zugleich 

r       If'       N"       yir  +  yM"  +  /N 


f  -xfff 


'  *'  2     I        '2     I        "2 

y       7       7  y+y+y 

=  iyf  —  fP)  «22  —  (/«"  —  /«')  «11  =  ««22  —  ^'^1- 

Daher  werden 

X"  =  y  («  «2«  —  /5aii),     jM"  =  /  («022  —  /Sa,i) ,     N*'  =  /'  (a  «22  ~  /^«ii) 

oder,  wenn  man  die  vorhin  entwickelten  Ausdrücke  diesen  gleichsetzt: 

{7z  —  fy)  G=  —  /T'rtga  +  7  («'«22  —  /^Oii). 

{7'x  ^yz)C  =  «an  +  /  (a'a22  —  /J^u), 

{yy  —  /a;)  C^ßa^^—  aa^^  +  /'  (a  o^^  —  ßn^i). 

Die  Lage  der  Centralaxe  ist  durch  die  Coordinaten  Xy  y,  z  eines  ihrer  Punkte 
nnd  dnreh  y^  y\  y\  nämlich  ihre  Richtungscosinusse  gegen  die  Axen  be- 
stimmt. Die  drei  letzten  Gleichungen  sind  nicht  unabhängig  von  einander 
nnd  sind  daher  äquivalent  zweien  von  ihnen.  Man  kann  aus  ihnen  wegen 
«i  +  ^  +  y«_l,  «'S  4.  ^2^/2=1,  «"«+^'24/'«=!  die  Grössen 

n^^\  a\  ff\  tt\  ßf'   eliminiren    und    erhält   dann   eine  Gleichung   zwischen 

^t  yt  ^«  y«  /«  y"  ^i*  <^^^  Lage  der  Centralaxe,  welches  die  Gleichung  eines 

Gomplezes  xweiten  Grades  sein  wird. 

Zur  AnsfOhrnng  dieser  Elimination  genügt  es,  die  drei  Gleichungen 

n.  17 
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zu  quadriren  und  zu  addiren.  Man  findet  mit  Bücksicht  auf  die  bekannten 
Relationen  zwischen  den  9  Cosinussen  a,  |?,  y, . .  . 

{yz  —  y'yf  +  {y'x  -  yzf  +  {yy  -  yxf  =  —2/4.—^  /^ 

Man  kann  zeigen,  dass  er  gebildet  wird  durch  die  Schnittlinien  der  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Bertthrungsebenen  der  beiden  oben  erwähnten  Focal- 
kegelschnitte  Mindings. 

Setzt  man  U'  =  M."  =  liJ"  =  0,  so  reducirt  sich  das  Kräftesystem 
auf  eine  Einzelresultante  und  erscheint  der  Minding'sche  Satz  wieder.  Man 
hat  nämlich  den  drei  Gleichungen,  aus  welchen  durch  Elimination  von  a,  /3; 
a ,  ^\  tt\  /5"  die  Gleichung  des  Complexes  hervorging,  dann  noch  zuzu- 
setzen die  Gleichung  aa^t  —  /^^n  =0,  welche  ausdrückt,  dass  das  resul- 
tirende  Axenmoment  Null  ist.  Hiemit  reduciren  sich  die  beiden  ersten 
dieser  Gleichungen  auf 

C  {yz  —  y'y)  =  —  fa^,     C  (y'x  -  yz)  =  a  a^, 

woraus  folgt 


al  aj 


<  (/ ^  -  y'yy  +  al,  {fx  -  yzy  =  -jgi  {/  +  /«), 

indem  a"^  +  j3"^  =  1  —  /'^  =  y*  -|-  y^  ißt.  Diese  Gleichung  stellt  zu- 
sammen mit  der  Gleichung  des  Complexes  die  Congruenz  dar,  welche  von 
den  Eichtungslinien  aller  Einzelresultanten  gebildet  wird.  Dieselbe  ist  von 
der  4.  Ordnung  und  4.  Classe,  d.  h.  durch  jeden  Punkt  des  Baumes  gehen 
4  Stralen  und  jede  Ebene  enthält  deren  4.  Eliminirt  man  aus  den  Glei- 
chungen der  Conginienz  {yz  —  /V)*>  so  kommt 

(«22  —  «i'i)  (/ '^  —  r^y  ""  «n  (yy  —  Y^y  =  Qi  «?i  («22  —  «?i)  y^- 

Für  den  Schnittpunkt  des  Congruenzstrales  mit  der  ^;gr- Ebene  ist  rr«=0, 
d.  h.  dieser  Schnittpunkt  liegt  auf  der  Curve 

y'  ^'   ,    1 


-IT +  771  =  0, 


nämlich  der  Focallinie  in  der  ^^e^- Ebene.  Ebenso  für  die  andere  Focallinie. 
Die  Tangentenebenen,  welche  in  beiden  Schnittpunkten  an  die  Focallinie 
gelegt  werden  können,  sind  rechtwinklig  zu  einander. 

§.  12.  Ist  ein  Eräftesjstem  nicht  im  Gleichgewicht,  so  kann  es  auf 
unendlich  viele  Arten  durch  Zufügung  zweier  Kräfte  oder  einer  Einzelkraft 
in  Verbindung  mit  einem  Paare  ins  Gleichgewicht  gebracht  werden.  Wir 
wollen  suchen,  diese  beiden  Kräfte  so  zu  bestimmen,  dass  die  Verbindungs- 
linie ihrer  Angriffspunkte  eine  Gleicbgewiohtsaxe  werde.  Möbius  hat  zu* 
erst  gezeigt,  dass  es  zwei  solcher  Axen  gebe;  er  nennt  sie  Hauptaxen 
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des  Oleichgewichts.  Statt  der  beiden  Kräfte  nehmen  wir  lieber  eine 
Einzelkraft,  welche  dann  nothwendig  der  Reductionsresultanten  des  Systems 
entgegengesetzt  gleich  sein  muss  und  ein  Paar,  dessen  Arm  der  Gleich- 
gewichtsaxe  parallel  sein  wird. 

Es  seien  p,  g,  r  die  Projectionen  des  Armes  des  Paares  auf  die  Coor- 
dinatenazen;  dieselben  sind  proportional  den  Richtungscosinussen  der  Haupt- 
axe.  Indem  wir  im  Punkte  Xq,  y^,  «q  der  gesuchten  Axe  die  Kraft  ( — -4, 
—  B,  — C)  und  ein  Paar  von  den  Componenten  |,  iy,  ?  der  Seitenkraft 
und  einem  Arme,  dessen  Projectionen  auf  die  Axen  jp,  g,  r  sind,  ein- 
führen, tritt  Gleichgewicht  ein  und  sind  in  Folge  dessen  die  Bedingungen 
erf ttUt : 

«23  —  «32  +  Po^  —  ^0^  +  ^y*"  —  ?7  =  0, 

«31   —  «13  +  ^0^   —  ^ü^  +  ?JP  —  5*-  =  0,  (1) 

«12  —  «21  +  ^ü^  —  yo^  +  5(7  —  -»^p  =  0. 

Damit  das  Gleichgewicht  während  der  Rotation  um  die  gesuchte  Axe  fort- 
bestehe, müssen  die  drei  Gleichungen  §.  4  erfüllt  sein,  wenn  die  dortigen 
Grössen  a^^  a^i,  ...  so  gebildet  werden,  dass  den  Kräften  des  Systems 
die  Kräfte  — A^  — i9,  — C  und  das  Paar  (|,  tj,  f)  mit  den  Projectionen 
Pj  q^  r  seines  Armes  zugefügt  wird.    Diese  Grössen  werden  dann 

«11  ™  «11  +  5P  —  ^^0,  «21  =  «21  +  ia  —  ^Vq,  «31  =  «31  +  5>*  —  ^^0» 
a«  =  «12  +  'nP  —  -^^01  «i«  =  «22  +  ^(?  —  ^%>  «32  =  ^32  +  ^^  —  ^  Z^, 
«13  =  «13  +  ?P  —  ^^0»       «W  =  «iS  +  ?(?  —   ^^0»        «33  =  (hz  +  tr—  ('^0 

nnd  hiemit  gehen  die  Gleichungen  des  §.  4  über  in: 

jr+r(Ax,+Byo+Czo)-C(px.^+qyo'\'rZo)+p{ip-ir)^^^^ 
wo 

^    =1>«11  +  ^«21  +  *'«31   -■  P  («11  +  «22  +  «33)» 

U'  ^pa^i  +  qa^^  +  ra^^  —  q  (a^^  +  a^^  +  «33),         (3) 
W'^pa^^  +  g«23  +  »*«33  —  *•  («11  +  «22  +  «33) 

ist.  Indem  man  die  drei  Gleichungen  (l)  mit  p^  q^  r  multiplicirt  und  ad- 
dirt,  eliminirt  man  l,  17,  ^  und  erhält 

•^  (%»•  —  ^0^)  +  ^  {^^p  —  ^oO  +  ^  (^o5  —  yi)P)  —  X  =  0,    (4) 

wo 

■^  =  («28  -  «32)i>  +  («31   —  «is)  ^  +  («12  —  «21)  '*•  '         (Ö) 

Sucht  man  ans  (l)  die  Grössen  i^r  --  ^g,  . . .  und  setzt  sie  in  (2)  ein, 
so  fidgt 

17* 
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K  —  B  {x^q  —  f/oJP)  +  C{ZqP  -  x^r)  =  0, 
K'  —  C  (y^r  —  Zqq)  +  Ä  {x^q  —  y^p)  =  0, 
K"  —A(zqP—  x^r)  +  B  (y^r  —  g^q)  =  0, 


wo 


(6) 


K  =  — i?  (a^  +  aj}2  +  Oss)  +l'«ii  +  ««is  +  »"öis; 
Z'  =  —  g  (a,i  +  0^2  +  Ogj)  +I?a2i  +  gosjg  +  ra^j^, 

^''=  —  r  (flu  +  «22  +  «33)  +^081  +  ««32  +  »"«SS- 

Die  Gleichungen  (4)  und  (6)  enthalten  die  Lösung  des  Problems.  Sie  lie- 
fern p,  q,  r,  y^r  —  g^q,  e^p  —  x^r,  x^q-^y^p  und  hiemit  jp,  q,  r,  a^o»  ^oi  ^o» 
wodurch  die  gesuchte  Hauptaxe  des  Gleichgewichts  bestimmt  ist.  Die 
ersteren  6  Grössen  sind  die  Plück er' sehen  Coordinaten  einer  Geraden  und 
die  4  Gleichungen  (4)  und  (6)  zwischen  diesen  Grössen  sind  die  Glei- 
chungen von  vier  Complexen  ersten  Grades,  deren  gemeinsame  Stralen  die 
gesuchten  Hauptaxen  sind.  Um  p,  9,  r,  ^o?  ^o)  ^0  bequem  zu  finden,  multi- 
pliciren  wir  (6)  mit  -4,  J?,  C  und  addiren;  dies  liefert  für  p^  q^  r  die  Glei- 
chung ersten  Grades 

AK  +  BK'  +  CK"  =  0.  (7) 

Ferner  multipliciren  wir  die  (4)  und  die  beiden  ersten  von  (6)  mit  —  C,  B^ 
—  Ä  und  erhalten  durch  Addition  derselben 

(^0«  -  yoP)  (^*  +  B'  +  C^)=^AK'-BK+  CL, 
und  analog 

(%r  -  «oQ)  (^'  +  ^'  +  C')  =  BK''  -  CK'  +  AL,        (8) 
{e^p  —  x^r)  (A^  -f  B^  -f  C^)  =  CK --  AK"  +  BL. 

Setzt  man  die  Werthe  von  XQq  —  ygp.,  ...  in  (4)  ein,  so  kommt  für  Pt  q^r 
die  Gleichung  2.  Grades 

K    K'    K" 

A     B      C     =  i  (^jp  +  i?(?  +  Cr), 
p       q       r 

welche  mit  (7)  zwei  Werthsysteme  für  Pj  q^  r  liefert.  Zu  jedem  folgen 
aus  (8)  die  Werthe  von  oTq,  y^,  Zq,  Die  Werthe  von  |,  ?^,  ?  bleiben  aber 
zum  Theil  unbestimmt  (GL  l),  wie  auch  von  selbst  als  noth wendig  ein- 
leuchtet, da  man  längs  der  Axe  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  zufügen 
und  mit  $,  17,  £"  verbinden  kann. 

Man  erkennt  leicht  die  geometrischen  Bedingungen,  unter  welchen  eine 
gegebene  Gerade  h  eine  Hauptaxe  des  Gleichgewichts  werden  kann.  Redu- 
ciren  wir  nSmlich  das  Eräftesjstem  für  einen  Punkt  0  der  Geraden  h  auf 
die  Resultante,  angreifend  in  0  und  drei  Paare  mit  astatischen  Armen, 
welche    zu    einander    rechtwinklig    sind,    von    denen    einer    in    h    f&llt 


I 

^^1  gad  (Ugen  wir  cieiuselbea  eine  der  Reeiiltanten  eDtgegengcsotzt  gleiche,  sie 

^^P  tilgende  Kraft,  so  wie  ein  Paar  zu,  dessen  Ann  parallel  h  ist,  so  muss  es 

^^    mOglich    sein,  das  Punktsystem  in  eine  Lage  zu   bringen,  von  welcher  aus 

ungeachtet   einer   Kotation   um  k    das  Gleichgewicht   fortbesteht.     Eb  muss 

daher  nach  Einfiihrmig  des   Paares  das  Centralellipsoid  des  Punktes  0  ein 

RotationsellipBoid  um  die  Axe  h  werden.    Nimmt  man  das  zugefügte  Paar 

ent^egengeeetzt  gleich  dem  RotationEpaare,  dessen  Arm  iu  h  lUllt,  so  folgt, 

daäs  die  beiden  andern  Paare  sich  fortwährend  Gleiotigenlcht  halten  müssen. 

^V  Ihre  Seitenkr&fte,  welche   umgekehrt  propcrtioual   den  ßadienvectoren  des 

^H  Wuen  Centralellipsoids  sein  müssen,  werden  einander  gleich,  da  dieses  ein 

^H  Kotaüonaellipaoid   ist.     Da   sie   aber  auch   mit   Hülfe    des    ursprunglichen 

^H  Centralellipsoids  bestimmt  werden  kSnuen,  so  folgt,  dass  der  Schnitt  dieses 

^^B  letzteren  senkrecht  auf  h  ein  Kreisschnitt  desselben  sein  muss.    Daher: 

^H  Jede    Gerade,    welche    eine    Hauptaxe    des    Gleichgewichts 

'  werden  kann,  ist  senkrecht  zu  einem  Kreisachnitte  des  Central- 

ellipsoids    irgend    eines    ihrer    Punkte.    Durch    einen    Punkt    des 

I  Sfstoms  gehen    im  Allgemeinen   nur   zwei   solche  Hauptaxeu   da 

kjdaa  CentraleÜipaoid  in  demselben  im  Allgemeinen  nur  zwei  Kreis- 

biehnitta  besitzt.    Die  sämmtlicheu  Bauptaxen  des  Gleichgewichts 

^lind    daher    die    Erzeugungslinien    der    einfachen    Hyperboloide, 

valche   dem   System   der   confocaleu   Flächen    angehören,    deren 

(normalen    die    Uanptaxen   der  CentralellipBaidCbestimmen.     Sie 

bilden  eine  Lintencongruen/.. 

Die  EntwickeluDgcn  dieses  Capitela  in  der  vorgeführten  Allgctneinheit 

KTSrdankt   man  Darboni.    Durch  die  Ginführung  der  astatischeu  Paare  und  dea 

■Ceatralellipaoida   bat  er  dcDdelbeu   eiueu  hohen  Grad  geomotriBcher  Durchsichtig- 

kett  gegeben,   ähnlich   derjenigen,   welche   Binet,  Cauchy  und  Poinsot   in  der 

iTheorie   der  TrSgbeitscnomeute   durch   die  Einführung  der  TraghcitaeÜipBotdo   er- 

nicht  haben.    Indessen  kann  man    auch  von  einer  anderen  Seite  die  Probleme 

r  Astatik  behandeln,  welche  gleichfalls  verdieot  gekannt  eu  werden.   Wir  fügen 

1  dJeaei  Hinsicht  einiges  hinzu,   was  auf  den  Methoden  von  Mindins   und  Mö- 

^lui  beruht. 

Au«  B.  I.  a.  18  ergibt  üich,   daaa  die    ReBoltanlu   zweier  an  einem  ebenen 

rtom  lugieifenden  Kräfte  stets  darch  einen   bestimmten  Paukt  hindurchgeht, 

inn  da«  6y«tem  nm  irgend  ciui^n  seiner  Punkte  rotirt,  während  die  Sräfte  geo- 

ich  nicht  Undcrn,  oder  bei  ruhendem  Sjet^ui  die  Krilfte  um  ihre  An- 

jjffiipiinkto  alle  in  doniselben  Siune  und  am  denselben  Winkel  gedreht  werden. 

pUMr  Pnnkt,  der  Mittelpunkt  der  beiden  KrAfte,  liegt  auf  dem  Kreise,  welcher 

B  Ort  des  SchiiittpunkleB  der  Kraftrichtungen  während  dieser  Drehung  bildet. 

IVuden  die  beiden  KrUfte  parallel,  lO  fUUt  ihr  Mittelpunkt  in  die  Verbindnngs- 

falip  ihrer  Augriffspuukte   und   theilt  deren  Entfernung  im   umgekehrten  Vt>rhlUt.- 

b**  dtrr  KriUte.     So  lange  die  Hceultante  der  Krilfle  nicht  verschwindet,   exiatirt 

'   Mittelpunkt    stet«   in    Endlichen.     B.  I,  8.  SC  u.  U    wurde  die   Existenz 

•  Uittvlpunkte»  der  l'arallelkrilftc  für  eine  beliebige  Anzahl  solcher  Kr&fte,  sei 
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es,  dass  sie  ein  ebenes  oder  auch  ein  räumliches  Eräftesystem  bilden,  dargeihan 
und  wurden  seine  Coordinaten  bestimmt.  Es  gibt  aber  auch  für  drei  und  mehr 
Kräfte  in  der  Ebene,  wenn  sie  nicht  parallel  sind  und  ihre  Resultante  nicht  ver- 
schwindet, einen  Mittelpunkt  der  Kräfte,  durch  welchen  diese  Resultante  fortwäh- 
rend hindurchgeht,  mag  das  System  in  seiner  Ebene  irgendwie  sich  bewegen, 
während  alle  Kräfte  geometrisch  gleich  bleiben.  Um  diesen  Punkt  zu  finden, 
kann  man  den  Mittelpunkt  zweier  Kräfte  suchen,  zu  deren  in  diesem  Mittelpunkte 
angreifenden  Resultanten  und  der  dritten  Kraft  von  neuem  den  Mittelpunkt  be- 
stimmen u.  s.  f.  Da  es  offenbar  nur  einem  solchen  Punkt  geben  kann,  so  folgt, 
dass  man  bei  beliebiger  Aufeinanderfolge  der  Kräfte  stets  zu  demselben  Punkte 
gelangen  muss. 

Mit  Hülfe  des  Mittelpunktes  der  Parallelkräfte  kann  man  den  Mittelpunkt 
irgend  eines  ebenen  Kräftesystems  leicht  finden,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden. 

Die  Lage  des  Mittelpunktes  eines  Systems  von  Parallelkräften  hängt  blos  von 
der  Lage  der  Angriffspunkte  und  den  Verhältnissen  der  Kraftintensitäten  ab,  ist 
also  für  alle  Systeme  von  Parallelkräften  derselbe,  wenn  die  Angriffspunkte  und 
diese  Verhältnisse  dieselben  sind.  Zieht  man  daher  durch  die  Angriffspunkte  der 
Parallelkräfte  Gerade  von  einer  bestimmten,  aber  beliebigen  Richtung  und  projicirt 
diese  Kräfte  auf  sie  parallel  einer  gegebenen  Ebene,  so  erhält  man  ein  neues 
System  von  Parallelkräften,  welches  denselben  Mittelpunkt  besitzt,  wie  das  ur- 
sprüngUche. 

Es  sei  P,  P',  P",  ...  ein  ebenes  Ejräftesystem.  Man  zerlege  alle  Kräfte  P 
nach  zwei  beliebigen  Richtungen  der  Ebene  in  die  Componenten  X,'Y  und  bestimme 
den  Mittelpunkt  Ä  der  Parallelkräfte  X,  sowie  den  B  der  Parallelkräfte  Y.  Nun  ziehe 
man  durch  die  Angriffspunkte  aller  Kräfte  in  der  Ebene  Gerade  von  derselben,  aber 
beliebigen  Richtung  .und  projicire  auf  sie  die  Kräfte  P,  X,  Y,  so  erhält  man  neue 
Kräfte  n,  S,  H  und  zwar  wird  n=:fi;+  K  sein,  da  [P]  —  [X]  +  [Y]  ist.  Der 
Mittelpunkt  der  Kräfte  S  ist  aber  der  Mittelpunkt  Ä  der  Kräfte  X  und  der  Mittel- 
punkt der  Kräfte  H  ist  der  Mittelpunkt  B  der  Kräfte  Y,  Der  Mittelpunkt  der 
Kräfte  77  Mit  daher  in  die  Gerade  AB,  welches  auch  immer  die  Richtung  der 
Kräfte  77  sein  mag.     Daher: 

Zieht  man  durch  die  Angriffspunkte  eines  ebenen  Kräftesystems 
in  der  Ebene  desselben  Parallelen  von  irgendwelcher  Richtung  und 
projicirt  alle  Kräfte  des  Systems  auf  sie  parallel  zu  irgend  einer  an- 
deren Richtung,  so  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  der  projicirten 
Kräfte  eine  bestimmte,  von  der  Projectionsrichtung  unabhängige 
Gerade.  Diese  Gerade  heisst  die  Centrallinie  des  ebenen  Kräftesystems.  Mit 
Hülfe  von  zwei  Mittelpunkten  Ä,  B  und  dem  Durchschnittspunkt  der  durch  sie 
hindurchgehenden  Richtungen  der  Componenten  X,  Y  ergibt  sich  der  Kräftemittel- 
punkt, wie  B.  I,  S.  19  gezeigt  ist 

Indem  man  ebenso  die  Kräfte  P  eines  räumlichen  Systems  nach  drei  Rich- 
tungen in  die  Componenten  X,  Y,  Z  zerlegt  und  dann  P,  X,  Y,  Z  sämmtlich 
auf  Parallellinien  projicirt,  welche  durch  die  Anfangspunkte  gehen,  ergibt  sich: 

Projicirt  man  die  Kräfte  eines  räumlichen  Systems  auf  Parallelen, 
welche  durch  die  Angriffspunkte  gehen,  so  ist  der  Ort  des  Mittel- 
punktes der  projicirten  Kräfte  eine  bestimmte,  von  der  Richtung  des 
Projicirens  unabhängige  Ebene.  (Centralebene  des  Kräftesystems.) 

Es  kann  sich  bei  einem  ebenen,  wie  bei  einem  räumlichen  System  ereignen, 
dass  die  Mittelpunkte  A,  B  diet  Kräfte  X,  Y  oder  die  Mittelpunkte  A,  B,  C  der 
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ErftAe  X,  Y,  Z  in  einen  Pankt  zusammenfallen.  Dann  fallen  aach  die  Mittel- 
ponkte  aller  projicirten  Parallelki^ftesysteme  in  diesem  Punkte  zusammen.  Das 
System  hat  dann  keine  Centrallinie  oder  Centralebene ,  sondern  nur  einen  Mittel- 
punkt oder  eine  Centrallinie,  indem  die  Centrallinie  oder  die  Centralebene  unbe- 
stimmt wird.  Laufen  z.  B.  die  Kräfte  eines  räumlichen  Systems  alle  einer  Ebene 
parallel,  so  kann  man  sie  nach  zwei  zu  dieser  Ebene  parallelen  Richtungen  zer- 
legen und  die  beiden  Mittelpunkte  A^  B  der  Zerlegungskräfbcsysteme  suchen; 
nach  welcher  andern  Richtung  man  auch  immer  sodann  projiciren  mag,  stets 
wird  der  Mittelpunkt  des  neuen  Projeotionssystems  in  die  Gerade  AB  fallen. 

Die  Centralebene  enthält  noch  eine  ausgezeichnete  Gerade.  Zerlegt  man  näm- 
lich alle  Kräfte  in  drei  Componenten  X,  Y,  Z^  von  denen  die  Z  senkrecht  zur 
Centralebene,  die  X,  Y  parallel  mit  derselben  sind,  so  fallen  die  Mittelpunkte 
A,  B  der  zur  Ebene  parallelen  Kräftesy steme ,  wie  man  die  Axen  der  x,  y 
auch  immer  parallel  der  Centralebene  drehen  möge,  in  eine  bestimmte  Gerade 
dieser  Ebene.  Diese  Gerade  heisst  die  Centrallinie  der  Centralebene.  Auf 
dieser  Centrallinie  gibt  es  noch  einen  besonderen  Punkt.  Nimmt  man  nämlich 
die  Richtung  der  X  parallel  derselben,  die  der  Y  senkrecht  zu  ihr  oder  umge- 
kehrt, so  heisst  der  Mittelpunkt  des  zur  Centrallinie  parallelen  Systems  der  Cen- 
tralpnnkt  der  Centrallinie. 

§.  14.  um  den  Mittelpunkt  der  Kräfte  des  ebenen  Systems  zu  bestimmen, 
sei  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  die  Gleichung  der  Central- 
axe  (s.  B.  I,  8.  36) 


Bx^—  Ay^—  N^Q,    wo  A  =^  ZX,  B  =r  SY,  N 


X    y 
X   Y 


Dreht  man  nun  das  System  um  den  Ursprung  und  den  Winkel  qp  um,  so  nimmt 
das  im  System  festgedachte  und  mit  ihm  bewegliche  Coordinatensystem  eine  Lage 
an,  so  dass  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  festes  mit  dem  beweglichen  ur- 
•prfinglich  zusammenfallendes  System  mit  Hülfe  der  Formeln 

x'  sat  X  cos  9  —  y  sin  9 ,      y'  =  x  sin  qp  +  y  cos  9 

gefanden  werden.  Behalten  daher  alle  Kräfte  ihre  Richtungen  während  der  Drehung 
bei,  so  ist  die  Gleichung  der  Centralaxe  nach  der  Drehung 

B  {Xi  cos  q>  —  t/i  sin  qp)  —  -4.  (oj,  sin  qp  +  yj  cos  q>)  —  ^'  ==  0, 
wo    N'^S 


X  cos  q>  —  y  sin  q>,    x  Bin  q>  -{-  y  cos  qp 
X  Y 


■■  cos  qp  £ 


X    y 
X  Y 


-{•Binqt  £ 


—  y  X 
X     Y 


N  cos  qp  —  sin  qp  £  {xX  -{-  yY), 


Geordnet  wird  diese  Gleichung 

(Bxi  —  Ayi  —N)  cos  qp  —  (By^  +  ^^i  —  ^  (^^  +  V^))  sm  qp  =  0. 

Die  Vergleichung  dieser  Gleichung  der  neuen  Centralaxe  mit  der  Gleichung 
der  Centralaxe  für  die  ursprüngliche  Lage  des  Systems  ergibt  sofort  die 
Existenz  eines  Systempunktes  (o^,  y, ),  welcher  unabhängig  vom  Winkel  qp 
beiden  Centralaxen  angehört,  durch  welchen  also  die  Centralaxe  und  damit  die 
Einielretoltante  in  allen  Lagen  hindurchgeht.  Denn  beide  Gleichungen  geben  das 
OloiohungaqrBtem 

Bxi  —  Ayi  —  JV^  —  0, 

Axi  +Byi  —  2(xX  +  yY)  =  0. 
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Aus  ihnen  folgen  die  Coordinaten  des  Eräftemittelponktes;  nämlich  es  wird,  wenn 
R  die  Resultante  bedeutet: 

E^'X^  =  ÄS{xX  +  yY)  +  BN,    R* -  y^  ^  BZ  (xX  +  yY)  +  AN. 

Man  erkennt,  dass  der  Eräftemittelpunkt  als  der  Schnittpunkt  der  Centralaxe  mit 
der  Geraden  ÄXi  +5y,  —  2  {xX  -\-  yY)  =:  0  gefunden  wird,  welche  auf  ihr 
senkrecht  steht. 

Zugleich  sieht  man,  dass  durch  die  Drehung,  welche  auf  die  Intensität  der 
Reductionsresultante  keinen  Einfluss  übt,  das  Paar  iV,  welches  dem  Ursprung  als 
resultirendes  Paar  entspricht,  übergeht  in  JV"  ==  JV  cos  q>  —  sin  q)  £  (xX  -{-  yY). 
Es  verschwindet  für 

Ist  das  System  ursprünglich  im  Gleichgewicht,  also  A  =  B  ==  0^  N  =  0^  so  wird 
es  durch  die  Drehung  dem  Paare  ^'  =>  —  nn  q>  £  (x X -\- yY)  äquivalent,  welches 
nur  für  9  =  TT  wieder  verschwindet,  für  welchen  Werth  eine  neue  Gleichgewichts- 
lage eintritt.  Für  qp  =»  4^ «  wird  N'  =  ^  £  {xX  -\-  yY),  wie  mit  dem  §.  4  Be- 
merkten harmonirt. 

§.  15.  Um  die  Gleichung  der  Centralebene  zu  finden,  seien  X,  Y,  Z  die  Com- 
ponenten  der  Eraft  P  und  «,  ß,  y  die  Bichtungscosinusse  der  Geraden,  auf  welche 
die  EAfte  projicirt  werden.  Dann  ist  bei  rechtwinkliger  Projection  ofX+  (JY+  7^ 
die  Projection  von  P  und  erhält  man  für  die  Coordinaten  x^,  y^,  z^  des  Mittel- 
punktes der  Parallelkräfte  von  der  Richtung  {aßy): 

R=^aA  +  ßB  +  yC,  A  =  ZX,     a„  =  ZxX, 

Rx^  ==  «Ol,  +  /Ja,s  +  ya,3,  B  =  ZY,     a^j  =  ZyX, 

Ry^  =  aa^^  +  |Ja„  +  ya^g,  C  =  ZZ,      a^^  =  ZzX,   u.  s.  w. 

Rz,  ==aa3i  +  (Jog,  -f  yOss» 
Eliminirt  man  or,  |3,  y,  so  wird  die  Gleichung  der  Centralebene,  als  des  Ortes  aller 
Mittelpunkte  x^,  i/^,  z^,   welcher   den   verschiedenen   Projectionsrichtungen   ent- 
sprechen 

\     A    B    C 

=  0 


x, 

«U     «12 

«13 

Vi 

,«11     «82 

«23 

h 

«31     «32 

«83 

Die  Ebene  wird  unbestimmt,  wenn  die  Coefficicnten  von  x^,  y^,  z^  und  das 
Absolutglied  sich  gleichzeitig  auf  Null  reduciren.  Sie  stellt  dann  einen  Ebenen- 
büschel  dar,  dessen  Axe  die  Centrallinie  ist,  in  welche  alle  Mittelpunkte  der 
Parallelkräftesysteme  hineinfallen.  Alle  diese  Mittelpunkte  fallen  in  einen,  den 
Centralpunkt,  zusammen,  sobald 

«11  •  «12  •  «13    =   «21   •  «22  '  «23    =*   «31  ^  «32  •  «33    "^   A  l  B '.  C 

werden. 

Man  erkennt  leicht  die  Identität  der  hier  definirten  Centralebene  mit  der 
Centraleb^e  der  Darboux'schen  Theorie.  Zerlegt  man  nämlich  alle  Erälte  nach 
drei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  und  vereinigt  die  Parallelkräfte  jeder 
Richtung  zu  einer  im  Mittelpunkte  derselben  angreifenden  Eraft,  so  reducirt  sich 
das  ganze  System  auf  drei  zu  einander  senkrechte,  in  drei  bestimmten  Punkten 
Aj  B,  0  angreifende  Kräfte,  deren  AngrifEqpankte  dieselben  bleiben,  wenn  das 
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Panktsystem  seine  Lage  ändert.  Man  bringe  in  A  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte 
an,  sowohl  gleich  der  in  B^  als  aach  gleich  der  in  C  wirkenden  Kraft.  Dadnrch 
redncirt  man  das  System  auf  eine  Einzelkraft,  in  A  angreifend,  die  Resultante 
aller  drei  dort  angreifenden  Kräfte  nnd  zwei  Paare  mit  den  astatischen  Armen 
AB  nnd  AC,  Wählt  man  die  Zerlegung  der  Kräfte  so,  dass  die  eine  Kraftrich- 
tong  zur  Ebene  ABC  senkrecht  ist,  so  folgt  alles  Weitere  von  selbst. 

§.  16.  Von  einem  Mittelpunkte  der  Kräfte  kann  beim  räumlichen  Kräfte- 
system  im  Allgemeinen  nicht  die  Rede  sein.  Denn  erstens  sind  die  Kräfte  nicht 
fflr  alle  Lagen  des  Punktsystems  einer  Einzelkraft  äquivalent  und  zweitens  laufen 
die  Einzelkräfte  für  die  Lagen,  in  welchen  dies  der  Fall  ist,  nicht  durch  einen 
Punkt,  sondern  schneiden  die  beiden  Focalkegelschnitte  (§.  9).  Sind  die  beiden 
Axen  der  Focalellipse  gleich,  so  ist  sie  ein  Kreis  und  fallen  die  Brennpunkte  in 
den  Centralpunkt.  Auch  die  Scheitel  der  Focalhyperbel  fallen  dann  mit  ihm  zu- 
sammen und  sie  selbst  geht  in  die  zur  Ebene  des  Kreises  senkrechte,  durch  den 
Centralpunkt  gehende  Gerade  über.  Dieselbe  ist  die  Contrallinie  des  Kräfte- 
tystems;  die  Gentralebene  wird  unbestimmt.  Wird  auch  der  Radius  des  Central- 
kreises  Null,  so  fallen  sämmtliche  Brennpunkte  und  Scheitel  in  den  Centralpunkt. 
Dieser  wird  dann  zu  einem  Mittelpunkt  der  Kräfte,  durch  welchen  die  Einzel- 
resnltante  fortwährend  hindurchgeht.  Ein  anderer  extremer  Fall  ist  der,  dass  die 
Focalellipse  sich  auf  eine  Strecke  reducirt. 

Sind  die  12  Bedingungen  des  astatischen  Gleichgewichts  nicht  sämmtlich  er- 
ffiUt,  80  kann  ein  Mittelpunkt  der  Kräfte  existiren.  Sind  o^q,  t/o,  ^o  ^^^^  Coor- 
dinaten  und  führen  wir  die  Einzelresultante  B  {X^ ,  Y^ ,  Z^ ,  auf  welche  sich  in 
diesem  Falle  das  Kräftesystem  in  allen  Lagen  reduciren  muss,  im  umgekehrten 
Sinne  ein,  so  muss  das  astatische  Gleichgewicht  eintreten,  d.  h.  es  müssen  die 
Gleichungen 
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Bind  die  Kräfte  alle  parallel,  so  ergeben  sich  die  Goordinaten  des  Mittelpunktes 
der  Parallelkräfte. 

§.  17.  Von  den  Theorien  des  vorliegenden  Capitek  werden  interessante  An- 
wendungen in  der  Theorie  des  Magnetismus  gemacht.  Der  Raum  gestattet  uns 
idolit^  hieraaf  dnsngehen.  Vgl.  M  o  i  g  n  o ,  Le9on8  de  M^caniqne  analy  tique,  p.  238  n.  S^. ; 
Broch,  L^rboeh  der  Mechanik  S.  134  n.  ffg. 
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XII.  Capitel. 

Sicherheit  des  Gleichgewichts.     Virial.     Gauss*  Prinoip. 

§.  1.  Ein  Kräftesystem  sei  zur  Zeit  t  an  einem  unveränderlichen 
Punktsystem  im  Gleichgewicht;  das  Punktsystem  besitze  einen  gewissen 
Geschwindigkeitszustand ;  vermöge  desselben  wird  es  im  folgenden  Zeit- 
elemente seine  Lage  ttndeiii,  ohne  dass  die  Kräfte  auf  diesen  Geschwindig- 
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keitszustand  einen  Einfluss  ausüben.  Nach  einer  unendlichkleinen  Lagen- 
Sndenmg  werden  aber  die  Kräfte  nicht  mehr  im  Gleichgewicht  sein,  son- 
dern einen  Einfluss  auf  den  Geschwindigkeitszustand  und  den  Fortgang 
der  Bewegung  gewinnen.  Ist  diese  Bewegung  so  beschaffen,  dass  die  Lagen 
des  Punktsystems  sich  nur  unendlich  wenig  von  der  Gleichgewichtslage 
entfernen,  so  dass  also  dasselbe  sich  um  Azen  windet,  welche  ihrer  Lage 
nach  unendlich  wenig  von  einander  abweichen,  so  heisst  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte  sicher  oder  stabil,  im  Gegenfalle  unsicher  oder  labil.  Die 
zugehörige  Lage  des  Systems  heisst  eine  sichere  oder  unsichere  Gleich- 
gewichtslage. In  grösster  Allgemeinheit  aufgefasst  gehört  die  Frage  nach 
der  Stabilität  des  Gleichgewichts  eines  Kräftesystems  der  Kinetik,  nicht 
der  Statik  an  und  ist  dieselbe  im  Grunde  mit  der  Theorie  der  kleinen 
Oscillationen  identisch.  Indessen  ist  es  nicht  ohne  Interesse,  dass  auch  von 
rein  statischem  Gesichtspunkte  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kräfte 
während  der  Bewegung  des  Punktsystems  weder  ihre  Intensitäten,  noch 
ihre  Richtungen  ändern,  Criterien  für  die  Stabilität  des  Gleichgewichts  auf- 
gefunden werden  können.  Da  eine  Translation  das  Gleichgewicht  nicht 
stört,  so  brauchen  wir  dabei  blos  Rotationen  anzunehmen  und  können  sogar 
die  verschiedenen  Rotationsaxen,  ohne  Schaden  für  die  Allgemeinheit,  alle 
durch  einen  Punkt  hindurchlegen. 

§.  2.  Erleidet  das  Punktsystem  eine  Rotation  um  eine  Axe  und  das 
Gleichgewicht  des  Kräftesystems,  dessen  Kräfte  Richtung  und  Intensitäten 
nicht  ändern  sollen,  hört  auf,  so  wird  das  Kräftesystem  ^em  Paare  äqui- 
valent, dessen  Moment  im  Allgemeinen  von  der  Amplitude  und  Lage  der 
Axe  der  Rotation  abhängt.  Denn  da  die  Kräfte  sich  nicht  ändern,  so  ändert 
sich  auch  deren  Resultante  nicht;  da  sie  aber  wegen  des  Gleichgewichtes 
Null  ist,  so  bleibt  sie  Null.  Daher  kann  das  Kräftesystem  nur  einem  Paare  H 
äquivalent  werden.    Durch  die  Rotation  wird  im  Allgemeinen  der  Abstand 

der  Angriffspunkte  der  Seitenkräfte  dieses  Paares 
•^A      t*^    7»     ^^^        und  damit  das  Moment  desselben  veränderlich. 

^               \j  J                      Für  das  ebene   System,  welches  um  eine  zu 

\^  ^j        seiner  Ebene  senkrechte  Axe  rotirt,  ergibt  sich  das 

A      4  p'     Moment  H  des  Paares  aus  Gap.  XI,  §.  14,  indem 

J5      ^_     4  -^j     ^     °i3^  ^ort  A  =  B  =  Oy  N  =0  setzt,  nämlich 

j^^        ^  N        WO  9  die  Amplitude  der  Rotation  bezeichnet.  Man 

*  ,    „,  sieht  hieraus,  dass  H  ein  Maximum  oder  Minimum 

für  9  «=s  -j^  4"  ^  erreicht  und  wie  bereits  Cap.  XI, 
§•  4  gezeigt  wurde,  —  Z{xX'\'yY)  das  Moment  des  Kräftesystems  wird, 
wenn  alle  Kräfte  nm  \n  gedreht  werden.    Es  seien  (Fig.  74a,  b)  P^,  P^ 
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zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte,  angreifend  an  den  Punkten  Ä^y  Ä^y 
welche  in  der  Gleichgewichtslage  im  Gleichgewicht  befindlich,  durch  die 
Rotation  des  Systems  zu  dem  Paare  H  auseinandertreten,  welches  dem 
System  äquivalent  wird.  Man  hat  hiebei  drei  Fälle  zu  sondern.  Es  mögen 
Pi ,  Pg  ziehend  wirken,  so  dass  sie  die  Strecke  Ä^  Ä^  vergrössem  würden, 
wenn  sie  dehnbar  wäre.  Dann  haben  Ä^ ,  A2  und  P^  gleichen  Sinn.  Durch 
die  Kotation  dreht  sich  A^A^  um  die  Amplitude  q>  und  entsteht  ein 
Paar  H,  dessen  Sinn  dem  Sinne  der  Rotation  entgegengesetzt  ist.  Dies 
Paar  ist  daher  —  ^^  Jig '  A*  ^^  ^1-^2  ^^^  -^a  gleichen  Sinn  haben.  Welches 
auch  immer  der  Einfluss  des  Paares  auf  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Punktsystems  sein  mag,  so  ist  doch  so  viel  klar,  dass  der  entgegengesetzte 
Sinn  beider  einen  Rückgang  des  letzteren  zur  Folge  haben  wird,  und  das 
System  eine  Bewegung  annehmen  wird,  so  dass  die  Kräfte  P^,  P,  in  die 
Gleichgewichtslage  zurückkehren  oder  wenigstens  sich  nicht  weiter  von  ihr 
entfernen  werden.  Das  ursprüngliche  Gleichgewicht  ist  daher  sicher,  wenn 
die  Grösse  — ^1^2 '  A  negativ  ist.  Es  mögen  andererseits  P^,  Pg  drückend 
wirken,  so  dass  sie  die  Strecke  A1A2  verkleinem  würden,  wenn  sie  com- 
pressibel  wäre.  In  diesem  Falle  haben  A^A^  und  P^  entgegengesetzten 
Sinn  und  harmonirt  der  Sinn  des  entstehenden  Paares  mit  dem  Sinne  der 
Rotation,  so  dass  — A1A2  *  P^  positiv  ist.  Das  Gleichgewicht  ist  imsicher, 
weil  das  Paar  eine  weitere  Entfernung  der  Ki*äfbe  P^,  P^  von  der  Gleich- 
gewichtslage veranlassen  wird.  Ist  endlich  drittens  A^A^  gleich  Null,  so 
ist  auch  —  A^A2  .  P2  Null  und  das  Gleichgewicht  dauernd.    Daher: 

Sind  P|,  P2  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte,  welche  an 
den  Punkten  A^y  A^  eines  ebenen,  im  Gleichgewicht  befindlichen 
Kräftesystems  angreifend  bei  der  Drehung  desselben  um  eine 
zur  Ebene  senkrechte  Axe  zu  dem  Paare  auseinandertreten, 
welches  dem  System  äquivalent  wird,  so  ist  das  Gleichgewicht 
in  Bezug  auf  diese  Axe  sicher,  unsicher  oder  dauernd,  je  nach- 
dem die  Grösse  — A1A2  >  P^  negativ,  positiv  oder  Null  ist. 

Man  sieht  leicht,  dass  — ^j^j.Pg  oder  was  dasselbe  ist,  — -^j^j.Pj 
in  allen  Fällen  das  Moment  des  Paares  darstellt,  welches  dem  Kräftesystem 
äquivalent  wird,  wenn  dasselbe  um  ^n  gedreht  wird;  denn  dann  wird 
AiA2  der  Arm  und  der  Sinn  ist  stets  dem  der  Drehung  entgegengesetzt. 
Man  hat  daher  auch  dem  Obigen  zu  Folge 

H  =  —  sin  9  2J  (rcX  +  pY)  =  —  sin  9? .  -^^^g  •  -^a« 
Die  Grösse  — ^1^2  -  ^t  spielt  in  Untersuchungen  der  Sicherheit  des  Gleich- 
gewichts eine  entscheidende  Rolle.  Sie  wurde  von  Möbius  eingeführt,  ohne 
dass  er  dafür  einen  Namen  brauchte;  Schweins  nennt  sie  das  Flieh- 
moment des  Kräftesystems.  In  neuester  Zeit  hat  sie  in  den  Untersuchungen 
yoA  Cli^usius  über  mechanische  Wftrmetheorie  eine  namhafte  Bedeutung  er- 
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langt  und  ist  die  Hälfte  ihres  mittleren  Werthes  von  ihm  das  Virial  des 
KrftfteBystems  genannt  worden.  Wir  wollen  uns  erlauben,  für  diese  Gleich- 
gewichtsfunction  den  Namen  Virial  zu  brauchen. 

§.  3.  Die  Untersuchung  der  Sicherheit  des  Gleichgewichts  eines  räum- 
lichen Krftftesjstems  kann  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes  auf  die  der  Sicher- 
heit eines  ebenen  Kräftesjstems  reducirt  werden: 

Das  Gleichgewicht  eines  räumlichen,  an  einem  unveränder- 
lichen Punktsystem  angreifenden  Kräftesystems  in  Bezug  auf 
die  Rotation  um  eine  Axe  ist  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem 
die  Projection  des  Kräftesystems  auf  eine  zur  Axe  senkrechte 
Ebene  sich  im  sicheren  oder  unsicheren  Gleichgewicht  befindet. 
Ist  nämlich  (Fig.  75  a)  a  die  Axe  und  E  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene, 
8o  spalte  man  jede  Kraft  P  an  ihrem  Angriffspunkte  Ä  in  eine  Componente  Q 
parallel  und  eine  solche  S  senkrecht  zu  E  und  bringe  an  der  Projection 
A^  des  Angriffspunktes  von  P  auf  die  Ebene  E  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  Q  und  — Q  an.  Es  ist  dann  P  äquivalent  seiner  Projection  Q  auf 
die  Ebene  E^  dem  Paare  (Q,  —Q),  dessen  Ebene  der  Axe  parallel  läuft 
und  der  Kraft  S,  welche  gleichfalls  dieser  Axe  parallel  ist.    Da  das  Ki*äfte- 

system  im  Gleichgewicht  sich  befindet, 
so  ist  auch  seine  Projection  auf  die 
Ebene  E^  nämlich  das  in  dieser  Ebene 
enthaltene  System  der  Kräfte  Q  im  Gleich- 
gewicht. Durch  die  Rotation  um  die  Axe  a 
geht  dies  System  in  ein  Paar  über.  Man 
kann  dasselbe  daher  durch  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Kräfte  Z7,  —  U  ersetzen, 
welche    blos  der  Bedingung  zu  genügen 

^  brauchen,    dass    ihr   Virial    dem    Viriale 

[1^^.  #/  des   Kräftesystems   (Q)    gleich   sei.    Zum 

Angriffspunkt  von  U  wählen  wir  den 
Fusspuukt  0  der  Axe  a  in  der  Ebene  E 
und  behalten  uns  vorläufig  noch  vor,  ihre 
Richtung  und  Intensität  näher  zu  bestim- 
men. Die  Paare  (Q,  — C),  welche  durch 
die  Rotation  um  a  nicht  geändert  werden,  können  wir  sämmtlich  parallel 
mit  sich  an  die  Axe  a  verlegen,  so  dass  sie  eine  Strecke  OC/  dieser  Axe 
xum  gemeinschaftlichen  Arme  haben.  Sie  sind  äquivalent  einem  gewissen 
Paare  {Q^y  —Co)  *°^  Arme  00\  so  dass  ^q  an  0,  — Qq  B,n  (/  angreift. 
In  der  Ebene  dieses  Paares  (Fig.  75  b)  wählen  wir  U  so,  dass  es  Q^  ent- 
gegaagesetst  gleich  wird  und  bestimmen  den  Angriffspunkt  0^  von  —  U 
80,  das«  —  0|  0".  U  gleich    dem   Viriale  des  Kräftesystems  (Q)  in  Bezug 
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auf  0  wird.  Da  (jQ)  fdr  sich  im  Gleichgewicht  ist,  so  müssen  die  Kräfte  S 
mit  den  Paaren  (Qq  ,  —  Qq)  Gleichgewicht  halten.  Sie  müssen  daher  einem ' 
Paare  äquivalent  sein,  dessen  Ebene  parallel  der  Ebene  von  (Q^,  — Qq)  ist. 
Dies  Paar  können  wir  parallel  mit  sich  in  diese  Ebene  verlegen,  so  dass 
seine  SeitenkrSfte  8q  in  (/  und  0^  angreifen.  Da  die  Kräfte  U  und  Qq 
an  0  sich  fortwährend  tilgen,  so  können  sie  selbst  getilgt  werden.  Es 
bleiben  daher  blos  die  Kräfte  —  ü  =  —  Qq  und  —  8q  an  0^  und  U  und 
8q  an  (/.  Sie  bleiben  während  der  Drehung  um  die  Axe  a  stets  ihren 
Resultanten  —  T^,  Tq  an  0^  und  ff  äquivalent.  Wegen  des  ursprünglichen 
Gleichgewichts  müssen  — Tq  und  Tq  entgegengesetzt  gleich  sein  und  also 
in  die  Gerade  O^ff  fallen.  Nachdem  das  ganze  Kräftesjstem  auf  diese 
beiden  Kräfte  reducirt  ist,  folgt,  dass  das  Gleichgewicht  desselben  in  Bezug 
auf  die  Axe  a  sicher  oder  unsicher  ist,  je  nachdem  das  Gleichgewicht  von 

—  Tq  und  T  sicher  oder  unsicher  ist,  d.  h.  je  nachdem  — O^O'.Tq  ne- 
gativ   oder    positiv    ist.     Diese    Grösse    hat    aber    dasselbe    Zeichen,    wie 

—  O^O.Tq  cos*  ffO^O^  —0^0  .Qq,  welche  Grösse  das  Virial  des  Kräfte- 
Systems  darstellt.  Daher  ist  das  Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher,  je 
nachdem  die  Projection  des  Kräftesystems  auf  die  Ebene  E  sicher  oder  un- 
sicher ist. 

§.  4.  Es  ist  nicht  in  allen  Fällen  bequem,  die  Sicherheit  oder  Un- 
sicherheit des  Gleichgewichts  für  eine  Axe  aus  der  Beschaffenheit  des  Gleich- 
gewichts der  Projection  des  Kräftesystems  auf  eine  zur  Axe  senkrechte 
Ebene  zu  erschliessen,  wenn  wir  die  Sicherheit  für  alle  Axen  eines  Punktes 
0  bestimmen  wollen.  Wir  suchen  daher  jetzt  allgemein  eine  Function  der 
Kräfte  und  der  Neigung  der  Axe  gegen  das  Punktsystem  zu  bestimmen, 
welche  hierüber  Aufschluss  gibt. 

Es  seien  er,  /?,  ^  die  Richtungscosinusse  einer  durch  den  Ursprung  0 
gezogenen  Axe  a  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Axen;  es  seien  femer  P^ 
und    Pg    zwei    entgegengesetzt    gleiche    Kräfte,    welche    an    den   Punkten 

^i(^i;  ^1)  ^i)  ^^^  ^^2(^29  ^21  ^2)  angreifend  anfangs  im  Gleichgewicht  sich 
befinden,  in  Folge  einer  Rotation  um  a  aber  das  Paar  darstellen,  welchem 
das  Kräftesystem  äquivalent  wird.  Kehren  wir  beide  Kräfte  um,  so  muss 
Gleichgewicht  auch  während  der  Rotation  bestehen,  d.  h.  es  muss  die  Axe  a 
eine  Gleichgewichtsaxe  sein.  Daher  müssen  nach  Cap.  XI,  §.4  die  Glei- 
chungen bestehen: 

—  («22  +  «ss)  a  +  a'iiß  +  ö'isy  =  ö, 
«4i  «  —  {fiss  +  aii)  ß  +  aisy  =  0, 
asitt  -|-  asiß  —  (all  +  «22)  y  =  0, 

worin  die  Grössen  ali,  022»  •••  sich  auf  die  Kräfte  des  Systems  nnd  die. 
umgekehrten  Kräfte  Pj,  P,  beziehen,  deren   Componenten  wir  mit  — Xj, 
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—  y,,  — Zj ;  — Xjj,  — Yg,  — Zg  bezeichnen  wollen.  Hiernach  ist  also, 
wenn  a^^,  a^^  . .  .  sich  auf  das  Krttftesjstem  allein  beziehen: 

(h2  +  «38  =^  «22  +  «SS  "~  ?/i ^1  —  -^-j Zj  —  yjjFg  —  0^Z^ 

=  «22  +  Ö^SS  —   (^^2   —  ^l)  ^2   —  (^2  —  ^l)^2 

oder,  wenn  die  Richtungscosinusse  des  Abstandes  AiA2  =  r  mit  A,  /k,  v 
bezeichnet  werden,  wodurch  Fg = |ia Pg ,  Z^  =  vPg ,  y^ — y^=fir,  z^ — r,  =  v r, 

werden:  ai2  +  «ss  =  «22  +  «ss  —  Cji*^  +  v*)  rP^'. 
Ebenso  ergeben  sich 

03S  +  ail=fls3  +  «U  — (^*  +  ^^)»'-P2»    «11 +  022  =  «11  +  0^2 —  (^^ +  /**)♦• -^2- 

Femer  wird 

«12  =  «12  ^1^1   ""  ^2^'2   =  '^12  "~   (^2  ^1)  ^2  =  ^12   "~  ^(^^^H 

«i«  =  «IS  —  ^^»'A»      «23  =  «28  —  /**''' ^2» 
«21  =  «12»      «32  ==  «23?      «81  =  «13« 

Hiermit  wird  die  erste  der  Bedingungen  des  Problems: 

—  («22  +  «ss)  «  +  «12/5  +  «isy  =  [-  (^*  +  »'^)  «  +  Ap/J  +  A vylrPg, 

oder,  wenn  man  in  der  Klammer  rechts  ( — A^  +  A^)  a  zufügt,  und 
Aa  +  f*j3  +  vy  =  X  setzt 

—  («22  +  ^33)  «^  +  «12/5  +  «^13^  =  —  (cf  —  Ax)rP2, 
und  ebenso  erhSlt  man  weiter 

«21«  —  («33  +  ^n)ß  +  «isy  =  —  (/^  —  (^^)rP2, 
«31«  +  (hiß  —  («11  +  «22)y  =  —  (>'  —  vx)rPg. 

Um  aus  diesen  drei  Gleichungen  —  r  .  P2  ^^^  —  A^Ä^  .  P^^  auf  welche 
Grösse  es  allein  ankommt,  zu  finden,  setze  man 

—  (o^g  +  a^j)  a  +  aij/5  +  a^gy  =  A  .  «, 

«21«  —  («33  +  «11)/^  +  «23/  =  A  .  6, 

«si«  +  «3i/5  —  («11  +  «22)^  =  A  ,  r, 

rt2  +  2,2  +  C«=l, 

d.  h.  man  suche  eine  Strecke  A  und  ihre  llichtungscosinusse  a^b,  c,  so  dass 
ihre  Projectionen  auf  die  Coordinatenaxen  die  Ausdrücke  zur  Linken  in 
diesen  Gleichungen  sind.    Dann  hat  man 

A  .  a  =  —  (a  —  vlxjrPg, 

A.6  =  -(/3— ^x)rP„ 

A  .  r  =  —  (y  —  vicjrP^^ 

und  indem  man  diese  Gleichungen  einmal  mit  A^  fc,  v,  das  andere  mal  mit 
a^bf  e  multiplicirt  und  addirt,  ergibt  sich 

aX  +  hii  +  cv^O,     A  =  -—  rP^  (aa  +  hß  +  cy) 
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und  folglich 

*"•     ^  ~aa  +  6|3  +  cy  ~  A(aa  +  &|3  +  cy)         Ä'  ' 

wo  <S  =  A  .  (aa  +  6/3  +  cy). 

Nun  ist  das  Virial  —  r  .  P^  negativ,  oder  positiv,  je  nachdem  der 
Nenner  S  dieser  Ausdrücke  negativ  oder  positiv  ist.  Die  Function  8  ist  es 
daher,  welche  durch  ihr  Vorzeichen  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des 
Gleichgewichts  in  Bezug  auf  die  Axe  a(aßy)  ausspricht.  Sie  giht,  indem 
man  die  Werthe  für  A.a,  A.&,  A.c  einsetzt: 

S=[—   (022  +  033)«  +  «12/^  +  ^ISV]  «   +  Kl«  —  («33  +  ^n)ß  +  «28 y]  ß 

+  Kl«  +  «32/^  —  («11  +  «22)y]y 

oder,  wenn  man  bedenkt,   dass  vermöge  des  ursprünglichen  Gleichgewichts 

«12  «21  ==  ö»    «13  ~"  «31  =  ö»    «28  «32  "=  ö    ist, 

fif  =  -   (022  +  «33)  «'^  —   («33  +  «11)/^*  —  («11   +  «22)/ 

+  2ai^aß  +  2a28/?y  +  Soj^ay 

oder,  indem  man  a^a^  +  «22/^*  "i"  «33/*  subtrahirt  und  addii*t: 

^  =«ii«*  +  «22|3*  +  «83  7^  +  2012«/?  + 2028 /3y  +  2a3,ya— (011  +  022  +  0,3)^ 

Die  sSmmtlichen  Axen  {ccßy)  des  Punktes  0  bilden  einen  Stralenbündel, 
welcher  im  Allgemeinen  in  drei  Gruppen  von  Stralen  zerfällt.  Alle  Stralen, 
für  welche  S  verschwindet,  liegen  auf  der  Kegelfläche  zweiten  Grades  S  =  0^ 
deren  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist: 

(«22+ «33)^*  +  («33+ «ii)y^  +  («11  +  «22)^^  —  2  Oigict/ —  2  028y£r  —  2  O31  £a: = 0. 

Für  Stralen  dieser  Art  wird  —  -41-4.2  »Pi=  ,  d.  h.  das  Paar,  welches 
dem  Eräftesjstem  bei  der  Drehung  um  eine  solche  Axe  äquivalent  wird, 
hat  ein  unendlich  grosses  Moment.  Das  Gleichgewicht  ist  weder  sicher, 
noch  unsicher.  Man  nennt  es  das  neutrale  Gleichgewicht.  Die  Kegelfläche 
scheidet  den  Baum  in  zwei  Paar  Scheitelräume^  für  deren  einen  allen  Stralen 
ein  negativer  Werth  von  S  entspricht,  während  der  andere  nur  Stralen  ent- 
hält, für  welche  S  positiv  ist.  Jene  sind  die  Axen  des  sicheren,  diese  die 
des  unsicheren  Gleichgewichts.  Welcher  von  beiden  Räumen  die  Axen  der 
einen  oder  der  anderen  Art  enthält,  bedarf  einer  speciellen  Untersuchung. 
Kehrt  man  den  Sinn  sämmtlicher  Kräfte  um,  wodurch  das  Gleichgewicht 
nicht  aufgehoben  wird,  so  ändert  sich  die  Kegelfläche  nicht,  indem  in  ihrer 
Gleichung  alle  Coefficienten  das  Zeichen  wechseln;  die  beiden  Paare  Scheitel- 
räume aber  vertauschen  ihre  Bollen,  indem  für  die  Axen  des  einen,  für 
welchen  S  vorher  positiv  war,  S  jetzt  negativ  wird  und  umgekehrt.  Indem 
man  die  Hauptaxen  des  Kegels  zu  Goordinatenaxen  wählt,  kann  man  8  als 
ein  Aggregat  von  drei  quadratischen  Cylindem  darstellen,  nämlich 
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)  Ä,,  Ä,,  Bj  die  Wnneln  der  ( 
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Kichtuugscoeinusse    der   Aien    gegen   die    Hauptaxen  der 
Ist  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  gleich  Knll,  wofUr  die 


r 

■  «.,,  fi -("„+'%) 

imd   o,  ^, 
Kegelfläche  sind. 
Bedinguog  Ut: 

«.„  -(«..  +  «,i). 

ko»i.  «»s.  —  ("ll  +  O 

■0  lerfSIlt  der  Kegel  in  zwei  Ebenen;  ist  noch  eine  zweite  Wurzel  gleich 
Null,  80  fallen  diese  Ebenen  zusammen.  In  diesen  Fällen  gibt  es  Gleich- 
gewichtsaxeu  (s-  Cap,  IX,  §.  4).  Weitere  Details  hierüber  s.  bei  MSbius, 
Lehrbact  der  Statik  B.  I,  Cap.  IX. 

g,  B.  Wir  wollen  nocb  die  weeeDtlichsteB  Eigenschaften  der  Gleichgewich  te- 
ils eotwickeln. 

1.    Von  einem  Punkte  O  (Fig.  76)  tiehen  wir  nach  dem 
Angriffsponkte   Ä    einer  Kraft  Ai'm-'P   den   RadinsTector 
OA  =  r  und  projiciren  P  auf  die  Bichtung  OA.    Indeut 
wir  der  Projection  AU  ^=  U  von  P  den  Sinn  beilegen,  wie 
er  mit  der   Kraft   A  P  eelbst   harmonirt  und   den   Sinn   der 
Linien    überhaupt   durch   die    Stellnng   der   Buchstaben    an- 
deuten, nannen  wir  das  Produkt  —  OA.AU^'  —  fr,  ge- 
bildet   aus    dem    Radinavector    OA    des    Angriffs- 
punktes A  der  Kraft  P  und  deren  Projection  IT  auf 
dessen  Richtung,  mit  dem  Zeichen  (-)  genommen 
Im  Virial  der  Kraft  P  in  Bexug  auf  den  Punkt  0.    Das  Virial  ist  dem- 
MOlt  positir   bei   entgegen gesetiitcm ,   negativ  bei  gleichem  Sinne    von  OA   und 
AP  osd  verschwindet,  wenn  die  Kraft  nder  der  Radinsvector  oder  beide  ver- 
irinden,  oder  xa  einander  rechtwinklig  siud, 

iBt  QA  =  q  die  Projection  des  Eadiusvectors  (JA  auf  die  Bichtung  der 

t  P,  so  ist  (jA.AP'-'OA.AU,  weil  die  vier  Punkte  0,  Q,  P.  V  im  Kreise 

Daher   ist  das  Virial   der  Kraft  P  in  Bezug  anf  0  auch   unter  der  Form 

darstellbat:    —  QA  .  A  P Pg,     nSmlich 

durch  dae  Produkt  aus  der  Kraft  und  der 
Projection  des  Badiasvectors  auf  deren 


1  oder  des  Vir 


Bichtni 


lit    de' 


Pli.  II. 
!,  y,  «  die  Coordinatr.n  v 


{— ).  Ebenso 
diia  Virial,  v 
r  bedeutet, 

3,    bt  0  der  Ursprung  eines  rechtwinkligen 

Coordinatensycteraa  (Fig.  77)  der  x,  y   für    die 

Ebene    oder  der  x,  y,  z  fUr  den   Baum,  eind 

A ;  X,  Y,  Z  die  Componenten  von  P  und  Al,Ari,Ai 

18 
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die  Projecb'onen  von  X,  Y,  Z  auf  die  Richtang  des  Badiosyectoni  O^i,  80  wird 
ÄU=  Ä^  + Afi  + Äi  und  OA,ÄÜ^OA.Ä^  +  OÄ.Äfi  +  OÄ.At  Es 
ist  aber  OA.A^  =»a;X,  0A,A7j=^  yY,  OA.A^^  zZ  und  mithin  —OA.AU 
==;  —  (a;X  +  yF+  zZ)  der  Ausdruck  des  Virials  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  O, 
als  Function  der  Coordinaten  des  Angriffspunktes  dargestellt.  Für  die  Ebene  ist 
dasselbe  —  {xX  -\-  yY).  Bewegt  sich  das  System  um  0^  während  P  geometrisch 
ungeändert  bleibt,  so  ändern  sich  Xy  y,  z  und  mit  ihnen  das  ViriaL 

4.  Der  Werth  des  Virials  der  Kraft  P  variirt  im  Allgemeinen  mit  der  Lage 
des  Punktes  0.  Für  die  Punkte  einer  zur  Kraftrichtung  normalen  Ebene  bleibt 
er  constant.  Er  ist  insbesondere  Null,  wenn  diese  Ebene  durch  den  Angriffspunkt 
geht.  Diese  Ebene  des  yerschwindenden  Virials  scheidet  den  Raum  in  zwei  Ge- 
biete; für  die  Puckte  desjenigen,  in  welches  die  Kraft  P  hineinfällt,  ist  das  Virial 
negativ,  für  die  des  anderen  positiv.  Das  Virial  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  ist 
proportional  dem  Abstände  des  Punktes  von  der  Ebene  verschwindenden  Virials. 

5.  In  gewissem  Sinne  ist  das  Virial  der  Kraft  P  ein  Analogon  zu  dem 
Moment  des  Paares  (P,  — P),  welches  bei  der  Reduction  von  P  für  den  Ur- 
sprung 0  sich  ergibt.  Denn  zerlegt  man  P  nach 
der  Richtung  des  Radiusvectors  und  senkrecht 
dazu  in  die  Componenten  U^  V  (Fig.  78),  so 
ist  das  Paar  (P,  —  P)  äquivalent  dem  Paare 
( F,  —  F),  dessen  Moment  rV^^^Pr  sina «»  Pp  ist, 
wenn  p  das  von  0  auf  P  gefällte  Perpendikel 
bedeutet.  Die  Kräfte  ü,  ^U  halten  sich  Gleich- 
gewicht, aber  das  Virial  von  P  ist  — rU 
=  —  Pr  cos  «  =  —  Pq.  Während  bei  dem 
Momente  von  P  in  Bezug  auf  0  die  Lage  des 
Angriffspunktes  der  Kraft  auf  der  Richtungalinie 

Fi8-  7^  derselben  gleichgültig  ist,  ist  diese  beim  Viriale 

von  Bedeutung.  Daher  spielt  das  Virial  vor- 
zugsweise in  solchen  Untersuchungen  eine  Rolle,  bei  denen  die  Ki^fbe  mit  Bei- 
behaltung ihrer  Angriffspunkte  ihre  Richtung  ändern. 

6.  Unter  dem  Viriale  V  eines  Kräftesystems  in  Bezug  auf  einen  Punkt  O 
verstehen  wir  die  Summe  der  Viriale  der  einzelnen  Kräfte  desselben  in  Bezug  auf 
diesen  Punkt.    Denmach  ist  für  O  als  Ursprung  der  Coordinaten, 

F  =.  —  £0A .AU^^  EQA  .AP^:»  —  E {xX  +  yY  +  zZ) 

=  —  («11  +  «11  +  «ss)- 

Für  einen  Punkt  (/  (x^y^ZQ)  wird 

F £[(x-^,)X+(y--y,)Y+(z^z,)Z] 

^-Z(xX  +  yY+zZ)  +  (XoA  +  y^B  +  z,G) 

=■  —  («11  +  «w  +  öss)  +  (^0^  +  yo-S  +  ^0^)- 

7.  Das  Virial  von  Kräften,  welche  an  demselben  Punkte  A  an- 
greifen, ist  gleich  dem  Viriale  ihrer  Resultanten.  Denn  sind  U^  die 
Projectionen  der  Kräfte  P.  auf  die  Richtung  des  Radiusvectors  O^i  es  r,  so  ist 
F  «  —  ZU^r  ^^  —  ^ ^U^\  es  ist  aber  E ü^  die  Projection  der  Resultanten 
auf  OA. 

8.  Es  seien  F,  V  die  Viriale  desselben  Kräftesystems  in  Bezug  auf  zwei 
verschiedene  Punkte  0,  0'  (Fig.  79),  nämlich,  wenn  g,  q    die  Projectionen  voi^ 
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I '  OA,  &A  auf  die  Richtung  roi 
I'=  - 
nrni  c  die  Projection   von 


P  lind: 

ZPq,      V  =  ^  £Pq. 
00'  =  e  wif  P.  Bo  wird 

r"  ~  V  =  2:Pc. 


:  -^  q  —  g  —  0  ,   alao 


I 


Um  die  Bedeutung  von  i'c  P  tu  erkennen,  denVon 
wir  das  Kraitesystem  fQr  den  Funkt  0'  reducict,  dann 
ist  —  ZPc  dos  Virial  aller  an  0'  parallel  mit  sich 
verlegten  Kr&fte  und  also  gleich  dem  Viriale  —  00' .  U 
^  —  e(/^—  r,ü  der  RednctionsresultanteD  H,  wo 
U  die  Projeotion  dieser  auf  00'  und  r„  die  Projection 
von  1/  anf  die  Richtung  von  R  bezeichnet.     Dikher  ist 

V  —  V  =  —  r„Ä, 

d.  h.  beim  üebergauge  von  einem  Punkte  0  za 

Flg.  Tj.  einem  andern  0'  nimmt  das  Tirial  ab  um  das 

Tirial     der    Beductionsr bbuU anten     K     des 

Sritema   iu  Bezug   auf   den   erEten  Punkt,    wenn   dieselbe  im   zweiten 

Punkte  angreifend  gedacht,  wird. 

0.  Legt  man  durch  0'  eine  Ebene  Benkrecht  zur  Richtung  von  H  (Richtung 
der  CectraUie  der  Ei^fte),  eo  ist  r„  für  alle  Funkte  derselben  conatont,  daher: 
dks  Virial  eines  EräftesyEteme  iat  constant  für  alle  Punkte  einer  zur 
Centralasc   deBeelbeu    senkrechten    Ebene.    Nimmt  mau  r„  so  an,  dass 

—  r,Ä=  V  wird.  80  wird  V  =  0,  d.h.  es  gibt  eine  Ebene,  senkrecht  zur 
Centralaie.  für  deren  Punkte  das  Virial  des  Krarteayetems  ver- 
schwindet. Der  Abstand  r„  derselben  von  der  durch  O  gelegten 
P»rallelebene  iit  r^  —  —  V:M. 

Far  ein  ebenes  Krüftesjstem  gibt  es  la  der  Ebene  deuelben  eine  inr  Central- 
axe  senkrechte  Oerade  verschwindenden  Virials. 

Gebt  man  von  der  Ebene  verschwindenden  Viriala  aus,  d.  b.  nimmt  0  auf 
ihr  an,  so  verschwindet  V  und  wird  V  =•  r,Ä,  d.  h.  das  Virial  für  irgend 
«inen  Punkt  ist  proportional  dem  Abslande  desselben  von  der  Ebene 
verscbwindeniler  Viriale. 

10.    Reducirt   sieb   das  Kräftesystem    auf  ein  Paar,   so   ist  in    Nr.  8   ZPe 

—  Off.  U^d,  weil  das  Kräfte poiygon  geschlossen  ist.  Daher  wird  V  =-  V, 
i.  b.  da.»  Virial  eines  Erärtesystcms,  Nrelohes  einem  Paare  äquivalent 

constant  für  alle  Punkte  des  Raumes. 

Das  Virial  eines  Kräftepaares  ist  für  alle  Punkte  0  des  Rau- 
)nBtant,  nilmlich  gleich  dem  mit  negativem  Zeichen  genom- 
Produkt  aus  der  Projection  des  astaCischeu  Armes  auf  die 
liohtung  der  Seitenkrafte  in  die  Seitenkraft,  welche  am  Endpunkte 
Bind  A, ,  A,  die  Angriffapnnkte  der  entgegengesetzt 
achm  Erftfte  P, ,  P,  desselben,  legt  man  durch  0  eine  Ebene  senkrecht  zu 
I  Beitonkrilftcn,  welch«  auf  den  Richtimgen  dieser  die  Punkte  Q,,  Q,  bestimmt,  so 
M  V-=-Q^A,.];—Q,.l,.l'j=~{Q^A,  —  Q,A^)P,  —  ~A,A,.P,eoa{A,A,,P,). 
Man  lUDD  daher  eu  jedem  einem  Paare  äquivalenten  Eräftesyat«m  ein  ['aar  Enden, 
wtlohes  mit  ihm  gteiobus  Virial  hat  und  zwar  auf  nuzählig  viele  Arten. 

Brleiden  die  Angriffspunkt«  der  Seitenkräfte  des  Paares  eine  Lageuilnderung, 
M  Badert  lieb  da»  Virial  deMelben  blas  in  soweit,  als  die  Projection  des  asta- 
^^^^^  - .  IB* 
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tiscbeD  Armei  variirt.  Du  Tirial  wird  ein  Moximam  oder  MJnüaam,  wenn  die 
SeitcokriLfte  mit  dem  aatatiBchen  Arme  in  eine  (ierade  fallen,  d.  h.  das  Moment 
des  Paares  verschwindet.  Dies  ist  auf  zwei  Arten  mOglicb,  nämlich  so,  daas  der 
aatatische  Arm  mit  den  Seite nkiiiften  den  Winkel  0  oder  n  bildet.  Im  einen 
Palle  iat  der  Werth  des  Viriala  negativ,  im  andern  positiv;  im  ersten  Falle  ist 
aUq  das  Tirial  selbst  im  Hinimnm,  im  «weiten  im  Minimum.  Da  ein  im  Gleich- 
gewicht beSndliches  System  bei  der  Drehung  am  eine  Axe  einem  Paare  Univalent 
wird  nnd  der  negative  Werth  von  —  ÄyA,.  P^  im  Falle  des  Verach winde ns  des 
Paares  auf  ein  sicheres,  der  positive  auf  ein  unsicheres  Gleichgewicht  hinweist, 
so  folgt:  _ 

Wenn  ein  Punktsystem,  an  welchem  ein  Erilftesystom  aagreiä 
dessen    Kräfte    anveräudetlichc     Richtungen    und    Intensi 
sitsen,  einem  Paare  äquivalent  ist  und  in  eine  GleichgewichtBl«] 
Qbergeht,  so  wird  das  Virial 

y--  {".,  +  <H,  +  '>..)  =-  s{^x-\-yY+iZ) 

dessetbenein  Minimnm  oderMaximum,  je  nachdem  das  Gleichge viel 
welches  dieser  Lage  entspricht,  sicher  oder  nnsicher  ist 

12.  Wenn  ein  ebenes  System  einer  EioEelreanltante  äquivalent  ist,  so  hat  I 
nach  Cap.  XI,  g.  13  einen  Mittelpunkt  der  Kräfte,  bo  dass,  wenn  dasselbe  i 
irgend  eine  zur  Ebene  senkrechte  Aze  gedreht  wird,  die  Resultante  ii 
diesen  Punkt  hindurchgeht.  Der  Mittelpunkt  der  Kräfte  ist  der  Sobnitfl 
punkt  der  Centralaie  mit  der  Linie  verschwindenden  Vir 
kehrt  man  die  Kesultante  um  und  fQgt  sie  dem  Eräftesystem  hjnzn,  lo  tfi 
Gleichgewicht  ein  und  dauert  dasselbe  auch  fort,  wenn  das  System  um  den  Mite 
punkt  der  Klüfte  gedreht  wird,  ohne  dass  die  Erilfte  Richtung  oder  Intensili 
andern.  Durch  die  Drehung  wird  aber  Aaa  System  einem  Paare  U  üqni 
nämlich  H  ^  V  sin  ip  (s.  g.  ä)  und  da  dies  wegen  des  Fortbestandes  des  Glridl 
gewichts  verschwinden  muss,  so  ist  F  ^  0  fOx  den  Hittelpunkt  der  KrSfte, 
selbe  liegt  daher  auf  der  Geraden  verschwindenden  Virials,  Auaaerdem  gebürt  ^ 
der  Centralaie  an.  Die  Eweite  der  in  Cap.  XI,  g,  13  zur  Bestimmung  der  Cm 
üinaten  3\ ,  y,  des  KrBftemittel punkte s  benutzten  Gleichungen  ist  in  der  Thnt  d 
der  Geraden  verschwindenden  Virials. 

Wenn  für  ein  räumiichcs  Kräftesystem  ein  Eräftemittelpaafl 
existirt,  so  ist  er  ebenso  der  Schnittpunkt  der  Centralaie  mit  dl 
Kbene  verschwindenden  Virials. 

13.  Es  wurde  Cap.  XI,  g,  T   geceigt,   dasa  es   für  ein  EiiLftesyateni  in  I 
auf  die  Drehung  um  einen  Punkt  im  AUgemeinen  nur  vier  Ol  eich  gewichte 
des  Sjstems   der  Angriffspunkte   gibt    und  dass   dieselben   diejenigen  Lagen   e 
für  welche   die  Seitenkrilfte  der  drei   astatiachen  Paare,  auf  welche   das  F 
System   reducirt  werden  kann,  mit  ihren  Armen  in  die  Bauptaien    des  Centn 
etlipsoidea  jenes   Punktes  fallen.     Diese   vier  Lagen  kOnnen  durch  Umwenden  i 
Sjstems   am   diese  Hauptaxen  (um  ir)   aus   einander  abgeleitet   werden.     Bei  jed 
Umwendung  wechselt  aber  das  Viriat  eines  der  drei  Paare  das  Zeichen. 
gibt  es    unter  den  vier  Gleichgewichtslagen   eine,  fOr   welche   alle   drei  Viii 
negativ,  für  welche  also  nach  g.  4  das  Gleichgewicht  in  IJexug  anf  jnde  der  d 
Uauptaien  sicher  ist.    Diese  Lage  ist  zugleich  füi  jede  Axe  sicher,  da  du  Vin 
welches  sich  aus  der  Summe  jener  drei  Virinte  Busanmeusetzt,  jedenfalls  n 
ist.     Dieser  Lage  steht  eine  andere  gegenflber,  welche  aus  ihr  durch  dr^  l 
Wendungen  hervorgehl;  sie  ist  für  alle  drei  Axen  eine  nnsiohere  Gleichgewld 
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l*ge.     Die  beiden  übrigen  Lagen  sind  fQr  eine  der  drei  Haaptaxen  sicher,  fOr  die 
utdern  beiden  uuaicber. 

3a  V  =  —  2;(^X  +  t/r+i^)  für  das  Gleichgewicht  ein  Maiimnm  oder 
Hinimom  iat,  so  muss  *  F  =■  0  werden,  wenn  dna  Punkt.sjatem  irgend  eine  un- 
oarltichkleine  LagenilnderuDg  erleidet  nnd  da  bierdarcb  die  Kräfte  nicht  alterirt 
werden,  so  ist  aleo  ä  V  =  —  £ {Xäx -i-  Ydy -i- Zäs)  =  0.  Es  muBS  daher 
ä'V  ^  —  S  [Xd'x  -f-  yi'y  +  23'e)  negativ  oder  poeitiv  im  Falle  des  Maiimama 
oder  Uinimam«,  d.  h.  im  Falle  des  iinaicberen  oder  aicbecen  Gleicbge wicht«  aeia. 
}fnii  ergab  sich  aber  t&t  eine  firtuelle  Windong  am  eine  Äxe  Cap.  IX,  §.  T,  S.  18S; 

Sx^  Si-\-  ffff*'  —  yä&", 

Sy  =  8,1  +xS9"  —  c8%, 

a-  -  af  +  j/Ä*  —  jae' 

and  hiermit 

SiXax-\-  Y9y-\-  Zai)  =  ES..ai-JrS7.S'ri  +  ZZ.3t 

+  £(yZ-iY).S»  +  S[tX~!eZ).ee'  +  E(xY-<jX).»^". 
Dalier  vird 

Z{Xi'x  +  Ta'y  +  Zi'i)  =  £X.i*i  +  SY.g'tt  +  ZZ.ä'S 

+  s{yZ-iY).i'9  +  s(zaif—  rj*).*a-  +  . .. 

Mw    weil    wegen    des    Gleiohgewicbta    £X=£r=ZZ  =  0,    2:{yZ  —  :Y) 
—  Z {tX  ~  xZ)  =  S  {xY ~  yX)  =  0  ist, 

E  [XS*x  +  Ya*y  4-  ;;ä'i;) 

•^£(Zay—  YSi).a9  +  r(XJj—  Z*j0.a&'  +£(1'^^  —  XSy).S&'\ 

und    wenn   man   hier   die  Ausdrücke   fflr   Bx,  Sy,  az   einführt   and   ZxX  =  a^^, 

2-yT  — a,,,  EzZ-^  a,,,  ...  aetst! 

ZiX6*x+  YB'y+Z6^t) (o„  +  fl„)*ö"  _  (a^,  +  u„)  W«_  (o„  4-o„)ar' 

Dft  «ber,  wenn  ^9  Ute  unendlicbkleine  virtuelle  Amplitude  der  Rotation  um  die 
4»  (fl^t)  bedeutet  09  =  a  .Sf>,  S&'  =  ^  .BQ,  B»"  =-{.99  wird,  so  folgt 

Z  {Xil'j:  +  YS^y  +  Z8':) 
^t-(o..+0'»'-K.+  «H)P'-(''i.+''v.)r'+2a„«p  +  2<i„py  +  2a.,«y].J»'. 
Bta  bt  aber  der  Ausdruck  iu  der  Etammer  in  der  That  die  Gröase  S  (S.  ST2),  welche 
■Hgativ  tut  dae  aicbere  und  positiv  für  das  untichere  Gleichgewicht  ist. 
V  Die  vorstehenden  Betiachtungen  loeaen  sich  zum  Theil  fGr  das  veränderliche 
fijriem  urweitern.  Mau  ^lerlege  dasselbe  in  unveränderliche  Partial Systeme, 
ircJebe  sich  nütbigenfaila  eelbtt  auf  einzelne  Punkte  reduciren  kSnnen.  Uie 
Ifrirtaella  -Dewegung,  welch»  ein  PartialBystem  in  Folge  einer  virtuellen  Be- 
■Vafunf  des  GeaammtsjatcmB  erleidet,  kann  stcU  aU  eine  Windnog  für  sich 
Witt  *]»  eine  Folge  von  Kotationen  um  conjugirt«  Aien  angesehen  werden. 
HtiiiD  iat  der  »licta  auf  da»  PartiaUystcm  beziehondo  Beutandtheil  der  Function 
mlxX -\- j/Y  +  sZ)  ein  Maiimam  oder  Minimnm  und  der  ent«precbende  Be- 
lUndUutil  in  Z  {XBx  +  Y3y  -f  ZSz)  für  sich  Null.  Indessen  kann  hieraus  nicht 
■nf  ein  Maiinium  oder  Minimum  der  sich  auf  das  ganze  System  beEiehenden 
nBeUoi),  ebenso  wonig  also  auch  auf  <lie  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Gleich- 
■mriohb  diusoB  geschlosiDU  werden.  Dünn  es  kßnnen  sich  Minima  gewisser  Pnrtial- 
tar*t«nu  mit  Hkximia  nndercr  cambiniren  und  kOnnen  einiielne  Portial Systeme  in 
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sicherem,  andere  in  unsicherem  Gleichgewichte  sich  befinden,  bei  welchen  Com- 
binationen  ein  Schlqss  auf  die  Beschaffenheit  des  Gesammtgleichgewichtes  nicht 
stattfinden  kann. 

Die  Eigenschaft  des  Maximums  nnd  Minimums  der  Function  Z{xX-^'yY-^'gZ)^ 
von  welcher  hier  die  Rede  ist,  bezieht  sich  auf  Lagenänderungen  des  Systems, 
bei  welchen  die  Intensil&t  und  Richtung  der  Kräfte  sich  nicht  ändert.  Diese 
Function  ist  mit  Bücksicht  hierauf  das  Integral  von  Z  {Xdx -\-  Ydy  -}-  Zdz). 
Wenn  ein  System  in  Bewegung  begriffen  ist  und  die  Kräfte  nach  Intensität  und 
Richtung  Functionen  blos  von  den  Coordinaten  der  Angriffspunkte  sind,  so  kann 
das  Integral  dieses  Differentialausdrucks  aber  auch  in  Bezug  auf  die  während  der 
Bewegung  eintretenden  Lagenänderungen  und  Aenderungen  der  Kräfte  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  werden,  sobald  das  System  eine  Lage  erreicht,  in  welcher 
die  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind.  Hierzu  wird  erfordert,  dass  der  Differential- 
ausdruck  die  Bedingungen  der  Integrabilität  erfüllt,  d.  h.  dass  eine  Kräftefunction 
existire. 

§.6.  Gauss  hat  ein  neues  Princip  aufgestellt,  welches  gleich  wichtig  ist 
für  die  Behandlung  der  Probleme  der  Bewegung  der  Systeme  und  für  Probleme 
des  Gleichgewichtes  von  Kräften  an  ihnen.  Er  nennt  es  das  Princip  des  klein- 
sten Zwanges  (Crelle's  Journal  B.  IV,  S.  232,  1829);  dem  statischen  Theile 
dieses  Princips,  den  wir  hier  allein  entwickeln,  hat  Möbius  den  Namen  des 
Princip 8  der  kleinsten  Quadrate  gegeben.  Stellt  man  nämlich  die  Ejftfte 
des  Systems  durch  Längen  dar  und  bezeichnet  die  Coordinaten  des  Endpunktes 
einer  solchen  Länge  P,  welche  die  am  Punkte  {x,  y,  z)  angreifende  Kraft  dar- 
stellt, mit  5,  ??,  t,  so  ist  X  s=  J  —  a;,  Y  =  ij  —  y,  Z  =^  ^  —  z  und  lautet  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  in  seiner  Hauptgleichung: 

Z  [(J  —  X)  dx  +  {fj  —  y)  dx  +  Ü  —  z)  dz]  —  0. 

Denken  wir  uns  nun  die  Punkte  (£,  97,  i)  fest,  das  System  aber  beweglich,  wobei 
die  Längen  P  sich  ändern,  so  stellt  der  Ausdruck  links 

*  .  1  2;  [{{  -  a:)'  +  (1,  -  y)»  +  (f  -  «)•] 

dar  nnd  die  Gleichung  drückt  den  Satz  aas: 

Werden  die  Endpunkte  F  der  Strecken,  welche  die  Kräfte  dar- 
stellen, festgehalten,  während  das  System  der  Angriffspunkte  A  be- 
liebige Verschiebungen  erleidet,  so  wird  für  die  Lage  des  Gleich- 
gewichts die  Quadratsumme  der  Abstände  AF^  nämlich  Z{AF^)  ein 
Maximum  oder  Minimum,  und  umgekehrt:  Verbindet  man  ein  System 
der  Punkte  A  mit  einem  zweiten  System  von  festen  Punkten  F  durch 
Strecken  AF  und  bringt  das  System  in  eine  Lage,  für  welche  rück- 

sichtlich  der  Nachbarlagen  Z  {AF^)  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird,  so  halten  sich  die  Kräfte  am  System  (^),  welche  nach  den 
Linien  AF  wirken  und  diesen  Strecken  proportional  sind,  Gleich- 
gewicht.   

Ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  von  Z{AF^)  stattfindet,  ergibt  sich  aus 


8^'\Z(,AF^)  ^  Zifix^  +  dy*  +  Sz*)  --  Z  {Xd^x  +  Yd^y  +  Zd^z), 
wo  X,  y,  Z  wieder  für  6  —  x,  rj  —  y,  i  —  z  geschrieben  sind.    Für  das  sichere 
Gleichgewicht  ist  Z  {Xd^x  +  Yd^y  +  Zd^z)  negativ  (§.  16.),  also  d".^^(ZF«) 
positiv  und  Z (AF*)   ein  Minimum;   fttr  das   unsichere  Gleiohgewicht  aber  bt' 
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^^Lz  (X6*x*  H )  posil 

^^^KDOch  der  VeracfaiebiuigB 
^^^pp  uaeodUch  kleiu  neb: 
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(XS's'  -f  '  ■  ')  poBiti"  »id  kann  mitbin  S* •  {S{AF')  poBitiv  oder  negativ  je 
:h  ist  VeracbiebiiDgaart  des  SjateniB  aufifalleü.  Indeaaen  kann  man  die  Linien 
uaeodlich  kleiu  nebmen  und  dann  fallt  S  i,XS'x  +  ■  ■  •)  als  von  der  dritten 
Ordnung  gegen  2r{3.t'  +  lly'  +  ii')  fort  und  seigt  »ich  S'  ■  ^S{AF')  positiv. 
Verbindet  m»n  daher  die  Punkte  A  eines  beweglichen  Sjatema  mit 
d<fu  Punkten  F  eines  unendlich  nahen  festen  Systems  nnd  likaat  auf 
das  erstere  Krüfte  wirken,  welche  den  Strecken  AF  proportional 
Bind  und  die  Kicbtongen  dieser  Strecken  haben,  so  nimmt  die  Summe 
der  Qnadrate  Z  (AF*)  iür  jede  VerrCtckung  des  beweglichen  Systems 
aus  der  Gleichgewichtslage  zu.  Da  bis  auf  Unendlichk leine b  höherer 
Ordnung  __^_ 

e  ■  S  {AF^)  ^  £  {äa:*  +  3y'  +  ßx') 
wird,   80  folgt,   dass   wenn  die  Punkte  .-I  durch  die  Verschiebung  in   die  Lage  B 

geUngen,  

£{AF*)-  Z{BF')  —  E(.AB*). 
d.  li.  die  Quadratsumme  der  EntTeninngen  nimmt  nm  die  Quadratanmme  der  vir- 
tuellen Wege  za,  welche  die  Punkte  des  Syatems  bei  der  Verbebiebung  beschreiben. 
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XIII.  Capitel 

Beduction  der  AttraotioDS-  und  Repulsion ekräfte  von  Uasseti, 
Agentien  etc.     Theorie  des  Potentials. 

§.  1.    Nachdem  bereits  im  I.  Bande  durch  die  dort  entwtükelte  ätrecken- 
dio  allgemeine  Theorie  der  Reduction  von  Kräften,  welche  an  einem 
inveTSoderUchen  äjstem  angreifen,  erledigt  (vgL  d.  B.,  Cap.  m,  §.  2)  und 
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in  Cap.  V  d.  B.  an  zahlreichen  Beispielen  erlänteiii  worden  ist,  erscheint 
es  angemessen,  dieselbe  auf  einige  besondere  Gattungen  von  Kräften  anzu- 
wenden. Für  die  ParallelkrSfte  ist  dies  bereits  geschehen  (s.  B.  I,  Cap.  III, 
§.  6  und  Cap.  IV,  §.  11).  Die  dortigen  Gleichungen  zeigen  insbesondere, 
dass  die  Parallelkräfte  in  dem  Falle,  dass  sie  von  gleichem  Sinne  sind  und 
den  Punkten  von  den  Massen  i»,  m\  m\  ,  . .  dieselbe  von  ihrer  Lage  im 
Baume  unabhängige  Beschleunigung  g  ertheilen,  einer  Einzelresultante 
R  =  Mg  äquivalent  sind,  deren  Bichtungslinie  durch  den  Mittelpunkt  des 
Parallelkräftesystems  hindurchgeht,  dessen  Coordinaten 

2mx  Zmy  Zme 

ihn  nach  B.  I,  Cap.  VI,  §.  2  als  den  Massenmittelpunkt  erweisen.  Dies 
ist  insbesondere  der  Fall  bei  der  Schwere,  welche  für  gewöhnliche  Dimen- 
sionen in  allen  Punkten  als  eine  Kraft  von  derselben  Richtung,  demselben 
Sinne  und  derselben  unveränderlichen  Beschleunigung  g  angenommen  wer- 
den kann,  sodass  ein  Punkt  von  der  Masse  m  durch  das  Gewicht  mg  in 
der  Richtung  nach  dem  Massenmittelpunkte  der  Erde  afficirt  erscheint. 
Parallelkräfte  convergiren  nach  einem  unendlich  fernen  Punkte;  die  nächst 
allgemeinere  Kategorie  von  Kräften  wird  daher  von  solchen  gebildet,  deren 
Richtungen  sich  in  einem  Punkte  in  endlicher  Entfernung  schneiden  und 
deren  Sinn  entweder  diesem  Punkte  zugewandt  oder  von  ihm  abgewandt 
ist.  Man  nennt  sie  im  ersten  Falle  Attractions-  oder  Anziehungskräfte,  im 
letzteren  Repulsions-  oder  Abstossungskräfte,  jedoch  unter  der  Beschränkung, 
dass  die  Beschleunigung,  welche  sie  einem  Punkte  ertheilen,  nach  einem 
bestimmten  Gesetze  von  der  Entfernung  von  jenem  Punkte  und  von  dessen 
Masse  oder  der  Menge  eines  in  ihm  befindlichen  Agens,  im  Allgemeinen 
aber  nicht  von  der  Richtung  abhängig  ist.  Jener  Punkt  heisst  das  At- 
tractions- oder  Repulsionscentram.  Wenn  also  ein  System  oder  eine  Parthie 
desselben  Attractionskräften  eines  Centrums  C  unterworfen  ist,  so  greift 
an  jedem  Punkte  M  von  der  Masse  m  eine  Kraft  »n^  an,  gerichtet  längs 
der  Geraden  üf  C,  deren  Beschleunigung  <p  eine  bestimmte  Function  der 
Entfernung  MC  =  r  und  der  Masse  oder  Menge  Agens  fi  des  Punktes  C 
ist.  Ein  sehr  allgemeiner  Fall  dieser  Art  ist  9  =  fiF{r)^  d.  h.  der,  dass 
9  proportional  fi  ist.  Greifen  an  den  Punkten  eines  Systems  Attractions- 
kräfte  an,  welche  blos  einem  einzigen  Centrum  zugehören,  so  sind  dieselben 
als  Kräfte,  deren  Richtungen  nach  einem  Punkte  convergiren,  stets  einer 
Einzelresultanten  äquivalent,  welche  durch  das  Centrum  hindurchgeht;  ist 
dasselbe  aber  den  Attractionen  verschiedener  Centra,  oder  einer  continuir- 
lichen  Folge,  oder  einer  eine  Fläche  oder  eine  Parthie  des  Raumes  con- 
tinuirlich  erfüllenden  Menge  von  Centris  ausgesetzt,  so  lassen  sich  zwar 
die  Attractionskräfte  für  jedes    einzelne  Centrum  apart  auf  eine   Einzel- 
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^^Plfcnft  reduciren,  aber  nlle  zuBammen  und  mithin  ancb  die  aXmmtltclieii 
^V  Attraction  skr  Elfte  des  ganzen  Systems,  sind  im  Allgemeiiien  nicht  wieder 
^1  fiiner  lilosen  Resultanten,  sondern  einer  Resultanten  in  Verbindung  mit 
einem  resultirenden  Paare  äquivalent.  Die  Ileduction  auf  diese  beiden  Ele- 
mente ist  auf  unzahlige  Arten  niüglicfa,  insbesondere  aber  gibt  es  eine 
Beductiun  für  die  Centralaxe  dieser  KrSfte,  fUr  weiche  das  Asenmoment 
des  Paares  der  Ecaultanten  parallel  wird.  So  setzt  eine  sorgfitltige  Theorie 
der  irdischen  Schwere  voraus,  dasa  jeder  Punkt  eines  schweren  Klirpers 
von  Attractionskrüften  afficirt  wird,  deren  Centra  die  verschiedenen  Punkte 
des  Erdkörpera  sind;  die  Resultante  aller  dieser  KrSfte  iat  das  Gewicht 
de^  Kürpers;  vermöge  der  Gestalt  des  Erdkörpera  geht  diese  Resultante 
nahezu  durch  deaaen  Mittelpunkt  und  verschwindet  daa  reaultirende  Paar 
als  unmerklich. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  diejenigen  Attractions*  und  Repul- 
sionäkrSfte,  welche  wechselseitig  i^o  wirkun,  daas  von  irgend  zwei  Punkten 
M,  31"  jeder  für  den  anderen  Centrnni  der  Anziehung  oder  Abatoasung  ist. 
Die  Vorauasetiung  solcher  Kräfte  liegt  der  Newton'schen  Theorie  der  all- 
gemeinen Gravitation  zu  Grunde,  von  welcher  die  der  irdischen  Schwere 
nur  ein  specieller  Fall  ist.    Es  möge  jeder    der  beiden  Punkte  die  Einheit 

»iler  Masse  enthalten  und  beide  um  die  Linieneinheit  von  einander  entfernt 
sein.  An  Jlf  greift  dann  eine  Kraft  an,  welche  durch  M'  als  Centrum  geht, 
tu  Sf  eine  andere,  welche  durch  M  geht,  beide  seien  einander  gleich  an 
Tntensität,  gleich  i;  ihr  Sinn  iat  im  Palli>,  daäs  beide  Punkte  Centra  der 
Anziehung  oder  Abstossung  sind,  entgegengesetzt  und  zwar  übereinstim- 
mend mit  dem  Sinne  MM"  an  M  und  M'3f  an  Jf  im  Falte  der  Anziehung, 
^1  mit  3tM  an  M  und  MM'  an  M"  im  Falle  der  Abstossung;  ihr  Sinn  ist 
^^1 'derselbe,  wenn  der  eine  ein  Centrum  der  Anziehung,  der  andere  ein  Oen- 
^^^  feram  der  Abstossung  iat.  Wird  nun  die  Maase  des  Punktes  M  das  mfache 
^^K  der  Hasseneioheit,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  seiu  kann,  so  wird  die  Kraft, 
^^■'Velciie  m  afhcirt,  mt,  weil  auf  jede  in  M  befindliche  Masaeneinbeit  die- 
^^■-Wlbe,  durch  M'  gehende  Kraft  wirkt  und  die  an  M"  angreifende  Kraft 
^^k  wird  gleichfalls  tnt,  weil  jede  in  M  be&ndücbe  Masseneinheit  als  ein  Cen- 
^^■_,tram  der  Wirkung  auf  M'  anzusehen  ist.  Aus  denselben  Gründen  wird  die 
^^^Unft  mt  an  beiden  Punkten  zu  mm'«,  wenn  die  Masse  von  it  zu  m 
^^Haiid.  Wurden  also  alle  Maasenpunkte  als  Centra  derAnziehung 
^^^Bder  Abstossung  f(Vr  einander  angeaehen,  so  sind  die  KrSfte, 
^^^Kitt  welchen  je  zwei  Punkte  gegenseitig  beschleunigt  werden, 
^^E^n  der  Einheit  der  Entfernung  gleich  an  Intensität  und  dem 
^H^rodnkte  ibrer  Massen  proportional.  Treten  nun  die  Punkte  M,  M" 
^^^Bhi  der  Llnheit  der  Entfernung  in  die  Entfernung  r  auseinander,  so  wer- 
^^^H«  die  beiden  KrUfte   immerhin  einander  gleich  bleiben,  ihr«  gemeinsame 


« 
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Intensität  wird  aber  von  r  abhängen  und  kann  durch  BmmF{r)  dargestellt 
werden.    Nach  dem  Gesetze,  welches  Newton  der  allgemeinen  Gravitations- 

theorie  zu  Grunde  gelegt  hat,  ist  F{r)  =  — «-,  d.  h.   es  nimmt  die  Kraft- 

T 

intensität  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  ab. 

§.  2.  Wir  wollen  zunächst  eine  Beihe  von  Attractionsproblemen  be- 
handeln, welche  mit  elementaren  Mitteln  .durchführbar  sind;  später  werden 
wir  die  Theorie  der  Eräftefunction  entwickeln,  von  welcher  alle  derartige 
Untersuchungen  abhängen. 

1.  Die  Punkte  des  homgenen  Kreisbogens  AB  (Fig.  80)  von  der 
specifischen  Masse  p,  dem  Radius  r  und  dem  Centriwinkel  AGB  ^^^a 
ziehen  einen  im  Mittelpunkte  C  befindlichen  Punkt  von  der  Masse  ft 

nach  dem  Newton'schen  Gesetze  an;  man  soll  die  Re- 
sultante 22  aller  Anziehungskräfte  bestimmen. 

Die  Masse  des  im  Punkte  M  verschwindenden  Linienele- 

mentes  MM'  ist  (f-  MM*  und  die  Kraft,  mit  welcher  dasselbe 


den  Punkt  C  in  der  Richtung  CM  afficirt, 


€  fi  •  ^ .  MM' 


sie 


zerfällt  in  zwei  Componenten,  eine  parallel  der  Sehne  AB^  die 
andere  längs  des  Radius  CD.   Für  Winkel  MCD  =  d  ist  letz- 


Fig.  80. 


tere 


eft '  Q'  M M' 


cos<&,  die  erstere  kommt  für  die  Bildung  der 


Resultanten  B  nicht  in  Betracht,  da  je  zwei  symmetrisch  gegen  den  Radius  CD 
gelegene  Punkte  M  entgegengesetzt  gleiche  Componenten  parallel  der  Sehne  lie- 
fern und  sich  dieselben  paarweise  tilgen.  Die  totale  AttracUonskrafb  hat  die 
Richtung  von  CD  und  ist  die  Summe  aller  Componenten  längs  dieser  Linie.  Nun 
ist  aber  ilf3f' -cos  ^  die  Protection  Q(^  des  Elementes  MM'  auf  die  Sehne  AB, 
weil   die   Tangente   in  M  mit  AB   gleichfalls  den  Winkel  ^  bildet,   daher  ist 

jK  =  -^  ZQQ'  =    ^^ Denkt  man   sich  die  Sehne  AB  mit  Masse  von 

T  T 

derselben  Beschaffenheit  wie  die  des  Bogens  belegt,  so  ist  dieselbe  f^  .  AB  und 
wenn  diese  in  den  Punkt  D  concentrirt  gedacht  wird,  so  zieht  D  den  Punkt  C 
mit  derselben  Kraft  R  an.     Daher  der  Satz: 

Die  Attractionskraft,  mit  welcher  ein  homogener  Kreisbogen 
einen  im  Mittelpunkte  befindlichen  Punkt  afficirt,  ist  nach  dem 
Mittelpunkt  des  Bogens  gerichtet  und  gleich  der  Attraction,  welche 
dieser  Mittelpunkt  ausüben  würde,  wenn  in  ihm  die  Masse  der  Sehne 
vereinigt  wäre,  letztere  von  derselben  specifischen  Masse  gedacht, 
wie  der  Bogen. 

Da  ilJB  s=a  2r  sin  a  ist,  so  kann  man  B  die  Form  geben: 

/i  SS» gm  a , 

r 

2.  Eine  homogene  Strecke  AB  (Fig.  81)  von  der  specifischen 
Masse  9  zieht  einen  ausser  ihr  gelegenen  Punkt  C  vom  der  Masse  ^ 
nach  dem  Newton'schen  Gesetze  an;  man  soll  Richtung  und  Inten- 
sität der  Attraction  bestimmen. 


I 

Atl 
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i  C  eineu  Kreie  A'B'li,  welcher  die  Ilichtnng  der  Strecke 
id  denkt  sich  den  Bogen  A'R ,  deesen  Centralptojection  von 
(7  ana  die  Strecke  AB  ist,  von  derselben  Biieni fischen 
MoBse,  wie  diese  Strecke,  so  sind  die  AttractionR- 
kräfte,  welche  irgend  Kwei  dem  Strale  CmM  anlie- 
gende Elemente  MM',  mm  der  Strecke  und  des  Co- 
gens auf  C  antiflben, 

CM*  Un^ 

Bildet  nun  der  Sttal  CM  mit  .aS  den  Winkel  fr  and 
betcbreibt  man  mit  CM  als  Radius  das  Element  ilfm,,  welches  mit  MM'  and 
1  d^mselbei:  Centriwinkel  MCm^  liegt,  ao  wird 


CM' 


CM* 


und  wenn  man  dies  für  min  iu  den  Ausdruck  der  Attractionskraft  des  iÜlementes 
Mm'  einführt,  so  wird  er  gleich  dem  Ausdruck  der  Kraft  des  Elementas  MM'. 
Demnach  üben  je  zwei  entsprechende  Elemente  der  Strecke  und  des  Bogens  gleiche 
Attraction  auf  C  aus  und  ist  daher  auch  die  Retultante  aller  für  beide  dieselbe, 
it  Bückaicht  auf  Nr.  1   folgt  daher  der  Satg; 

igene  Strecke  AB    sieht  einen    iLneseren    Punkt  C  mit 
.erselben  Kraft  an,  wie  der  homogene  Bogen  eines  Kreises  derselben 
.giecifisuhen  Masse,  welcher  AB  zur  Centralprojectiou  von  C  aas  hat 
d  die  Richtung  der  Strecke  berührt.    Die  Richtung  der  Attraotiona- 
krnft  balbirt  demnach  den  Winkel,  unter  welchem  die  Strecke  vom 


^UgeEOgenen  Punkte 


Mnt  und  ihre  Inten 


itat  i 


a\o. 


v«on  «  dies« 


ukel  und  a  der  Abstand  des  Panktej 


a  der  Ric 


icke  ist. 


reibt   1 


1  der  Ebene  der  Figur  eine  Hyperbel,  deren  Brennpunkte 

9  sind  und  welche  durch  den  Punkt  C  geht,  so  halbirt  die  Tangente  derselben 

1  den   VVinkel  AGB.     Coostcnirt   man   daher  das   gejae  System  der  {&t  A,  B 

nfocalen  Hyperbeln,  so  gibt  für  jeden  Punkt  der  Ebene  die  Tangente  der  durch 

1  bin  da  rchgeh  enden  Hyperbel  die  Richtung  der  Attractionskraft  an,  welche  die 

ecke  AB  auf  ihn  ausübt.    Diese  Hyperbeln  heissen  daher  die  Kraftlinien 

I   Attractionsproblem.     Conitruirt   man  durch  C  eine  Ellipse,  welche  A,  B 

U  Brennpunkten  hat,  so  ist  die  Halbiruogslime  des  Winkels  ACB  zn  ihr  normali 

r  Punkt  C  befindet  sich  daher  aaf  ihr  unter  Einfluss  der  Attraction  von  A  B 

i  deB  Normul Widerstandes  im  Gleichgewicht.    Daher  siod  die  lu  A,  B  confo- 

1   Ellipsen    die   Niveunlinien   de»  ['robloms   für   die   Punkte  C   in   der   Ebene. 

n  die  KIlipsen  um  AB  als  Äxe  rotireo,  so  eneugon  sie  Rotationsellipsoide, 

n  Norioalea  die  Halbirungslimen  der  Wickel  A  CB  aller  Punkte  0  des  Raumes 

)  NiveauSKchen   der    Attraction  der  Strecke  A  B   bezüglich  der 


I 


.1  (Fig.  Sü),  der  homugcne  Ualbstrul,  welcher  von  A  nach  dem 
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Unendlichen  hinläuft,  stosse  den  Punkt  C  ab,  der  Yon  B  nach  dem  Unendlichen 
im  entgegengesetzten  Sinn  verlaufende  ziehe  C  mit  derselben  homogenen  Masse 
an,  so  kann  statt  dessen  der  Bogen  Ä  IT,  dessen  Centralprojection  der  abstossende 

Strai  ist,  als  abstossend  und  der 
W'  Bogen  B'V,  dessen   Centralpro- 

^'         iL^:__iE- jection  der  anziehende  Stral  ist, 

als  anziehend  substituirt  werden. 
Für  den  abstossenden  Bogen  Ä'  ü* 
aber  kann  man  den  ihm  con* 
gruenten ,  im  entgegengesetzten 
Scheitelraume  liegenden  Bogen 
VW  als  anziehend  einführen.  Daher  ist  die  Gesammtwirkung  beider  Stralen, 
des  anziehenden  und  des  abstossenden  zusammen^  gleich  der  Anziehung  des  Bo« 
gens  B'  W.  Die  Attractionskraft  desselben  halbirt  aber  den  Winkel  B'  CW  und 
steht,  da  dieser  der  Nebenwinkel  zu  ÄCB  ist,  auf  der  Halbirungslinie  des  letz- 
teren, welcher  die  Richtung  für  die  Attraction  der  Strecke  AB  angibt,  senkrecht. 
Ihre  Richtung  ist  die  Tangente  der  zu  A,  B  confocalen^  durch  C  gehenden  Ellipse 
und  normal  zu  der  ihr  confocalen  Hyperbel.  Daher  ist  diese  Ellipse  Kraftlinie 
für  die  Wirkung  der  beiden  Stralen  und  das  Rotationshyperboloid  um  AB  als 
Axe^  dessen  Generatrix  die  Hyperbel  ist,  eine  Niveaufläohe.  Diese  Betrachtang 
liefert  den  Satz: 

Die  Schaar  Rotationsellipsoide  um  dieselbe  Aze,  welche  unter 
einander  confocal  sind  für  zwei  Punkte  A^  B  dieser  Axe  als  Brenn- 
punkte bildet  die  Niveauflächen  für  die  Newton'sche  Attraction  der 
homogenen  Strecke  AB,  die  Schaar  von  Rotationsdoppelhyperboloi- 
den um  dieselbe  Axe,  welche  für  dieselben  Brennpunkte  confocal 
sind,  bildet  die  Niveauflächen  für  die  Gesammtwirkung  der  von  A 
und  B  nach  dem  Unendlichen  verlaufenden  homogenen  Halbstralen, 
wenn  von  ihnen  der  eine  nach  dem  Newton^schen  Gesetze  anziehend, 
der  andere  nach  demselben  Gesetze  abstossend  wirkt. 

3.     Attraction  einer  homogenen  Eugelfläche  (Fig.  83).    Es  sei  C  der 
Mittelpunkt,  B  der  Radius  und  q  die  specifische  Masse  derselben,   P  der  ange- 
zogene Punkt  von  der  Masse  fi,  a  seine  Entfernung  PC  vom  Mittelpunkte  und 
liege  P  zunächst  im  Aussenraume  der  Kugel.    Durch  P  ziehen  wir  einen  belie- 
bigen Stral  PMBfj  welcher  die  Kugel- 
IQ'  fläche   in  M  und  M*   schneidet  und  sei 

j[,n  PM  ^=  r.   Das  Flächenelement  dSl  in  M 

zieht  alsdann  P  mit  der  Kraft  eftQ»—^ 

p  an  und  die  längs  PC  gerichtete  Compo> 
nente  derselben,  auf  welche  allein  es 
hier  ankommt^  da  die  zu  PC  senkrech- 
ten, von  den  verschiedenen  Flächenele- 
menten herrührenden  Componenten  sich 
vermöge  der  Symmetrie  der  Figur  paar- 
weise tilgen,  ist   sfi(f'—^coB(p,    wenn  Winkel   MPC=^(p,    In   dem   Dreieck 

PCM  tragen  wir  an  M  den  Winkel  CMO^tp  an  und  erhalten  AC MO  oo  APCM^ 
wofür  demnach  die  Proportion  besteht: 


Fig.  83. 


w 


Th.,CB.ii.  Xin,  S,  3.     Attraetion  der  homogenen  Kiigelätlche. 


CO       R 


OM 


WOT&UB  CO  ■  a  =  K*  folgt,  sodass  0  ein  und  derselbe  Pnnkt  für  alle  Elemente  liSl 
bleibt,  nilmUcb  der  viertt  harmonische  Punkt  in  P  als  dem  einen  und  den  Dareh- 
Bobnilten  P„ ,  P,  von  PC  mit  der  Kugel  ab  dem  underen  Paare  zugeordnetec 
Punkte  odfi  aUo  der  zu  1'  in  Bezug  auf  die  KugelflUche  cDDJugirt«  Punkt.  Durch 
den  Umfang  dui  Flächenelementee  da.  legen  wir  von  0  ans  eiuen  unendlich 
gcliinaIeD  Eegel.  Derselbe  schueidet  aus  einer  um  0  mit  0  M.  beschriebenen 
Kngeldäche  eiu  Element  dSlj  auE  und  da  die  beiden  Elemente  dSl,  äSl,  mit  ein- 
ander denselben  Winkel  ip  einseht iessen,  wie  die  Radien  CM  und  OM  der  Engel- 
flächen,  denen  «ie  angehören  und  auf  welchen  sie  Benkrecht  ateben,  so  wird 
^  dSli   und  mithin  die  Attractionscomponente  von  dil  längs  PO  gleich 


tpp.. 


iia, 


Nun  8 


D  das  Mais  dei  kfirperlicben  nnendlicb  kleineu  Winkels  0, 


I 


welcher  über  dSl,  steht,  d.  h.  die  GrOsee  eines  KugelOächenelementeg  vom  Radius 
gleich  der  LiLDgeueinheit,  welche«  von  dem  unendlich  schmalen  Kegel  ausge- 
schnitten  wird;  dann  ist  dSl,  =  OM'-  dai  und  folglich  die  firagUche  Attractions- 

com(ioiiente  tfif-    —^     -dia.     Obiger  Proportion  sufolge  geht  dieser  Ausdruck 

aber  über  in  » fip  -  —^  •  da.    Eine  ähnliche  Componeute  von  derselben  Bichtnng 

BBil  demielbeu  Sinne  liefert  dos  Flächenelement  bei  M',  nämlich  tiig  ■  -y  -  da, 

«mui  doi  due  Mass  des  Qber  ihm  stebendeu  WinkelrauiDeB  iat.  Legt  man  nun 
V«D  P  ana  an  die  tvugel  den  Tangentenkegel,  so  berührt  er  dieselbe  in  dem 
Knii«,  in  welchem  sie  von  der  in  O  auf  PC  senkrecht  stehenden  Polarebeue  des 
Punktes  P  gesi^biiitten  wird.  Diese  Ebene  zerfällt  die  Eugelfläcbe  in  zwei  Theile, 
ron  denen  der  eine  die  Elemente  dSl  enthält,  welche  Punkten  M  anliegen,  wilh- 
rend  der  andere  solche  enthält,  welche  Punkten  M'  angchOcen.  Erstere  liefern 
auf  der  um  O  mit  dem  lladius  gleich  der  Einheit  beschriebenen  Engel  Flächen- 
da,  letztere  eolche  dm'.  Summiren  wir  jetzt  aUe  Compouenten  längs 
'0,  welche  von  den  verschiedenen  Elementen  der  Eugelfläche  herrflliron,  so  er- 
aiofa,  weil  Sät»  -f-  Xdr»  ^>  In,  nämlich  gleich  der  ganzen  Eugelfläche  vom 
iiw  Ein«  nnd  also  da^j  Maas  de^  vollen  Winkelraumes  ist,  als  Oesammtcompo- 
der  Attractjon : 


EKe  Mute  M  der  Eugelfläche  ist  M  —  ijf^li'  und  wenn  man  dieselbe  im  Mittel- 

iskte  Ü  concentrjrt  denkt,  ko  würde  dieser  Funkt  aof  P  die  Äuciehung    ■>-;- 

Daher  der  Satz: 

B  homogene  Engelfläohe  zieht  einen  Punkt  des  Äuesenrauue« 

(b«n*o  all,  als  ob  ihre  Masse  im  Kngelmittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  P  als  Spitze  eines  schmalen  Kegels,  welcher  das 

mtint  du  an  M  enthält,  so  schneidet  derselbe  aus  der  Kiigeläächo  bei  M'  ein 

t  du'  aus,  dessen  Ebene  gegen  den  Stral  PMM'  dieselbe  Neigung  ^  bat, 

■  du.    Man  bat  sin«  — ^  StM'-.R    Wird  daher  der  Wiokelraum  diese«  Kegels 

kit  da  bezeichnet,  so  sind  für  PM  =  r,  PM'  =  r'  die  OrOesen  r'de.  r'da  die 
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Projectionen  von  dSl^dSl*  auf  Ebenen  senkrecht  zu  r  und  folglich  r*<fö=-^-^da, 

MM' 
r*dtä  =  dSl\  woraus  dÄ  :  dÄ'  =»  r* :  r  *  folgt.    Es  war  femer 

dSt  Ä« 

— =-  cos  m  =  —X-  am , 

daher  ist  jjf  jjf' .  Jt 

da  =*  r— 5 da, 

2  a'  cos  9 

also    -z—  =»  -::= — ^ .    Das  zu  dSl'  gehörige  doa    ergibt  sich  vermöge  der  Ee- 
<^o        MM'E 

^u      ^^'  -B'^   '  UKi*  i.-    f..    ^«        MM'B      ,    , 

lation  —TT-  cos  op  =  — 5-  «o  ;  man  erhält  hierfür  ao  «=»  -i— -5 •  ao)  ,    woraus 

r^         ^        a^         ^  2  a'  cos  qp 

dm        2  a*  cos  9  .      ,  , 

_ —  -B  -r=: — ^  folgt.    Es  ist  mithin  dm  =■  aco . 

<^®         MM'E 

Nehmen  wir  jetzt  an,  der  Punkt  P  liege  im  Innenraume  der  Kugel  (Fig.  84), 

so  fällt  der  conjugirte  Pol  0  in  den  Aussenraum.    Die  beiden  Punkte  M,  M' 

und  die  ihnen  anliegenden  Elemente 
dSl  und  dSl'  liegen  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  von  P  und  üben  auf 
diesen    entgegeijgesetzte    Attractionen 

^f'Q  —¥  dm  und  euo  —^  dm'  aus.   Sie 
a'  a' 

sind  gleich  und  tilgen  sich,  da  wegen 
der  gleichen  Neigung  von  dSl,  dSl' 
geg^n  MM'  die  Elemente  dm  und 
dm'y  wie  oben,  gleich  werden.  Eine 
pj    g^  homogene  Eugelfläche  übt  da- 

her   auf    einen    inneren    Punkt 
keine  Anziehung  aus   und  der  Punkt  befindet  sich  in  jeder  Lage  im 

Innenraume  im  Gleichgewicht. 

dSl       dSt' 
Dieser  Satz  folgt  auch  aus  der  oben  gegebenen  Proportion  — y  =»  — — ,  wenn 

dieselbe  beiderseits  mit  B\kq  multiplicirt  wird.  Auch  sieht  man  ein,  dass  wenn 
die  Punkte  3f,  M*  über  die  Kugel  hinlaufen,  der  Winkelraum  des  von  0  aus  an 
die  Kugel  gelegten  Tangentenkegels  mit  den  Elementen  (2 cd,  dm'  so  belegt  wird, 
dass  die  einen  Elemente  sich  über  die  anderen  hinlagern  und  wenn  sie  als  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  versehen  angesehen  werden,  sich  tilgen. 

Bückt  der  Punkt  P  auf  die  Kugelfläche  voh  der  Seite  des  Aussenraumes,  so 
wird  die  Kraft,  mit  welcher  ihn  die  Kugel  anzieht,  i^refip,  da  a  =»  i2;  gelangt 
er  auf  der  Innenseite  auf  dieselbe,  so  ist  diese  Kraft  gleich  Null. 

Nach  der  obigen  Methode  kann  man  die  Attraction  jedes  beliebigen  Kugel- 
flächcnstücks  auf  einen  Punkt  P  bestimmen,  sobald  dasselbe  in  Bezug  auf  den 
Durchmesser  FC  symmetrisch  liegt,  sodass  die' Attractionscomponenten  senkrecht 

zu   PC  sich  paarweise  tilgen.     Man  erhält  , — ,  wenn  m  den  Winkelraum 

eines  Kegels  bezeichnet,  der  von  0  aus  durch  die  Grenzcurve  des  Flächenstücks 
hindurchgeht. 

Die  obigen  Sätze  bestehen  fort,  wenn  an  die  Stelle  der  Kugelfläche  eine 
unendlich  dünne  Kugelkruste  von  constanter  specifischer  Masse  ^  tritt ;  die  Masse 
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des  Flftchenelementes  g-dSl  wird  hierbei  vertreten  durch  (^dSl-dB,  die  Masse 
des  unendlich  kleinen  Volumens  dSl-dR,  wo  dB  die  constante  Dicke  der  Ernste 
bedeutet.  Indem  man  solcher  Krusten  unendlich  viele  übereinander  lagert,  wobei 
die  spedfische  Masse  von  Kruste  zu  E^ruste  variiren  kann,  gelangt  man  dazu,  die 
S&tie  auf  eine  Kugelschicht  von  endlicher  Dicke  auszudehnen.  Für  den  Fall, 
dass  der  afficirte  Punkt  in  der^  Masse  der  Schicht  liegt,  hat  msm  die  Schicht 
durch  eine  durch  diesen  Punkt  gehende  Kugelfläche  in  zwei  Schichten  zu  spalten. 
In  Bezug  auf  die  äussere  ist  er  ein  dem  Innenraume  angehOriger,  der  Innenfläche 
anliegender  Punkt,  in  Bezug  auf  die  innere  befindet  er  sich  auf  der  Aussenfläche. 
Die  Sätze  lauten  demnach: 

Eine  Kugelschicht  von  constanter  oder  von  Schale  zu  Schale  ver- 
änderlicher specifischer  Masse  zieht  einen  Punkt  ihres  Aussenraumes 
nach  dem  Newton^schen  Gesetze  in  der  Richtung  nach  ihrem  Mittel- 
punkte an  und  s^war  so,  als  ob  ihre  Masse  in  diesem  Mittelpunkte 
vereinigt  wäre;  auf  einen  Punkt  ihres  Innenraumes  übt  sie  keine 
Wirkung  und  einen  Punkt  ihrer  Masse  afficirt  sie  nur  mit  der  Masse 
derjenigen  Partialschicht,  in  Bezug  auf  welche  er  ein  äusserer  ist. 

Eine  YoUkugel  zieht  einen  Punkt  ihrer  Masse  mit  der  Masse  des- 
jenigen Theiles  an,  welcher  von  der  durch  den  afficirtcn  Punkt 
gehenden  concentrisohen  Kugel  umschlossen  wird. 

Ist  X  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Mittelpunkte,  so  ist  demnach  ^nsQfix 
bei  constanter  specifischer  Masse  die  Attractionskrafb,  also  der  ersten  Potenz  des 
Abfftandes  vom  Mittelpunkte  proportional.    (Vgl.  B.  I,  S.  346,  Abs.  2.) 

Man  dehnt  diese  Sätze  leicht  auf  die  Fälle  der  Attraction  zweier  Kugeln 
aufeinander  aus. 

4.  Andere  Methode,  die  Attraction  einer  homogenen  Kugelfläche 
zn  bestimmen  (Fig.  88  und  84).  Für  Winkel  PCM^  d,  PM  =-  r  hat  man 
als  Inhalt  der  schmalen  Zone,  welche  das  Linienelement  bei  M  durch  Rotation 
um  CP  erzeugt,  2nR^  sin  ^dd  und  da  alle  Elemente  dieser  Zone  den  Punkt  P 
gleich  stark  anziehen  und  ihre  Anziehungskräfte  gleiche  Neigung  gegen  CP  haben, 
80  ist  die  totale  Attraction  der  Zone,  längs  CP  gerichtet: 

enQ  •  2nJi^ ' 5 —  •  cos  9, 

oder  da  4iK^i2'  =>  i(f  die  Masse  der  Kugelfläche  darstellt  und 

CP  =  a  =■  22  cos  <&■  4-  *•  coß  9 
ist, 

.       --    a  — -B  cos  «•    .    ^,^ 

An  die  Stelle  der  Variabein  &  führen  wir  r  ein.  Hierzu  dient 

r«  «  a'  +  jK*  —  2aB  cos  d,  also  rdr  =  aB  sin  &dd-. 
Man  erhält  dann 


,        M  /l        B^  —  a*\y 
^'f'a-^^B^-B^)^'' 


Daher  wird  die  Gesammtanziehung  Ä  der  Kugel: 

1.  fOr  einen  äusseren  Punkt,  für  welchen  die  Grenzen  der  Integration  r^^a—B 
und  r  ^  a  '\-  B  sind: 
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M  (r     ,   B^  —  a*\       st^M 


i«f*ri  1»  + 


a«  \R  ^      Br 

a  — Ä 


-)       ^ 


I 


2.  für  einen  inneren  Punkt,  woför  die  Grenzen  r  :=  E  —  a  und  r  a»  U  -|-  a 
Bind:  '^^^ 


5.  Anziehnng  einer  massiven  homogenen  Halbkugel  auf  einen 
Punkt  ihres  Bandes. 

6.  Attraction  einer  homogenen  Kreisfläche  und  ihres  Aussen- 
ranmes  auf  einen  Punkt  P  des  im  Mittelpunkte  C  auf  sie  errichteten 
Perpendikels. 

7.  Attraction  eines  homogenen  Ereiscylinders  von  der  Länge  l 
und  dem  Radius  B  auf  einen  Punkt  seiner  Axe. 

8.  Attraction  eines  abgestumpften  geraden  homogenen  Ereis- 
kegels  auf  einen  Punkt  seiner  Axe. 

9.  Von  zwei  gleich  grossen  pacallelen  Ereisscheiben  gleicher 
specifischer  Masse,  welche  beide  senkrecht  auf  ihrer  Centrallinie 
stehen,  zieht  die  eine  einen  Punkt  dieser  Centralen  an,  während  die 
andere  ihn  abstösst.    Welches  ist  die  Resultante  dieser  Kräfte? 

§.  3.  Für  Attractionskräfte  lässt  sich  eine  Function  bilden,  deren 
partielle  Differentialquotienten  den  Componenten  der  Kraft  proportional 
sind.  Dieselbe  ist  eine  blose  Function  des  Ortes,  d.  h.  der  Coordinaten 
des  afficirten  Punktes,  weil  Attractionen  blos  von  der  Entfernung  ab- 
hängen. Von  ihr  ist  das  ganze  Problem  der  Attraction,  wie  das  Pro- 
blem der  Bewegung  des  Attractionskräften  unterworfenen  Punktes  ab- 
hängig. 

Es  sei  dm  (Fig.  85)  das  Element  einer  auf  den  Punkt  P  {xyz)*Yon 
der  Masse  fi  anziehend   wirkenden,   irgend  einen  Baum   erfdllenden  conti- 

nuirlichen  oder  auch  aus  discreten  Theilen 
bestehenden  Masse,  b  die  Anziehungskraft  für 
die  Einheit  der  Entfernung  zweier  in  Punkte 
concentrirter  Masseneinheiten  und   F  (r)  das 


0. 


^^  "^  Anziehungsgesetz;    dann    ist    eiAdmF(r)    die 

Intensität  der  Kraft,  mit  welcher  das  Massen- 
element dm  und  die  Masse  (i  des  Punktes  P 
in  der  Entfernung  r  sich  gegenseitig  anziehen. 
/  *  Sind  femer  a,  h.  c  die  Coordinaten  von  dm. 

T  , 

80   stellen   ,    ,   die  Rich- 

r  r  r 

tungscosinusse  der  Linie  r  dar,  von  P  nach  dm  hinführend  gedacht  und 

sind  mithin  die  Bichtongscosinusse  für  die  an  P  angreifende  Anziehongs- 
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kraft     Daher  sind  die  Componenten  dieser  Kraft 

efiF{r) dm,     tfiF{r) -dm,     siAF{r) dm. 

Für  den  Fall  der  Abstossung  erhalten  die  Cosinasse  das  umgekehrte  Zeichen, 
welches  man  aber  mit  dem  Factor  b  vereinigt  denken  kann,  sodass  s  als 
positiv  für  Anziehungen,  als  negativ  für  Abstossungen  angesehen  werden 
kann.  Die  Summen  aller  Componenten,  mit  welchen  die  verschiedenen 
Massenelemente  auf  (i  wirken,  erhält  man,  indem  man  die  vorstehenden 
drei  Ausdrücke  durch  die  ganze  Masse  hindurch  integrirt  oder,  wenn  die- 
selbe auf  discrete  Punkte  vertheilt  ist,  von  Punkt  zu  Punkt  summirt  Diese 
Summen  stellen  die  Componenten  X,  F,  Z  der  Gesammtattraction  zwischen 
der  Totalmasse  und  dem  Punkte  P,  d.  h.  die  Componenten  der  Kraft  dar,  mit 
welcher  diese  P  angreift  und  —  X,  —  Z,  —  Z  sind  die  Componenten  der 
entgegengesetzt  wirkenden,  ebenso  grossen  Kraft,  mit  welcher  P  auf  jene 
Masse  anziehend  wirkt    Es  sind  demnach: 


X  =  eti  jF(r)  ^-^  dm, 


=  et.fF(r)^— 


'"'dm, 


Z  =  s(ijF{r) dm, 

worin  das  Integralzeichen  eine  einfache,  doppelte  oder  dreifache  Integration 
anzeigt,  je  nachdem  dm  unendlich  klein  von  der  ersten,  zweiten  oder  dritten 
Ordnung,  d.  h.  das  Massenelement  einer  Linie,  einer  Fläche  oder  eines 
KOrperraumes  ist,  über  welchen  die  Masse  vertheilt  ist    Nun  ist 

r^  =  (a-  xy  +  (6  -  pY  +  (c-  zf 

and  sind  folglich  (nach  einer  zuerst  von  Lagrange  gemachten  Bemerkung) 
die  Cosinusse  der  Richtungswinkel 

a  —  X  dr     h  —  y dr      c  —  g  dr 

Hiermit  werden 

Z=ti,f-F(r)y^dtn, 

und  wenn  man  also  —  F(r)  als  den  Differentialquotienten  einer  Function 
^  (r)  darstellt,  sodass   —  F{r)  «^  tp  (r)  und  (p(r)  =:  f  —  F{r)  dr  wird, 

^,  Martiaiük.    IL  19 
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80  nimmt  die   Grösse  — -^W  ^—  <ii6  Gestalt  g>' (r) -^   an    und    geht   in 

dx  ox 

d'(p(r) 
den  partiell  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  — - — -    von    g>  (r) 

ox 

über.    Ebenso  wird 

^'dy  dy     '         ^^de  de 

and  man  erhält: 

_  rs-<p{r)    ,  a/y (r)  dm 

^  ■=="*.; -17- '""==*'* — äi — ' 

'^J       ay  '^         8y        ' 

Cd -vir)   _,  dfg>{r)dm 

Setzt  man  daher 

U  =•  Ccp  (r)  dm, 

so  erhält  man  schliesslich  X,  F,  Z  durch  blose  Differentiatibn  von  U  nach 
a;,  y,  g,  nämlich: 

Die  Function  Z7  von  x^  y,  e  heisst  die  KrSftefunction  oder  das  Poten- 
tial der  Attraction  der  gegebenen  Masse  und  kann  der  Inhalt  der  geführten 
Untersuchung  in  den  Satz  zusammengefasst  werden: 

Wenn  die  Elemente  dm  einer  Masse  M  nach  dem  Attrac- 
tionsgesetze  F(r)   auf  einen   Punkt  P  von   der  Masse  (a  wirken 

und  man  aus  F(r)  zunächst  die  Function  (p{f)=sj  —  F{r)dr  und 

aus  ihr  das  Potential  U^^J(p(r)dm  bildet,  so  snid  die  Compo- 
nenten  der  Attractionskraft,  welche  an  P  angreift,  die  partiel- 
len Differentialquotienten  des  Potentials,  genommen  nach  den 
Coordiuaten  x^  y,  z  des  afficirten  Punktes,  multiplicirt  mit 
dessen  Masse  und  dem  Factor  e,  welcher  die  Wirkung  zweier 
Masseneinheiten  in  der  Entfernung  gleich  der  Linieneinheit 
darstellt. 

§.  4.  Die  Intensität  der  Kraft  P,  mit  welcher  der  Punkt  {xyz)  an- 
gezogen wird  und  ihre  Richtung  (a,  /3,  y)  sind  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungen 


COS 


dy 
tt       noB^       cosy        1 


X  T  Z         P 
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Die  Wurzel  aus  der  Quadratsumme  der  ersten  partiellen  Differential- 
quotienten  einer  Function  U  nennt  man  den  Differentialparameter  erster 
Ordnung  derselben.  Die  Intensität  der  Attractionskraft  ist  daher 
dem  Differentialparameter  erster  Ordnung  der  Kräftefunction 
proportional. 

Mit  derselben  Kraft  P,  mit  welcher  die  Masse  auf  den  Punkt  wirkt, 
wirkt  dieser  im  entgegengesetzten  Sinne  auf  sie ;  denn  jedes  Massenelement 
wird  von  ihm  mit*  derselben  Kraft  afficirt,  wie  er  von  ihm,  und  die  sämmt- 
lichen  von  ihm  herrührenden,  an  den  verschiedenen  Massenelementen  an- 
greifenden Elementarkräfte  liefern,  weil  sie  sich  alle  in  ihm  schneiden, 
eine  der  Kraft  P  entgegengesetzt  gleiche  Resultante,  welche  man  an  irgend 
einem  Punkte  der  Masse,  welcher  auf  ihrer  Richtung  liegt,  angreifend 
denken  kann. 

Es  sei  U  der  Werth  der  Kräftefunction  im  Punkte  (xyz)^  U'  ihr  Werth 
in  einem  folgenden  Punkte  {x  -{-  dx^  y,  e)^  für  welchen  blos  x  sich  ge- 
ändert hat,  dann  ist  U'  —  IT  die  partielle  Aenderung  von  U  nach  x  und 
sie  ist  durch  dx  zu  dividiren  und  mit  e/ü  zu  multipliciren,  um  X  zu  er- 
halten.   Es  stellt  daher 

{V'-U)^  dU  ^ 

Xdx  =  SU ; dx  =  6(1  — —  dx 

^        dx  ^  dx 

die  Elementararbeit  der  Kraft  P  längs  des  Weges  dx  dar.    Ebenso  wird 

o  TT  ^rj 

Ydy  =  ftt  -r—  dy   und  Zdz  =  ff*  -r—  de 
oy  dz 

und  wenn  daher  dx^  dy^  dz  die  Projectionen  eines  unendlich  kleinen  Weges 
da  sind,  längs  welches  der  afficirte  Punkt  aus  der  Lage  {xyz)  in  die  Lage 
{x  -^  dx^  y+^y»  ^4"  ^^)  tibergehend  gedacht  wird,  so  ist  die  Elementar- 
arbeit der  Kraft  P  längs  dieses  Weges,  welcher  mit  der  Richtung  von  P 
den  Winkel  d  bilden  mag: 

/O  TT  «  p  TT  O  TT  \ 

Pcosd«  (l5«=  Xdx  4-  Ydy  -^Zdz  ■=  efi  (t— ^^  + -7-"^^ +  T~  ^^)» 

\ox  oy  dz      / 

also  die  Componente  Pcos<&  in  der  Richtung  von  ds: 

^       ^  (dUdx   ,   dUdy   .   dUdz\  dU 

'^Kdx  ds    *    dy  ds    ^   dz  ds/         ^  ds 

Diese  Componente  wird  also  erhalten,  indem  man  die  Aenderung  der  Kräfte- 
function längs  des  Weges  ds  durch  ds  dividirt  und  mit  cfi  multipliciri 

Das  Potential  hat  im  Allgemeinen  als  Function  des  Ortes  (xyz)  in 
den  verschiedenen  Punkten  des  Raumes  verschiedene  Werthe.  Der  Inbegriff 
aller  Punkte  {xyz)^  in  welchem  sie  ein  und  denselben  constanten  Werth  c 
besitit,  heisst  eine  Niveaufläche  (vgl.  B.  I,  S.  357)  und  U  ==  c  stellt 

dflren  Oleichong  dar.    Indem  man  c  alle  reellen  Werthe  durchlaufen  lässt, 

19* 


\ 
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erhält  man  die  ganze  Schaar  Niyeauflftchen  des  Attractionssystems,  welchaxx^ 
U  zugehört.    Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  geht  eine  Niveaufifiche 
wenn  U  in  diesem  Punkte  eindeutig  ist,  nur  eine.    Die  BiclitnngSGOBinas 
der  Normalen  im  Punkte  (xyz)  der  Niveaufläche    U  —  c  «=  0  sind  pi — ^^>- 

portional  — —  ,    — — ,    — -  und  mithin  proportional  den  Componenten  X,Ty      -2 

ox      oy       dz 

der  Kraft  P.    Es  hat  daher  in  jedem  Punkte  des  Raumes  die  Kraft   --^ 
die  Richtung  der  Normalen  der  durch  diesen  Punkt   gehend»   21 
Niveau  fläche  und  wenn  dn  die  unendlich  kleine  Strecke  dieser  Normala^ 
vom  Fusspunkte  bis  zur  folgenden  Niveaufläche  bedeutet,  so  stellt  Pdn  di« 
Elementararbeit  von  P  längs  dieses  Weges   dar  und  ist  also  dem  Obigen 
zufolge  gleich  SfAdU^  wenn  d?7  die  Aenderung  von  ü  bedeutet,  welche  U 
bei  diesem  Uebergange  zur   folgenden  Niveaufläche    erleidet,    sodass    also 

J  TT 

P=  f|[i  3—  wird.    Es  ist  daher  die  Intensität  der  Kraft  dem  Aen- 
dn 

derungsverhältnisse  der  Kräftefunction  längs  der  Normalen  der 
Niveaufläche    proportional. 

Eine  Curve,  welche  das  System  der  Niveauflächen  in  allen  Punkten 
normal  durchschneidet,  gibt  durch  ihre  Tangente  in  diesen  Punkten  die 
Richtung  der  Kraft  P  au  und  heisst  eine  Kraftlinie.  Zu  jedem  System 
der  Niveauflächen  gehört  ein  System  von  Kraftlinien,  welche  die  orthogo- 
nalen Trajectorien    desselben  sind.     Die   Differentialgleichungen    desselben 

sind,  da  --,    -— ,    ---    die   Richtungscosinusse  der  Tangente  einer  Kraft- 
ds      ds       ds 

linie  bedeuten: 

dx  dy  dz 

dW~dW     du' 

dx         dy         dz 

Ist  das  System  der  Niveauflächen  unt^r  der  Form  F(a:,  y,  jP,  c)  =  0  ge- 
geben,  sodass  die  Gleichung  desselben  nicht  nach  der  Constanten  auflöst 
ist,  so  hat  man  aus 

dx         dy  ^^       TPt  \       n 

dx  dy         dz 

vor  der  Integration  die  Constante  c  zu  eliminireu. 
§.  5.     Für  die  Newton'sche  Atti-action  ist 

und  folglich 


U'=J<p  (r)  dm  -^J^ ' 


J 
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Das  Potential  für  die  Anziehung,  welche  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung  wirkt  (Newton'sches  Potential), 
ist  das  Integral  des  Massenelementes  dividirt  durch  seine  Ent- 
fernung vom  angezogenen  Punkte,  ausgedehnt  über  die  ge- 
sammte  anziehende  Masse.  Wird  dasselbe,  wie  üblich,  mit  V  bezeichnet, 
so  ist  seine  Definitiousgleichung 


/t 


und  die  Componenten  der  Attraction  sind: 


oder 


_  ST  SV      y  SV 


da 


X^.^Jdm  -^  =^e^J_.yj.  am  =  ^^J  ^  "^  dm, 

—^ —  dm,     Z=  t(tj  — p—  dm, 

r»  =  (a  -  x)»  +  (6  -  yf  +  (c  -  z^, 

dr       a  —  X  dr  h  —  y  dr  c  —  e 

~dx'^      r~~'    ~  dy  r      '    ""  äJ ""      r~' 

Für  den  Fall,  dass  die  Masse  in  einem  allseitig  begrenzten  Volumen  ver- 
theilt  ist  und  die  Dichtigkeit  q  derselben  in  jedem  Punkte  einen  bestimmten 
Werth  hat,  sind  das  Potential  und  seine  Derivirten  für  jede  Lage  des  afiß- 
cirten  Punktes  bestimmte,  endliche,  continuirliche  Grössen.  Es  sind  dabei 
die  Fälle  zu  sondern,  dass  der  afficirte  Punkt  ausserhalb  der  anziehenden 
Masse,  und  dass  er  innerhalb  derselben  liegt. 

W&hlt  man  den  angezogenen  Punkt  P  (rr,  ^,  e)  zum  Pol  eines  räum- 
lichen Polarcoordinatensystems  der  r,  •9',  9,  wo  r  den  Radiusvector  von  P 
nach  dem  Massenelemente  dm^  •&  den  Winkel,  den  derselbe  mit  der  Polar- 
axe  und  9  den  Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Winkels  d"  mit  der  Funda- 
mentalebene bildet,  bedeuten,  so  wird  dm  <=  ^r'  sin  d  dr  d^  dq>  und 

V  ==  J  gr  8m&  dr  d&  dg). 

Hierin  bedeutet  sin  •&  dd^  d<p  das  Element  da  einer  um  P  mit  dem  Radius  1 
beschriebenen  Kugelfläche  und  kann  also  V  in  der  Form 

V^fgrdrda 

geschrieben  werden.  Man  kann  behufs  Bestimmung  von  V  zuerst  nach  r 
nnd  dann  nach  6  integriren,  indem  man  letztere  Integration  über  alle  Ele- 
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mente  der  Eugelfläche  erstreckt^  welche  von  den  Radienvectoren  r  getroffm 
werden. 

Man  sieht  leicht  aus  dieser  Form,  dass  V  eine  bestimmte  endliche 
Grösse  nicht  überschreiten  kann,  wo  auch  inmier  P  innerhalb  oder  aoBser- 
halb  der  anziehenden  Masse  liegen  möge.  Sind  nämlich  %  und  B  die 
Maximalwerthe  der  Dichtigkeit  und  des  Badiusvectors,  so  ist 

R 

y<Kfdafrdr,  d.  h.   V<^%<sB\ 

0 

Hieraus  folgt  zunächst  nur,  dass  V  für  endliche  tf  und  B  endlich  ist 
Für  unendlichkleine  Masse  ist  (f,   wenn  P  ausserhalb   derselben  liegt  und 
wenn  P  innerhalb  sich  befindet,  R  unendlich  klein,   also  in   beiden  FÜlen 
auch   V  unendlich  klein.    Hat  die  Masse  endliche  Dimensionen  und  liegt? 
innerhalb  derselben,  so  können  wir  um  P  eine  unendlichkleine  geschlossene 
Fläche  beschreiben.    Der  Werth  des  Potentials  der  innerhalb  dieser  liegenden 
Masse  ist  unendlichklein,  der  Werth  des  von  der  übrigen  Masse  herrühren- 
den Potentials  ist  endlich.     Daher  hat   ersteres  auf  die  Bildung  des  Ge- 
sammtpotentials  keinen  Einfluss  und  verschwindet,   wenn  jene  Fläche  sich 
auf  den  Punkt  P  zusanmienzieht. 

Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  das  Potential  dne 
unendlichkleine  Aenderung  erleidet,  wenn  der  Punkt  P  eine 
unendlichkleine  Verschiebung  PP'  =  ds  erf&hrt  und  dass 

dV 
die  Derivirte  — ,    welche   dieser  Verschiebung    entspricht, 

t*  s 

P^äsjp  ®^®  endliche  Grösse  ist.    Ist  (Fig.  86)  r  der  Abstand  des 

Fig.  86.  Elementes  dm  von  P,  r   dessen  Abstand  von  P\   so  wird 

A  Tr         /*^^w         /*dm         Z**'-"^'-,  Cr—r       ,    ^     ,    ,^  , 

A7=    I— I  — =    /   — -y-dm=  I   — -, —  rsm^Qdrd&dq), 

wenn  man  PP'  zur  Bichtung  der  Polaraxe  wählt.  Nun  ist  die  Differeni 
r  —  r  zweier  Seiten  des  Dreiecks  zwischen  den  Ecken  P,  P',  dm  nicht 
grösser  als  PP'  und  r  sin  d^  nicht  grösser  als  r .    Daher  sind  in 

AF 


PP' 


/r  —  r     r  sin  & 


r  —  r  r  sin  ^ 

die  Grössen      ^  ^    und  — , —    nicht  grösser   als   Eins.    Daher   hat   das 

PP  r 

Integral    einen   endlichen,    bestimmten   Werth   und    werden  also  AF  und 

PP'  beide  zugleich  unendlichklein.  Nun  ist,  wenn  ^'  den  Winkel  bezeichnet, 

den  /  mit  PP'  =>  ds  bildet, 

r  sin  0"  .      ,     r  —  r  siu  %'  —  sin  ^ cos  ^  {9t  +'^) 

~r~  —  «''^  ^'     ~pY  —  Vin"(F^^  ~  ^\  {^~—ty 
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daher  wird 

ds       J   ^  ^  cosi(^  —  ^) 

Es  f&llt  aber,  wenn  r  nicht  Null  ist,  /  fdr  verschwindendes  ds  mit  r  zu- 
sammen, sodass  d''  =  d"  und  der  zu  bestinmiende  Grenzwerth  cos  ^  sin  ^ 
wird.  Ist  aber  r  =  0,  so  wird  /  =  PP'  und  ^'  =  jc,  somit  in  diesem 
Falle  der  Grenzwerth  gleich  Null,  so  dass  das  dem  Werthe  r  =  0  ent- 
sprechende Element  keinen  Einfluss  auf  das  Integral  ausübt  Daher  ist 
überhaupt 

dv      r        ,  r 

—  =    I  Qo^  ^  %\n  &  q  dr  d^  d(p  =   1  ^  cos  (r,  ds)  dr  da, 

wo  8iiL  &  d^  d<p  =  da  und  cos  <&  =  cos  (r,  ds)  gesetzt  ist. 

Femer  ist  die  Kraft,  mit  welcher  das  Element  dm  den  Punkt  P  an- 
zieht, eiidmir*  und  ihre  Projection  auf  die  Richtung  von  ds  gleich 

€fA  — j-  cos  (r,  ds)  =  e^Q  cos  (r,  ds)  dr  da. 

T 

Integrirt  man  dies,  so  folgt,   dass   die  Projection  der   Gesammtanziehung 
auf  die  Bichtimg  von  d5  ist: 

Q  COS  (r,  ds)  drda  «=  cfi  — —  • 

Sind,  wie  oben  x,  R  die  Maximalwerthe  von  q  und  r,  so  ist 

dV 
Pcos(P,(J5)  =  6i4  — --  <  euKRa, 

ds 

dV 
woraus  sich  ergibt,  dass  — — ,    ebenso   wie    Y  bei    endlichem  Abstände   R 

CS 

endlich  ist  und  mit  verschwindenden  Dimensionen  der  Masse  verschwindet. 

§.  6.     Für  das  Newton'sche  Potential  in  Bezug  auf  unendlich  ferne 

Punkte  gilt  der  Satz: 

Das    Newton'sche    Potential    V   und   seine    erste    Derivirte 

dV 

— — ,  nach  irgend  einer  Richtung  s  genommen,  von  einer  in  einem 

OS 

endlichem    Räume    enthaltenen   Masse    verschwinden,    wenn    der 

angezogene  Punkt  P  ins   unendliche  rückt.    Ist  6   der  Abstand 

des   Punktes  P  von  einem  beliebigen  Punkte  0,  welcher  in  der 

Masse   oder  ausserhalb   derselben  in  endlicher  Entfernung  von 

dV 
ihr  liegt,  so  nähern  sich  die  Produkte  Vd  und  e/ü  —- dfttrd  =  cx) 

OS 

einem  festen  Werthe,  nämlich  der  Masse  m;  die  Richtung  der 
Attractionskraft  selbst  nähert  sich  dabei  der  Richtung  von  d, 
nach  welcher  P  sich  ins  Unendliche  entfernt 
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In   dem   von    0,  P  und   dem  Massen elemente  dm  gebildeten  Dreieck 

(Fig.  87),  dessen  Seiten  die  Entfernungen  J,  r,  u 
des  Punktes  P  von  0  und  dm  und  des  Punktes  0 
von  dm  sind,    ist    nämlich    r  —  u  <id  <ir  -{-  u 
ff  "  P  und  folglich 

Fig.  87. 

d.   h. 


/ 


r  {r  —  w)  dm         rSdm        /'(''  +  •*)  ^^ 


/udm  ^  ^,  ^       ,     Cudm 


Diese  Ungleichung  besteht  fort,   wenn  man  in  ihr  fttr  u  seinen  grössten 
Werth  u^  und  für  r  seinen  kleinsten  Werth  r^  einsetzt,  d.  h.  es  ist 


m 


(.-^)<7,<4+^). 


Für   unendlich   grosse  d  wird   aber  auch   r^  unendlich  gross   und  folglich 

^1  •  ^1   gleich  Null ;  es  fallen   mithin  die  Grenzen  für   Yd  zusammen  und 

folgt  lim  .  FJ  =  wi. 

Projicirt  man  femer  die  Kraft  ejü dm:  r^,  mit  welcher  das  Element 

dm  den  Punkt  M  anzieht  auf  die  Richtung  von  d,   nach  welcher  sich  P 

ins  Unendliche  entfernen  soll,  so  stellt  das  Integral  dieses  Ausdruckes  die 

Summe  aller  Componenten  und  mithin  die  Projection  der  Gesammtattractions- 

dV 
kraft  P  auf  d  dar.    Diese  Grösse  ist   aber   eu  --— .     Daher    besteht    die 

^  d$ 

Gleichung 

^^        T.        /T.  *N              rco8(r,J)^ 
il^  —  ==  Pcos  (P,  ö)  =  eiij ^-^  dm, 

wo  ds  in  die  Bichtung  von  ö  fällt.    Daher  ist  auch 

*«  ^  ^        ^8  T»        /^   »N               /*^*  cos  (r,  J)    , 
€fid^  —  =  Ö^P  cos  (P,  d)  =  eil   I i^-^-^  ^^' 

Nun  ist  aber  ö  cos  (r,  d)  =  r  —  u  cos  (w,  r)  und  da  u  cos  (ti,  r)  zwischen 

—  u  und  -j-  u  liegt,  so  ist 

r  —  M  <  d  cos  (r,  J)  <  r  +  m, 

welche  Ungleichung  in  Verbindung  mit  der  obigen  Ungleichung 

r  —  M<d<r4-w, 
zu  der  weiteren  führt: 

(r  —  u)«  <  ö^  cos  (r,  ^)  <  (r  +  u)«. 
Hieraus  folgt,  ähnlich  wie  oben 

('-7f)'<-^^'-=^<('  +  ^)"  ■ 


und  daher 

m 


(l  -  ^|)'<  rf^Pcos  (P,  d)<  m  (l  +  ^)* 
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Hieraus  ergibt  sich  aber 


dV 


lim  .  Ö^P  cos  (P,  ö)  =  lim  e(jL.6^j-  = 


m 


für  wachsende  d.  Da  die  Eicbtungen  der  Abstände-  r  für  den  ins  Unend- 
liche rückenden  Punkt  P  der  Richtung  von  d  parallel  werden,  so  wird 
auch   die  Besultante  oder  P  ihnen  parallel  und  fällt  in  die  Richtung  von  ö, 

dV 


Die  Grössen  F  und 


ds 


verschwinden  im  Unendlichen   als   unendlich- 


kleine Grössen  von  der  Ordnung,  wie  m  :  d  und  m  :  ö^.    Da  der  Punkt  P  die 

Masse  m  mit  derselben  Kraft,  wie  sie  ihn  anzieht,  so  folgt,  dass  für  unendlich 

ferne  P  diese  Kraft  als  Resultante  eines  Systems  von  Parallelkräften  durch 

den  Mittelpunkt  der  Masse  m  hindurchgeht,  nach  welcher  Richtung  sich  auch 

P  ins  Unendliche  entfernen  mag. 

Bevor  wir  die  allgemeine  Untersuchung  über  das  Potential  fortsetzen 

und  insbesondere  Sätze  Über  seine  Derivirten  zweiter  Ordnung  entwickeln, 

wollen  wir  einige  Beispiele  zu  dem  Inhalte  der  vorstehenden  Paragraphen 

geben. 

§.  7.  Potential  einer  concentrisch  geschichteten  Hohlkugel  (Fig.88). 
Eine  Hohlkugelschicht  sei   enthalten   zwischen   zwei  conccDtri8chen  Eugelfl'ächen 

von  den  Radien  a ,  h;  die  Dichtigkeit 
Q  sei  blos  eine  Function  dos  Abstandes 
vom  Mittelpunkte,  also  für  concentrische 
Krusten  constant.  Für  Polarcoordinaten 
tt,  d'y  q>,  deren  Pol  im  Mittelpunkte  C  liegt 
und  deren  Polaraxe  und  Fundamental- 
ebene durch  den  afficirten  Punkt  P,  für 
welchen  CP  =>  x  sei,  gehen,  hat  man: 

sin^  dudO'  d<p 


Fig.  8«. 


27C    j    I   Q  —  sind" du d&. 


Führt  man  statt  d  die  Entfernung  r  des   anziehenden  Elementes  vom  af6cirten 
Punkte  als  Variabele  durch  die  Gleichung 

r*  =  tt»  -}-  x*  —  2wa:  cos  ^ 
ein,  welche  bei  constantem  u  die  Gleichung  rdr^^  xu  sin  d'dd'  liefert,  so  wird 

,,       2 


'ifßuäu 


dr. 


Hinsichtlich  der  Integrationsgrenzen  für  r  und  u  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden, 
ob  der  Punkt  P  dem  äusseren  Räume  oder  dem  inneren  Hohlräume  oder  der  Masse 
selbst  angehört 

1.    Für  einen  äusseren  Punkt  sind  x  —  u  und  x  -}-  u  die   Grenzen  für  r 
und  wird  6 


-¥/."• 
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oder  weil 


m 


=  An   I  QU^  du 


die  Masse  der  Schiebt  ist,  V  =  -    .    Die  Componenten  der  Attractionsknift  und 

X 

demnach: 

^  dV  eam        „  ^^       «        /^  ^^ 

und  die  ganze  Kraft  P  =»  -^-j-  ist  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtet  und  gleich 

der   Anziehung   der   in   diesem   Punkte   vereinigt  gedachten  Gesammtmasse  der 
Schicht. 

2.  Für  einen  Punkt  im  inneren  Hohlräume  sind  u  —  x  und  u-}-  x  die  Greoien 
für  r  und  wird 

b 

V  =^  in  i  Qudu, 

also  constant.    Daher  sind  X»rc=ZsP»0  und  übt  die  Schicht  aaf  den 
Punkt  keine  Wirkung  aus. 

3.  Liegt  der  Punkt  in  der  Masse  der  Schicht  selbst,  so  zerfUUe  man  diese 
in  eine  von  den  Radien  a  und  x  und  eine  andere  von  den  Radien  x  und  b.  Füi 
erstere  ist  der  Punkt  ein  äusserer,  für  letztere  ein  innerer.   Daher  ist  das  Potential 

X  b 


F==i —   i  QU^ du  -}-  An    j  Qudu, 


a 

Die  Attrcctionskraft  ist  daher 


a 


wenn  m   die  Masse  der  ersteren  Schicht  und  q^  die  Dichtigkeit  für  u  <»  o;  iat. 
4.    Bei  constanter  specifischer  Masse  q  erhält  man  für  den  äusseren  Punkt 

F  =  ^  ^  (6=»  -  a«)  und  für  die  Vollkugel,  für  welche  a  =  0  ist:  F  »  |  »^  — 

X  X 

b^ 
und  P  =  —  ^cfinQ  -^  ;  für  den  inneren  Punkt  wird  F  =»  2«^  (6*  —  a*),  P  — ■  0 

und  für  den  der  Masse  angehörenden  Punkt: 

V^ingtx'-  ^^  +2*9  (5'-  x»),    P-  -  ^«^»9  ^«  -  J^ 

und  insbesondere  bei  der  Vollkugel  in  diesem  Falle: 

F  =- I  wpa;^  +  27rp6*,     P  =*  —  ^efingx. 
Für  zwei  Eugelschichten  von  den  Mittelpunkten  C,  C  und  den  Masaen  m,  m 

AIS  ^^A 

sind  die  Potentiale  für  einen  äusseren  Punkt  M  gleich,  wenn  p^^  bs  ^^      .    Der 

Ort  der  Punkte  gleicher  äusserer  Potentiale  ist  daher  eine  Kngelflftche,  deren 
Mittelpunkt  auf  der  Centralen  CG'  liegt  und  diese  Strecke  im  Verh&ltDiN  «:m' 
harmonisch  theilt.  Für  drei  Kugelschichten  enthält  der  Schnittkras  iweier  der 
drei  Potentialkugeln  die  Punkte  gleicher  äusserer  Potentiale  fttr  aUe  drai  Schioliteii, 
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daher  schneiden  sich  die  drei  Potentialkogeln  in  einem  und  demselben  Kreise. 
Bei  yier  Schiebten  gibt  es  sechs  Potentialkugeln,  welche  eine  gemeinsame  Sehne 
besitien,  welche  die  beiden  Punkte  gleicher  Potentiale  für  alle  Schichten  ver- 
bindet. 

§.  8.  Potential  einer  homogenen  Kreislinie  P^MP^  in  Bezug  auf 
einen  Punkt  P  ihrer  Ebene  (Fig.  89).  Für  CP—  a;,  CM  =  E,  PM=^u,' 
Winkel  C  Pq  3f  »'&  ist  zunächst 


^7C 


r2Rd 

da  der  Centriwinkel  MCM'  »  2  -  MP^M'  =  2^d  ist.    Femer  ergabt  sich  u  aus 
dem  Dreieck  PP^M  durch  die  Gleichung: 

u"  —  (Ä  +  xy  +  (2  -B  sin  «•;«  —  2  (Ä  +  a;)  2  Ä  sin  »  cos  (\n  -  »), 
n&mlich: 

u»  —  (Ä  +  xy  —  ARx  sin*  d  =  (Ä  +  xy  \l  -  (l^f^)  sin««-]  • 
Hiermit  wird: 

0 

Die  Niveaulinien   sind  Kreise,   concentrisch   mit  dem  anziehenden.    Für  x  =  0 
wird  K  «*  2«^,   auf  dem  Umfange  wird  F  =»  cx>  und  von  da  nimmt  es  ab  und 

X 

venchwindet  für  o;  =»  cx>.  —  Das  Potential  hängt  blos  von  dem  Verhältnisse  -^ 
ab,  denn  es  ist 


"  . 


■('+y)-i?i-=vl'('+s)- 


2?  -}-  a? 

Für  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Kreise  von  den  Radien  liy  R'  um  die  Mittel- 
punkte (7,  C  ist  der  geometrische  Ort 
aller  Punkte  P  der  Ebene,  welche 
in  Bezug  auf  sie  gleiche  Potentiale 
bei  gleicher    Dichtigkeit  S    besitzen, 

CP      C  P 
-^L^^fSSj-       /^*»^  ^                    ^    ^-w    so  beschaffen'  dass  -z=r-  =  -tt- •    Der 
^r       — ^ ^S ^  '  R        K 

Ort  ist  daher  ein  Kreis^  dessen  Mittel- 
punkt  auf  der   Centralen   CC    liegt 
und  die  Centralstrecke  im  Verhältniss 
lig.  89.  R  :  R^    harmonisch   theilt.    Für    drei 

Kreise  gibt  es  drei  solcher  Potential- 
kreise und  da  die  Schnittpunkte  zweier  von  ihnen  gleiches  Potential  in  Bezug 
auf  alle  drei  Kreise  besitzen^  so  geht  der  dritte  Kreis  durch  die  Schnittpunkte 
derselben.    Alle  drei  besitzen  daher  eine  gemeinschaftliche  Sehne. 

f.  9.  Von  besonderer  Bedeutung  für  die  Attractionstheorie  ist  das  Problem 
dar  Attraotion  des  homogenen  oder  concentrisch  geschichteten 
Elliptoida  nach  dem   Newton'schen   Qesetze,  ein  Problem,  welches  seit 
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Newton  Gegenstand  der  tiefsten  Studien  der  heryorragendsten  Mathematiker 
worden  ist.    Wir  werden  zunächst  das  Potential  eines  homogenen  Ellipsoids,  so 
die   daraus    folgenden    Attractionscomponenten   nach  Dirichlet*s   Methode   en 
wickeln  und  später  eine  synthetische  Lösung  dieser  Aufgabe  von  Chasles  für 
concentrisch  geschichtete    EUipsoid   geben.     Dirichlet's  Methode   gründet   sie 
auf  die  Theorie  des  von  ihm  entdeckten  Discontinuitätsfactors  der  vielfachen 
grale   und   findet  sich   in  den  Abhandinngen   der  königL  Akademie  der  Wisse: 
Schäften  zu  Berlin  aus  dem  Jahre  1839,  erschienen  1841,  S.  61  der  mathem.  A 
handlungen  (Ueber  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  vielfacher  Integrale  vo 
Lejeune  Dirichlet,  vorgel.  ath  14.  Febr.  1839)  nebst  weiteren  Ausführangen  i 
Grelle 's  Journal  Bd.  32,  S.  88  {Sur  un  moyen  gineral  de  vSrifier  Vexpresaion  d 
potentiel    relatif  ä   une   masse   quelconque,   homogene   ou  heteroghu),     VgL    auci 
Schlömilch,  analytische  Studien,  Leipzig  1848,  1.  Abth.,  S.  126. 
1.    Der  Ausdruck 

dbdc 


-  'SSI- 


a*       &*        c* 
ist  das  Potential  des  homogen  gedachten  Ellipsoids  -j+öiH — ä"=l  in  Bezu^ 

auf  den  Punkt  {xyz\  für  welchen  r^  :=^  {a  —  x)*  +  (6  —  y)'  +  (c  —  zY  ist,  wenn 
das  dreifache  Integral  über  alle  Elemente  da  dbdc  des  von  der  Fläche  umschlos- 
sen cn  Raumes  erstreckt  wird.  Die  Ausführung  dieser  Integration  findet  aber  darin 
bedeutende  Schwierigkeiten,  dass  die  Grenzen  derselben  von  der  Integrations- 
Ordnung  abhängig  und  veränderlich  sind.  Um  diesem  misslichen  Umstände  vor- 
zubeugen und  die  Grenzen  auf  constante  Werthe  zu  bringen,  multiplicirt  man 
unter  dem  dreifachen  Integralzeichen  mit  einem  Factor  /*  (a,  6,  c),  dessen  Werth 
in  jedem  im  Innern  des  Ellipsoids  gelegenen  anziehenden  Punkte  (a  b  c)  gleich  1, 
in  jedem  Punkte  des  nicht  mit  Masse  erfüllten  Aussejoraumes  aber  gleich  Null  ist* 
Durch  Zufügung  dieses  Factors  werden  die  Elemente  des  Integrales,  welche  der 
anziehenden  Masse  zugehören,  nicht  geändert,  während  solche  Elemente,  welche 
Punkten  des  Aussenraumes  entsprechen,  unbedenklich  zugefügt  werden  können, 
da  der  Factor  f  {a,  6,  c)  sie  annullirt.  Fügen  wir  sie  zu,  so  können  die  Grenzen 
des  Integrales  von  —  oo   bis  oo   ausgedehnt  werden  und  wird 

00        00         QO 

dadbdc 


V'^Q  r  r  l'f(a,b,c) 


r 


Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  einen  solchen  Factor  /*  (a,  b,  c),  dem 
Dirichlet  den  Namen  eines  Discontinuitätsfactors  gegeben  hat,  zu  finden. 
Die  Theorie  der  Fourier' sehen  Doppelintegrale  liefert  solche  Factoren  von  be- 
liebiger Menge  und  Beschaffenheit ;  für  unseren  Zweck  genügt  es^  den  einfachsten 
zu  wählen,  welcher  zur  Zeit,  als  Dirichlet  seine  Methode  zuerst  entwickelte, 
zugleich  der  einzig  bekannte  gewesen  zu  sein  scheint.    Er  ist 


OD 


2    /'sin  q) 
V       9" 


COS  6(p  'dfp  . 

ü 

Es  wird  dieser  Ausdruck  für  alle  Werthe  von  <y  <  1  gleich  1,  für  Werthe  <f  >  1 
aber  Null.  Man  gelangt  zu  diesem  Integrale  leicht  anf  folgende  Weise.  Es  ist, 
wie  leicht  gezeigt  wird  (vgl.  Schlömilch,  Compendium  d.  höh.  AnalysiB  I,  |.  96, 
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/ 


00 

sin  if) 


0 

kwas  allgemeinere  Integral 

OD  OD 


dtf)  =  ^«. 


0  ü 

wenn  «  positiv  ist,  durch  die  Substitution  ;iif}  =  jj/  in  dasselbe  mit  dem 
m  (•^),  fär  negative  %  aber,  wenn  man  xi^  ==  —  ^'  setzt,  in  das  nämliche 
em  Zeichen  ( — )  über  und  verschwindet  für  x  =  0.     Man  hat  daher 


00 


•sin  xif>    ,  ,         ^  , 


J        ^ 

0 


^hdem  «  positiv,   Null  oder  negativ  isi     Nun  hat  man  weiter  vermöge  der 
j1  2  sin  m^  cos  nip  =  sin  (w  +  n)  ^  +  sin  (m  —  n)  ^  die  Gleichung: 


OD  00  OD 


/•rin  «»  C08  nie  j^  _  r  sin  (m  +  n)  ,^  ^^  _j_  /-  «in  (m  -  n)f  ^^ 

0  0 

Don  m  und  n  positiv  und  ist  m ^ n,  so  ist  m—  n  positiv  und  hat  jedes  der 
ale  rechts  den  Weith  ^tt;  ist  aber  nt  3=  n,  so  ist  die  rechte  Seite  ^xr-f-O, 
<  fi  aber  ist  sie  ^  «  —  ^  tt  =  0.    Demnach  hat 


/ 


QO 

•sinmi^  cosn^    _ 


If, 


erthe  4«,  4-9r,  0,  je  nachdem  m  -^n.  oder  also  — ^1  ist.  Setzt  man  noch 

■  qo  und  —  =  <r,  so  folgt,  dass 
ffi 

00 

2    /•  sin  Qp  ,  ^     *     r^ 

-  -  I cos  (Fq)  •  aq)  =  1,  I,  0, 

V        ^ 
0 

(hdem  <r  ^  1 .    Für  unser  Problem  ist  nun  für  alle  der  Masse  des  Ellipsoids 
Srigen  Punkte 

le  Punkte  ausserhalb  desselben  aber  wird  dies  Trinom  >>  1.   Setzen  wir  also 

a«        6«         c* 

''"T^  +  'p^  +  T^' 

It 


2    /•sing)  /a*     .    6"         c*\ 


0 

Disconünnit&tafactor  unsers  Problen^s  dar.  Dass  dieser  Factor  auf  der  Ober- 
dat  £llipM>id8  den  Werth  -^  hat,  übt  keinen  Einfluss  auf  den  Werth  des  Inte- 
Es  wird  F  nach  Umkehrung  der  Integrationsordnong : 
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dadbdc 


^-y^^^'^jJS'-ii^'i^^h- 


—  »  — »   —00 


Nun  ist  cos  atp  die  reelle  Partbie  von  e^^'  =  cos  09  -f*  *  ^^^  ^V'    Daher  wirA 
die  reelle  Farthie  des  folgenden  Ausdrucks  V^  sein,  den  wir,  als  den  etwas 
quemer  zu   behandelnden,   weiter  verfolgen   wollen    und   aus   welchem   wir 
Leichtigkeit  jeden   Augenblick   den  Werth    von    V  wieder  herauslesen  könni 
nämlich : 

^   ^29    rsiny     /•  r   r\^^+J*-^'yi)'P\  dadbdc 

0  —OD   00  OD 

um  dies  Integral  an  andere  bekannte  Formen  aus  der  Theorie  der  bestimmti^^ 
Integrale  anlehnen  zu  können,  empfiehlt  es  sich,  den  Nenner  r  in  den  Exponent 
zu   bringen.     Dies    gelingt    mit  Hülfe    der    bereits    von    Euler    aufgefundene 
Gleichung : 


0 

Entnimmt  man  ans  ihr  den  Werth  für  —  ond  fSbrt  ihn  in  den  AuBdrack  fflr  V^. 

OB  00  OD         00  OD 


dadbdc 


TcYn  J  J    9}/^  J  J  J 

0      0  — *     *  — * 

Indem  man  nun  für  r'  seinen  Werth 

(a  — a;)«  +  (6-y)*+(c-xr)*  =  Ä*  +  y»+j5«  — 2aa;  — 26y  — 2cÄ  +  a»  +  6»  +  c» 

einsetzt,  zerfällt  das  innere  dreifache  Integral  in  drei  Factoren 

OD 


'X 

—  09 


OD 


ö,-/>+^)*'-"H',,. 


OD 

00 


C.-/J('^+^)'*-"'^']'.c. 


OD 


(x*-f  yl4-^*)1/»| 
Uud  den  weiteren  Factor  c  ,  welcher  sich  vorschiebt,  sodass  man  hat 


OD  OD 


*)  Vgl.  Moigno^  legons  de  caJctd  di/fSrentid  et  de  caJeul  itUiffrtii^  T.II,p.809, 
Z.  2  Y.  u.,  woselbst  a  «->  ^,  &  =  r'  und  fQr  r{\)  sein  Werth  yH  n  latofl  ist 


IIL  Th.,  Cap.  Xin,  §.  9.    Potential  des  homogenen  Ellipsoids.  303 

Nach  einer  anderen  bekannten  Formel  ist  aber 

OD 


—  OD 

mit  Hülfe  derselben  findet  man 


und  wenn  man 


«etat, 


OD  OD 


/•     /»    .  «SP«' 


0   0 


Znr  weiteren  Vereinfachung  führe  man  die  Substitution  ~  «■  5  ein,   sodass 

an  die  Stelle  von  ip  die  Yariabele  s  tritt,  wodurch  die  Grenzen  fSr  8  gleich  oo 
nnd  0  werden,  wofür  wir  mit  Aenderung  des  Zeichens  wieder  0  und  oo  schreiben. 
So  ergibt  sich 


oo         OD 


0     0 

worin  5  die  Forril 


angenommen  hat. 

Nach  ümkehrung  der  Integrationsordnnng  erlangt  V\  die  Gestalt: 

OD  00 


■   yy('+;.)('+-^)('+7)y  '■ 

0  0 

Der  reelle  Beatandtheil  hiervon  ist  F;  derselbe  ist  vermöge 

e^^*  =  cos  ^n  +  t  sin  ^TT  =  t , 


8<pi 

e      a<p. 


nnd 

.991 


cos  Stp  -j"  ^  Bin  S{p, 

OD  OD 


0  0 


•)  Ebendat.  p.  810  für  5  »-  ^,  &|)  »  —  Ä;,  y'f^r+iy—  c^^'. 
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wo 

"  -  i/r+ ?)(■+?)('+ f) 

gesetzt  ist. 

Die  Ausführung  der  inneren  Integration  wollen  wir  auf  indirectem  Wege  be- 

dV     dV     dV 
werkstelligen ,  indem  wir  zunächst  -^ — ,    - — ,   -r—  bilden  und  ans  diesen  GrOsaen 
°  ex  ^    dy       dz 

V  zusammensetzen.    Die    Grösse    S  allein   enthält   die  Coordinaten  x^  y^  s  dei 

dS  2x 

angezogenen  Punktes  und  da  ^—  =  — ^— p — ,  so  ergibt  sich: 

0  0 

und  zwei  ähnliche  Formeln  finden  sich  für  die  anderen  Derivirten  von  V  nach 
y  und  z.    Nun  ist  aber  der  Discontinuitätsfactor 

00 

'*sinqp  ^     -  4»fürjSi«<l 

1 t*f\a    Si m  /irrt    ——     *  ^        • 


/ 


um  daher  den  Resultaten  eine  definitive  Form  zu  geben,  werden  wir  die  weitere 
Untersuchung  spalten  und  unterscheiden,  ob  der  afficirte  Punkt  im  inneren  oder 

im  äusseren  Räume  liegt. 

x^       v*       z^ 
Für  einen  inneren  Punkt  ist  — ;  +  4*  +  -•  <  I .  mithin  auch 


d.  h.  S  <^  1^  weil  8  nur  positive  Werthe  im  Integrale  annimmt.    Daher  werden 
für  innere  Punkte: 


V  „  /*        d8. 


dv 

0 

00 


81 


r         „        r     ds 


0 


dV  ^  i^      d8 


^^""''J  (y^  +  s)D' 


dz 

0 

Hiermit  erhält  man  die  Componenten  X,  Y,  Z  der  Attraction,  indem  man  diees 
Grössen  mit  fi  b  multiplicirt.  Es  sind  dieselben  mithin  den  Coordinatoi  x^  Sft  ^ 
proportional. 

Für  einen  äusseren  Punkt  ist  — -  +  ^  +  -5-  >  1.    Nun  ist  dieser  Anadmck 

«*        p*       y* 

der  Werth,  den  5  für  s  =  0  annimmt  und  da  S  um  so  kleiner  wird,  ja  grÖes^ 

s  wird  und  für  5  =»  00   verschwindet  (vorausgesetzt,  dass  x,  y^  g  endlich  sind),  to 

folgt,  dass  es  einen  positiven  Werth  s  ^=  a  gibt,  aber  auch  nur  einen,  f&r  welchen 

^'  =  1  wird.     Es  hat  demnach  die  Gleichung 

X*  V*  z* 


a«  +  <F     '     jj«  -f  <F    ^    y«  +  # 
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eine  positive  Wurzel  und  sie  scheidet  die  Werthe  8  <Ca^  für  welche  5  >  1  wird, 

von  den  Werthen  «  >  er,  für  welche  Ä  <<  1   wird.    Die  Werthe  s  <Co  kommen 

dV     dV     dV 
bei  den  obiflren  Intecnralen  für   ,3—-,    ;t— ,    ^  -   nicht    in    netracht,    weil    für    sie 
^  °  ^x     dy     oz 

wegen  S  ^  \  der  Discontinuitätsfactor  verschwindet,  es  ist  die  Integration  nach 
s  vielmehr  blos  über  alle  s  von  s  =»  er  bis  «  =  qo  zu  erstrecken.  Demnach  er- 
hält man  für  einen  äusseren  Punkt: 

00 


dV 


dV  ^  r        (Is 


-^'oyj'ip 


cy  ■~''\    (ß*  +  s)D' 


f/ 


cV         „         r     ds 


CJ 


Um  nun  das  Potential  V  selbst  aus  seinen  Derivirten  zu  bilden,  haben  wir  zufolge 
des  Satzes 

ex  cy  dz 

für  einen  inneren  Punkt: 

,,,  r /2xdx    .     2ydy    ,    2zdz\ds 

o 
nnd  mithin 

V     .«  / Yr        *'  J'"  *'    \  ''* 

0 

und  ähnlich  für  einen  äusseren  Punkt: 

a 

X^  t/'  2^' 

Für  Punkte  der  Oberfläche  des  Ellipsoids    1  +  oi  ~f    1  ^  ^    müssen    beide 

Ausdrücke  für  V  zusammenfallen.  Nun  ist  für  diesen  Fall  «j  =  0,  wie  die  Ver- 
gleichung  der  Gleichung  des  Ellipsoids  mit  der  Gleichung,  welcher  c  genügen 
mu88,  lehrt.  Daher  sind  in  dem  zweiten  Ausdruck  für  V  hierfür  die  Integrations- 
,  grensen  dieselben,  wie  im  ersten  und  da  rc,  ^,  z  in  beiden  dieselben  Werthe 
haben,  so  folgt,  dass  auch  die  Constanten  G  und  C  dieselben  Werthe  haben 
müssen.  Es  genügt  daher,  C  zu  bestimmen.  Hierzu  dient  die  Eigenschaft  des 
Potentials,  dass  es  im  Unendlichen  verschwindet.  Nun  wird  für  a;=»f/=»5>=x 
auch  (T  »  oo  und  werden  die  untere  und  obere  Grenze  des  Integrals  für  V  un- 
endlich gross.  Das  ganze  Integral  reducirt  sich  daher  auf  ein  einziges  Element, 
welches  verschwinden  muss.  Dasselbe  hat  vermöge  der  Gleichung,  welche  er  be- 
stimmt, den  Factor  C  —  1,  dessen  Werth  allein  von  den  unendlich  gross  werden- 
den Xf  yy  £  abhängt  und  der  mithin  das  Verschwinden  herbeiführen  muss.  Aus 
C'  —  1  ■■  0  folgt  aber  0'  »  1.  Demnach  ist  der  Werth  des  Potentials  des 
EUipsoids  gefande&t  er  ist: 

,,  ifMliiwft  IL  20 
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/Y  x^  V*  z^    \ds 


oder 


0 


Tr         /Vi      ^*         y*         ^'  X''* 

1     »TT^J     |^1_____._^^_-^_^„J„, 


je  nachdem  der  Punkt  im  Innern  der  Masse  oder  im  Aussenranme  liegt  und  wobei 

x^  «/*  z* 

G  die  positive  Wurzel  der  Gleichung  — ,  r h  "ö^r  "  H — TX"  =™  ^  ^®*^ 

2.    Die  Integrale 


J'      ds  r de  r      d$ 

(«■'  +  8)1)'  J(ß'  +  8)V'  J(y*  +  s)D' 

U  0  u 

dV     dV     dV 
welche  in  den  Ausdrücken  für    „  -,    ^^    ,   -^-  in  Bezng  auf  einen  inneren  Punkt 

öx  ^   dy      dz 

auftreten,  hängen  nicht  von  den  absoluten  Längen,  sondern  nur  von  den  Verhält- 
nissen a  :  (3 :  y  der  Halbaxen  des  anziehenden  Ellipsoids  ab.  Denn  setzt  man  z.  E 
in  dem  ersten  von  ihnen  s  =»  «'f ,  so  entsteht 

dt 


(»  +  ')  1/(1+ 0(1  +  «:  0(1  +  ^^0 

u 

So  lange  also  die  Verhältnisse  der  Axen  dieselben  bleiben,  behalten  diese  Inte- 
grale dieselben  Werthe  und  mithin  auch  die  Attractionscomponenten  X,  Y,  ^, 
welche  ihnen  proportional  sind.  Zwei  EUipsoide  von  denselben  Axenverbältnissen 
sind  aber  ähnlich.    Daher  der  Satz: 

Zwei  homogene  concentrische  ähnliche  und  ähnlich  liegende 
EUipsoide  derselben  Dichtigkeit  ziehen  einen  inneren  Pnnkt  mit 
derselben  Intensität  und  in  derselben  Kichtung  an.  Hierans  folgt 
weiter:  Eine  homogene  ellipsoidische  Schicht,  von  zwei  ähnlichen 
und  concentrisch  ähnlich  liegenden  EUipsoiden  begrenzt,  übt  auf 
einen  Punkt  ihres  inneren  Hohlraumes  keine  Wirkung  am. 

Dieser  Satz  besteht  auch  fort,  wenn  die  Schicht  nicht  homogen  ist,  sondern 
die  Dichtigkeit  so  variirt,  dass  sie  auf  EUipsoiden,  welche  den  Grenzflächen  ähn- 
lich in  ähnlicher  Lage  sind,  coustant  ist. 

3.    Wird  die  Schicht  unendlich  dünn,   so  kann  man  die  Attraciionscompo-^ 
nenteu  für  einen   äusseren  Pnnkt  frei  von  Integralzeichen  darstellen.    Man  hat 
nämlich  zunächst,  wenn  man  s  =  a^t  setzt, 

ex 


/dt 
('+''i/(.+o(V+;yt)(r+^ 


für  ein  zweites  ähnliches,  dem  ersten  unendlich  nahes  EUipsoid  mögen  «,  (T,  / 
die  Halbaxen  sein,  welche  wir  uns  kleiner  als  a,  ß,  y  denken  wollen |  lodaw 
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•  a  +  da,    pi  =  ß  -\-  dßy    y  =i  y  -\-  dy  und,  wenn  1  —  ^l  das  Aehnlichkeits- 

ältniss  ist,  wo  X  unendlichklein,  «  +  ^«  =  (1  —  X)  a,  also  da  =  —  Xa  und 

dV 
so  dß  =*  —  Xßy  dy  =  —  Xy  wird.    Denkt  man  sich   t^ — für  das  zweite  Ellip- 

dV 
hingeschrieben  und  von  dem,   dem   ersten   entsprechenden  Werthe  von  ^— 

zogen,  so  stellt  die  Differenz  mit  b  h  multiplicirt  die  Attractionscomponente  X 
Schicht  dar.    Auf  der  rechten  Seite  aber   erscheint  das  Differential  des  Inte- 
ns nach  a,   welches   die   einzige   darin  enthaltene  Axe  ist,   die  sich  ändert, 
hat  daher:   . 


A'  =  - 


2nQFfi;rda   ^       /-    ^     — , —    --    — 

7  <.+')l^+ .)(.+"=•  .)(.+•:.) 


«5 


1         1   ^T« 


a 


i  2)^  den  Werth  von  7)  für  «  =  er  bezeichnet. 
st  aber   -^. \-  -^ . h  -^~. =«  1  oder 

^  a*        ««  ^  a«        a^  ^  «^ 

die  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert,  da  — 3,  -^  constant  sind: 

«'•     a* 


^_V  _  _  2p^  .^^ f g^  1 

•       c?«    ~"        «=»  '    ^^""    (a*  +  a)*  "^  ((3«  +  CF)^  +  (y^  +  a)«  ""  ^'^  * 

^r   dv 

uit  werden ,   wenn   die  analogen  Entwickelungen  für  rr- ,    tt-    durchgeführt 
en: 

V  ,  P*  i 

p^  X 


folglich  die  Attractionskraft  P  selbst: 


s    Resultat    ist   einer    einfachen    geometrischen    Interpretation    fähig.     Die 
bong 

20* 
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bedeutet  nrinolicb  ein  durch  den  Punkt  (xyz)  gehendes  ElHpaoid,  dessen  Halb- 
axori  u\  ^,  y'  durch  die  Relationen 

«'»  =  „•  +  «,    <r«  =  <?'  +  «,    /»  =  y»  +  , 
gegeben  Hind,  aus  denen 

«'«  -  p'«  =  a«  —  p«,     p  _  y't  «  p«  -  yt,     a'«  __  y'«  «  a«  —  y« 

folgt.  Da  die  Quadratdifferenzen  der  Halbaxenpaare  ftir  dieses  nnd  das  an- 
ziehende Ellipsoid  dieselben  sind,  so  haben  beide  Ellipsoide  gleiche  Excentrici- 
täten  nnd  dieselben  Brennpunkte  der  Hauptschnitte  oder  sind  confocal.  Die 
Gleichung   der  Tangentenebene   an   unser   neues   Ellipsoid   im   afficirten  Ponkke 

(xyz)  ist  nun 

ihr  Abstand  vom  Mittelpunkte  ist  daher  die  Grösse  p  und  die  Richtongscosinosse 
der  Normalen  im  Punkte  {xyz)  sind  px:tt\  py:ß'*,  pz:y\    Femer  ist 


aßy  vr      1      /  ^ß^ 

Mit  Iliilfo  dieser  Ausdrücke  werden 

X  —  —  ^nusQp    ,J»  •  V^  X, 

a  p  y      a  * 


CK  p  y         1/ « 


aßy       p;? 
«  p  y      y 


worin  man  noch  dio  Masse  der  Schicht  verwerthen  kann.    Sie  ist 

wi  =  ä«9a(3y  [1  —  (1  —  X)»]  =  iw^a^yX. 
Hiermit  wird 

a  (Ty 
Aus  diesen  Entwickelungen  folgt  der  Satz: 

Die  Attractionskraft  einer  unendlich  dünnen,  zwischen  xwei 
ähnlichen,  concentrisch  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  enthal* 
tonen  homogenen  Schicht  in  Bezng  auf  einen  äusseren  Pnnkt  hat 
die  Richtung  der  Normalen  an  das  durch  diesen  Pnnkt  gelegte,  mit 
der  äusseren  Grenzflüche  der  Schicht  confocale  Ellipsoid  und  ist 
der  Masse  der  anziehenden  Schicht  und  dem  Abstände  der  Tangenten- 
übonc  jenes  Ellipsoids  im  angezogenen  Punkte  vom  Mittelpunkte  der 
Schicht  proportional. 

Die  Niveauflächen  der  Attraction  dc(  Schicht  sind  mithin  die 
mit  ihrer  Aussenflächc  confocalen  Ellipsoide.  Die  Anssenflftche 
selbst  ist  daher  eine  Niveaufläche.    Für  einen  Punkt  auf  ihr  eind  a',  ^,  / 


5.Tb.,CJiii.  XNI.g.  y.  Cliaaleb'  Hjnllitt.  HJaangdeB Attnictioiiaiirobl.ii.  KlIipuoidB.  3(  li> 

,  p,  y  und  kann  man  noch  in  dem  Auidrncke  für  P  die  GrOsse  pl  durcli 

)  Dicke  i  der  Scbiclit  jn  der  Kichtung  der  Normalen  ersetzen,  wie  man  leicbt 

'    Aehnliclikeit    der   Bp^renzaugsMchen    erkennt.     Sind    nümlich    r,  s   die 

kdienrectoren  der  Üuaeeren  und  inneren  Grenzfläche,  welche  die  Richtung  vom 

telpunkte  nach   dem   angezogenen  Punkte    haben,   so  itt  p  :  9  ^  r  ;  (r  —  f), 

aOge  der   Aehnlichkeit  der  Grenzfiäche  n  iat    aber    r  :  (r  —  s)  ^^  i  :  l,    a\»o 

=  1:1  oder  pl  =»  3.     Hiermit  wird  1'  =  ijiiiifS.     Die   Attraction   der 

licht  in  Bezug  auf  einen  Pankt  ihrer  Ilasseren  Grenzfläche  ist  der 

:ke   der  Schicht   in   der  Hiobtnng  ihrer  Normalen    im  angelogenen 

nkte  proportional, 

4.     Das  Potential   eines  Ellipsoid^,   wie  eiuer  zwischen    ähnlichen  Ellipsoidcn 

enthaltenen    Schicht   kann   durch    elliptische    Integrale    dargestellt   werden.     Wir 

werden  dies  nicht  aueführen,  sonderu  verweisen  in  dieser  Hinsicht  auf  Legeudro, 

raite  rf«  fwcfiunn  elliptiques,  T.  T,  p.  539,  sowie  Sturm,  Cour»  de  wk'chwmj««  de 

e  polyUclmüiue,  T.  I,  p.  97. 

VHc  die  eliipaoidieche»  Rotations Qächen  gehen  diese  elUpliscben  Integrale  in 
leitfnnctionen,  Logarithmen  und  algebnÜHche  Functionen  aber.  Ausführlich  Sber 
!  SHÜe  handelt  Moigno,  Lt^-ong  de  jne'caniquc  aniilytiqae;  slaliiiuf,  p.  477  — 
B  Legendre  o.  a.  0,  —  Für  dae  dreiaiige  Ellipsoid,  dessen  Axen  wenig 
I  einander  verschieden  sind,  gibt  Schlömilch  die  positive  Wnraei  o  der 
]  Gleichung  nnd  damit  die  Componenten  der  Attraction  fjlr  einen  äussecen 
inkt  (SohlCmilch,  Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Physik,  B.  XV,  p.  216  and  mit  einer 
.wendigen  Correction  p,  388). 

Das  Problem  der  Attraction  dea  Ellipaoide  iat  durch  die  Bchwierigkoitcn 

rthint  geworden ,  welche  es  der  Lßsnng  entgegensetzte.     Dieselbe  wurde  von 

pwton  und   Maclaurin   auf   synthetischem   Wege    gesucht,    allein    vergebens 

ia  man  darnach,  die  schOnen  Einzelreeultato  des  letzteren  zu  einer  volUtiln- 

t  LSsang  auf  analytischem  Wege  zu  verallgemeinern  (D'Alembert,  Oput- 

9  ptatltmfaiqiies,  T.  VI  u.  VII  nnd  Lagrange,  Metn.  de  l'AcmWtiiie  de  Berlin, 

1,  1774,  1775  und  1795),  bis  sie  endlich  Legendre  {Mim.  des  mcitnts  Hrnngcn, 

tX,  IT83)  und  Laplace  (Mecanique  ctle^te,  T.  II,  livre  3)  gelang.    Seit  dieser 

I  der  merkwflrdigen  Aniicbt,  daas  da«  Problem  einer  (tynthcttscheii 

lliaiidlatig   überhaupt   unzugänglich  sei   und  Legendre   und  Poisson   Bpiachcu 

.   diesem  Sinne   etwas  voreilig  und  entschieden  ans   {Mem  de  VAcad.  de» 

I,  1788  und  lS34)i   Chasles   widerlegte  glänzend  diese  Meinung,   indem 

i  eine  vollkommen  synthetische  Lösung  gab  {Cotnptes  rendus  de  1'Aciid.  den 

««,  T.  VI,  p.  y02  {86.  Juin);  ÜapjMtrt  de  M.  Poinwrf,  T.  Vi,  p.  808  (11.  Jaiu); 

ftia  Vorlllnfer  Ji»ii-n<il  de  Vicole  polytechn.,  Cah,  20,  p.  SM  a.  28«)  (1837).     Wir 

gvben  im  Folgenden  eine  Bearbeitung  der  Chasles'acheu  Synthese  nnd  folgen 

I  iblM:i  der  Redaction  seiner  Arbeit,  die  er  iu  Liouvtlle*s  Jotatial  de  fiiaihrm., 

t  V  (IMü)  unter  dem  Titel:  „NimitVe  Solution  rfu  problrme  de  Vattrattio»  d'tt» 

<ftiU  lu'lcrogette  i«ur  un  jmiU  txlintu.f"  pubUcirt  hat.    Er  knüpft  darin  an  die 

(btuugen  Newtons  und  Maclaurin's  au. 

I   Wir  beginnen  mit  dem  Newton'sohen  Satze  über  die  Wirkung  einer  homo- 

II  oder  concentriach  geschichteten,  xwischen  xwei  Hhnlicbcn  und  eonccntrisch 

I   tittgenden    EUipsoidcu    enthaltenen    Mnsje    auf  einen   Punkt    des    inneren 

Kin  unendlich  schmaler   Kegel    (F'ig,  9(>),  dessen   Mittelpunkt   der 

tirt«  Punkt  y  int,  »chncidot  ans  der  suuücbst  anendlich  dOim  gedachten  Schicht 

i  lUMiKUich  kloiue  Volumina  dv,  dv  aus,  welche  dem  durch  1'  gehenden  Stralu 
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anliegen,  der  die  äussere  Grenzfläche   in  m,  m\  die  innere  in  n,  n  trifEt    Du 
Volumen  dv  an  nm  ist  unendlich  wenig  yerschieden  von  dem  Volumen,  weichet 

der  Kegel  ans  einer  mit  den  Radien  Pn,  Pm  um 
P  beschriebenen  Kngelschicht  heraiuschneidet; 
jf:^  ebenso  verhält  es  sich  mit  dv  an  nm.  Ist  d« 
das  Mass  des  Winkelranmes  im  Kegel,  d.  h.  das 
Kugelflächenelement,  welches  der  Kegel  in  der 
Einheit  der  Entfernung  bestimmt,  so  hat  man 


m 


Fig.  »0. 


dv 
dv 


Pm*  '  da  '  mn, 
Pm*  •  da  •  mn 


Schicht  darstellt,  so  sind 
Bfigdv 

Pm^ 


und  wenn  q  die  Dichtigkeit  der  ellipsoidiachon 


BfiQ  •  mn  •  da     und 


sfi^gdv 
¥m^ 


iHQ  •  mV  •  da 


die  Kräfte,  mit  welchen  die  Masse  fi  in  P  von  den  Massen  gdv^  gdv  der  beiden 
kleinen  Volumina  längs  der  Linie  mm'  in  entgegengesetztem  Sinne  afficirt  wird. 
Wir  werden  aber  sogleich  zeigen,  dass  mn  =>  m'n  ist  und  dass  diese  Kräfte  mit- 
hin sich  Gleichgewicht  halten.  Da  dasselbe  von  je  zwei  Massenelementen  ^rfr, 
gdü  der  Schicht  gilt,  deren  Verbindungslinie  durch  P  geht,  so  folgen  die  New- 
ton'sehen  Sätze  {Philosophiae  naturalis  jyrincipia  math.,  lib.  I,  sect  XIII,  de  cor' 
2}orum  non  sphaericorum  viribus  attractivis,  prop.  XCI,  probl.  XLV  (ed.  Th.  Le  Seur 
et  Jacquier  1760,  p.  511—520),  nämlich  zunächst: 

Eine  homogene,  zwischen  zwei  concentrischen  ähnlichen  und 
ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  enthaltene  unendlich  dünne  Schicht 
übt  auf  einen  Punkt  ihres  inneren  Hohlraumes  keine  Wirkung  ans. 

Indem  man  solcher  Schichten  unendlich  viele  bis  zu  einer  Schicht  von  end- 
licher Dicke  übereinander  lagert,  folgt  weiter: 

Eine  zwischen  zwei  ähnlichen,  concentrischen  und  ähnlich  lie- 
genden Ellipsoiden  enthaltene  Schicht  von  endlicher  Dicke  und 
constanter  oder  auf  concentrisch  ähnlich  liegenden  Schalen  con- 
stantcr  Dichtigkeit  übt  auf  einen  Punkt  des  Hohlraumes  keine  Wir- 
kung aus. 

Der  zum  Beweise  herangezogene  Satz,  dass  zwei  ähnliche,  concentrisch 

liegende  Ellipsoide  jede  Transversale  so 
schneiden,  dass  die  zwischen  die  Grenz- 
flächen fallenden  Strecken  gleich  sind,  folgt 
80.  Man  lege  durch  den  Mittelpunkt  C  (Fig.  91)  der 
Schicht  und  die  Tninsversale  mtn  eine  Ebene  und 
ziehe  in  ihr  den  zu  nn  conjugirten  Dianieter  CD; 
er  hcilbirt  die  Sehne  nn  des  inneren  elliptischen 
Schnittes  in  1).  Man  ziehe  ferner  Cn,  Cn\  wodnrch 
auf  der  äusseren  Schnittellipse  der  Schicht  die  homo- 
logen Punkte  der  Aehnlichkeit  A",  N'  zu  «,  n  ge- 
funden werden,  deren  Verbindungslinie  NN'  homolog 
zu  nn  un<l  wegen  der  äbnlichen  Lage  der  Figurensysteme  parallel  mit  nn  ist. 
Es  wird  daher  auch  NS'  von  jenem  Diameter  halbirt,  d.  h.  er  ist  auch  für  die 
iiusi^ere  Ellipse  zu  der  Richtung  der  Transversalen  mm*  conjugirt  und  wird  folg- 
lieh  auch  m  m    von  ihm  halbirt;  daher  ist  Dm  —  Dn^^mn^»  Dm'  —  DW  mm  mV. 


Fig.  lU, 
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Die  weiteren  Entwickelongen  gründen  sich  auf  die  projectivlsche  Verwandt- 
schalt  zweier  Bäume,  welche  die  Affinität  genannt  wird.  Wir  nehmen  drei  recht- 
winklige Axen  als  Coordinatenaxen  an  und  bestimmen  zu  jedem  Punkte  (xyz) 
einen  anderen  (x'y'/),  sodass  ä'  «=  xa;,  y'  =  x'y,  z  =^  %"z  wird,  wo  x,  %\  x"  drei 
abeolote  Zahlen  bedeuten.  Dadurch  werden  zwei  Räume  eindeutig  aufeinander 
besogen,  d.  h.  so,  dass  jedem  Punkte  {xyz)  des  einen  ein  einziger  bestimmter 
Punkt  {xyz)  des  anderen  Raumes  entspricht  und  umgekehrt.  Diese  räumlichen 
Systeme  sind  nicht  ähnlich,  vielmehr  würden  sie  dies  erat,  wenn  x=»x'  =  x''  ge- 
setzt würde.    Sie  sind  vielmehr  durch  folgende  Umstände  ausgezeichnet. 

1.  Einem  unendlich  fernen  Punkte  des  einen  Raumes  entspricht  ein  uncud- 
lich  femer  Punkt  des  anderen. 

2.  Allen  Punkten  {xyz)  einer  Ebene  Ax  -^  By  -{-  C z  -\-  D  =^  0  entsprechen 
Punkte  einer  Ebene 

—  X  -\ — T  y  +  --n  z  +D  =  0 

X  XX 

und  mithin  allen  Punkten  einer  Geraden,  als  der  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen, 
wiederum  die  Punkte  einer  Geraden,  nämlich  die  der  Schnittlinie  der  beiden 
homologen  Ebenen.  Die  Punktreihen  zweier  homologer  Geraden  sind  ähnlich, 
aber  das  Aehnlichkeitsverhältniss  variirt  mit  der  Lage  der  Geraden.  In  den  Co- 
ordinatenebenen  und  in  der  unendlich  fernen  Ebene  fallen  homologe  Ebenen  zu- 
sammen. 

3.  Der  Kugel  o:'  +  y*  +  **  =  **  entspricht  das  Ellipsoid 

^^     I     y*     I     ^'        1 


(xa)*^  {n'a)^^  (x'a)« 

•c'        v'       z^ 
4.  Dem  Ellipsoid  -ä^  +  ^  H — ,-  =  1  entspricht  ein  anderes  Ellipsoid 

ä'*  y'^  z^ 

'  5.    Sind  zwei  EUipsoide  ähnlich,  z.  B. 

so  sind  auch  ihre  homologen  EUipsoide 


X»      ,     y»      ,      -sT»  ^  ,      x^      ,     y*      ,      z^  , 


(xa)«^   (x&)«   '    (x  c)«  (xa)*    '    {%h)^    '   (x'c)' 

ähnlich  und  zwar  nach  demselben  Aehnlichkeits Verhältnisse  n. 

6.    Homologe  Volumina  btehen  in  constantem  Verhältniss.    Denn  es  ist 


,,,,,/  /  ,r  ,     ,     ,         ,       Zdx  dy  dz 

dx  dy  dz  =xxx  dxdydz,   also   -  -  ,     ,     j-^Jtx 
^  ''      '  Zdxdydz 


X   . 


7.    Nimmt  mait  die  Verhältnisszahlen  x,  x',  x"  so  an,  dass  die  beiden  homo 
logen  EUipsoide 

:;7  +  ii  +  7.-  =  1    ""^   7;::;ra  +  7^«  + 


confocal  werden,  d.  h.  dass  ihre  Hauptschnitte  dieselben  Brennpunkte  besitzen^ 
welche  Bedingung  durch  x'a*  —  a*  =  x'*6*  —  b*  =»  x"*c*  —  c'  ausgesprochen 
wird,  80  werden  die  Quadratdifferenzen  der  Halbaxen  zweier  ihnen  ähnlicher  und 
sich  homologer  Ellipsoide 
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ebenfalls  gleich,  nämlich: 

n*  (x«a«  —  a«)  =  n»  (x  «6*  —  6«)  «  n«  (x"*c«  —  c«) 

und  sind  die  beiden  letzteren  EUipsoide  gleichfalls  confocal.    Um  x^  x\  x"   der 
Bedingung  gemäss  zu  bestimmen,  dass  zwei  Ellipsoide 

a»  ^  6*  ^  c«  '     a «  ^  6'«  ^  c « 

von  den  Halbaxen  a,  6^  c  und  a ,  2)',  c'  homolog  werden,  hat  man  «a  bb  a',  x'6  «»  &', 

x"c  =  c ,  also  X  =  —    x'  =  -r- ,  x"  =  —  zu  setzen  und   wemi  sie  confocal  sein 

o  0  c 

sollen,  80  sind  die  Bedingungen  a  *  —  a*  =  6'*  —  6'  =■  c  *  —  c'  zu  erfiillen. 

8.  Es  seien  If,  i\r  zwei  Punkte  des  einen  und  M*,  N'  die  ihnen  homologen 
Punkte  des  anderen  zweier  affiner,  confocaler  Ellipsoide,  dann  ist  MN'^=»ItN,  Man 
hat  nämlich,  wenn  x,  y,  z  und  £,  17,  £  die  Coordinaten  von  M  und  N^  x,  y\  e  \ 
I',  r[y  i  die  von  M\  N'  sind: 


MN'^  =  (r  -  xy  +  (r/  -  yY  +  (jr  -  £)*, 


il/'JV*  =  (S  -  xY  +  (1?  ~  y )«  +  (f  -  /)«; 

mithin,  wenn  man  5'  =  xj,  iy'=  x'ij,  {;'=x"J,  a;'=  xx,  y  =  %y^  z  =  %'z  ein- 
führt und  subtrahirt: 

jO'»- jr^'=(i;  -g)  (a'«-««)+0;  _  1*^  (6'»  -  6»)  +  (^l-l^^Cc-'-O, 
d.  h.  da  a'  —  a'*  =  6*  —  6'*  s=  c*  —  c  *  ist, 

a-i^"  -  irx-  -  («.  -  a")[g: + % + i!)  -  (?: + f; + ^;)] = o. 

indem  (o;  1/  j)  und  (5  t^  f)  Punkte  des  Ellipsoides  -y  +  p^  +  - ,-  =  1   «iod.    Folg- 
lich ist  JfiV'=.  ilf' 2sr. 

Dieser  Satz  rührt  von  Ivory  her;  er  nennt  die  homologen  Punkte  der  con- 
focalen  Ellipsoide  „correspondirende  Punkte"  beider. 

Es  seien  (Fig.  92)  {JiB)  und  {AlB')  zwei  unendlich  dünne  Schichten,  beide 
von  ähnlichen  Ellipsoiden  begrenzt  und  zwar  so,  dass  ihre  äusseren  und  ihre  inneren 

Grenzflächen  A^  Ä  und  B,  B'  confocal  sind.  Sind  dann 
P,  P*  zwei  homologe  feste  Punkte  der  äusseren  Grenz- 
^^\X  flächen,  m,  m  zwei  correspondirende  laufende  Punkte 
^^  derselben  und  dv,  dv  die  ihnen  anliegenden  homo- 
logen Volumenelemente,  so  hat  man,  wenn  a,  b,  c; 
a ,  b\  c    die   Halbaxen  der  äusseren.  Grenzflächen  sind, 

Fiff  Oi.  X  =    -,   x'  =  r-,    x"=  —    und   folglich    nach    Nr.    6: 

a  0  c 

-  ,  =    ,.,  , .    Weil  mP'=  mP  ist,  so  hat  man  weiter,  wenn  o,  p'  die  Dichtig- 

dv        a  0  c 

keiten  der  Schichten  bezeichnen: 

gdv     g'dv         Qabc 


m  P       pa  oc 
und  folglich,  wenn  man  durch  die  ganzen  Schichten  hindurch  summirt: 


i 
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mP 


gdv  gäbe 


Wp 


gäbe 

abc  :  ab'c  ist  das  Verh&ltiiiss  der  Volnmina  und  gäbe  :  g' ab' c  folglich  das  Vcr- 
hältniss  der  Massen  der  Schichten.    Die  vorstehende  Gleichung  sagt  daher  aus: 

Die  Potentiale  F,  V  zweier  unendlich  dünner  ellipsoidischer 
Schichten  (AB),  {A!B)  von  constanten  Dichtigkeiten  g,  g\  begrenzt  von 
ähnlichen  nnd  ähnlich  liegenden  concentrischen  Ellipsoiden,  deren 
äussere  Grenzflächen  A,  A\  wie  ihre  inneren  B,  B  unter  sich  con- 
focal  sind,  in  Bezug  auf  zwei  homologe  Punkte  P,  P'  der  Affinität 
ihrer  äusseren  Grenzflächen,  sodass  F  sich  auf  P'  und  V  auf  P  be- 
sieht, stehen  im  Verhältniss  der  Massen  der  Schichten. 

Die  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  für  ein  beliebiges  Anziehungsgesctz  gab 
Amsler  [Crelle^s  Journal  Bd.  42,  S.  314  (1848)]. 

Es  sei  die  Schicht  A'B  von  der  Schicht  AB  umschlossen;  nach  dem  Newton- 
schen  Satze  übt  die  Schicht  AB  auf  den  inneren  Punkt  P'  keine  Wirkung  aus; 

n/2  «1 

daher  sind  die  Deririrten  des  Potentials  Z  -  .rt  ,   nach    den   Coordinaten    dieses 

wP^ 

Punktes  genommen,  Null  und  ist  mithin  dies  Potential  constant.    Hieraus  folgt, 

dass  auch  das  Potential  Z  —/-=  der  Schicht  (Ä  B')  in  Bezug  auf  P  constant  sein 

müsse,  wo  auch  immer  P  auf  der  Fläche  A  liegen  möge,  d.  h.: 

Für  eine  unendlich  dünne  zwischen  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden 
enthaltene  Schicht  von  constanter  Dichtigkeit  ist  das  Potential  in 
Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  constant  für  alle  Punkte  eines  mit 
der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  confocalen  Ellipsoids.  Das 
System  aller  mit  der  äusseren  Grenzfläche  confocalen  Ellipsoide 
ist  daher  das  System  der  Niveauflächen  für  die  Attraction  der  Schicht 
und  die  Richtung  der  Attractionskraft  der  Schicht  ist  die  Normale 
des  durch  den  afficirten  Punkt  hindurchgehenden,  mit  der  äusseren 
Grenzfläche  confocalenEUipsoids.  Die  äussereGrenzfläche  ist  selbst 
eine  Niveaufläche. 

Es  seien  (Fig.  98)  {AB),  (.AB),  {A'B')  drei  Schichten  von  der  Beschaffen- 
Jieit,  wie  die  vorigen,  m,  m',  m";  P,  P',  P"  homologe  Punkte  ihrer  Aussen- 
flächen,  dv,  dv\  dv"  die  homologen  Volumen elemente  an  m,  m\  m";  g,  g\  g' 

die  Dichtigkeiten  der  Schichten  und  werde  an- 
genommen, dass  die  Schicht  {AB)  die  beiden 
anderen  umsohliesse.  Unter  Beibehaltung  der 
bisherigen  Bezeichnungsweise  hat  man  dann: 

„g'dv        g'ab'c    y  gdv 
m'P  gäbe       mP' 


Fig.  98. 


g  dv 
m  P 


gäbe    „gdv 
gäbe        mP" 


Da  aber  P*  und  P"  beide  innere  Punkte  für  die  Schicht  AB  sind,  so  ist: 


gdv 


gdv 
ml 


>"  » 


daher  erhält  man  die  Proportion: 


„9<lv      „«  dv 

^  m'P  '•  ^  m'T 


gäbe 
gäbe 
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d.  h.  die  Potentiale  zweier  anendlich  dfinner  ellipsoidischer  Schich- 
ten von  Constanten  Dichtigkeiten,  begrenzt  von  ähnlichenEllipsoiden 
mit  confocalen  Anssenflächen  in  Bezng  anf  einen  äusseren  Punkt 
stehen  im  Verhältniss  der  Massen  dieser  Schichten. 

Sind  daher  x^  y,  z  wie  früher  die  Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  P 
in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  der  Schichten,  so  erhält  man  für  die  Componenteo 
X\  y,  Z';  X",  r",  Z"  der  Attractionskr&fte  P',  P": 

a2:?:f-;:  3z?-$i  a^^^ 

dx      ^  ^      cy  ^       dz      ^ 


ft  -t      ff  ff  j      fr  "   «     f* 

SzLß^j,  82:'-4^  8zf^ 

sowie  för  diese  Kräfte  P'  =  yx'«  +  Y'«  +  Z'\  P"  —  >/X"«  +  r'>+  Z'\ 
mithin  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung: 

X'         "ir"  "VT*        "xr"  r»'         n*'  T>»  T>"  f     f  1*    *  It     ff  \_it    ff 

:A    s=2:i     =Z:Z    ^=^  F  %  F    ^^QabciQabc^ 

d.  h.  die  Intensitäten  der  Attractionskräfte,  mit  welchen  die  beiden 
Schich'ten  auf  einen  äusseren  Punkt  wirken,  stehen  im  Verhältniss 
der  Massen  beider  Schichten. 

Von  den  beiden  zuletzt  aufgestellten  Sätzen  bestimmt  der  erste  die  Richtung 
und  kann  der  zweite  dazu  dienen,  die  Intensität  der  Attraction  einer  Schicht  be- 
züglich eines  äusseren  Punktes  zu  bestimmen.  Die  Richtung  ist  für  alle  Schichten 
der  Art  dieselbe. 

Indem  man  unendlich  dünne  Schichten  übereinander  lagert,  gelangt  man  zu 
dem,  dem  letzten  Satze  entsprechenden  Satze  für  Schichten  von  endlicher  Dicke. 
Es  seien  Ay  Ä'  zwei  confocale  Ellipsoide,  man  zerlege  sie  beide  in  unendlich 
dünne  Schichten,  von  denen  jede  zwischen  ähnlichen  Ellipsoiden  enthalten  ist; 
a,  b,  c;  a,  b\  c  seien  die  Halbaxen  beider  Ellipsoide.  Die  Halbaxen  der  äusse- 
ren Grenzfläche  einer  Schicht  des  einen  seien  na^  n&,  nc;  die  einer  Schicht  des 
anderen  na\  nV,  nc.  Ertheilt  man  n  für  beide  denselben  Werth,  so  bleiben  ihre 
Grenzflächen   confocal  und    ihre   Attractionskräfte   in   Bezug   auf  einen   äusseren 

Punkt  und  deren  Componenten  stehen  im  Verhältniss  -y-^-p-?  ihrer  Massen.    Die 

'^  gäbe 

Grössen    p,  q    können   dabei   mit   n  variiren.     Aehnliches    gilt   für   die    beiden 

nächstfolgenden  Schichten,   ebenso  für  die  weiteren.    Bleibt  nun  das  Verhältniss 

Q  :  Q   constant,  während  beide  Grössen  selbst  veränderlich  sein  können,  so  stehen 

die   Componcntensummen  der  Attraction,   welche  von   einer   Reihe   solcher  eni- 

Bprechcnder    Schichtenpaare    herrühren,    in    demselben   Verhältnisse,    also   auch 

HcbliesRlich  wieder  die  Gesammtattractionskräfte  selbst.    Dies  Verhältniss  ist  aber 

zugleich  das  der  Massen  der  beiden  Schichten  von  endlicher  Dicke,  welche  durch 

die  beiden  Schichtenreihen  gebildet  werden.    Daher  also  der  Satz: 

Die  Attractionskräfte,  welche  zwei  ähnlicheellipsoidische  Schich- 
ten endlicher  Dicke  auf  einen  äusseren  Punkt  ausüben,  stehen  im 
Verhältniss  von  deren  Massen. 

Für  zwei  volle  Ellipsoide  wurde  dieser  Satz  von  Maclaurin  zuerst  auf- 
gestellt. 

Den  Satz  über  die  Richtung  der  Attiracüonskraft  einer  unendlich   dünnen 
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Schicht  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  hat  Poisson  (V Institut,  12.  Oct.  1833; 
Mimoirea  de  VAcad.  des  scienceSy  T.  XIII.)  in  einer  anderen  Fassung  aufgestellt 
und  Steiner  gab  dafür  einen  synthetischen  Beweis  (Grelle' s  Journ.  d.  Math. 
Bd.  XII,  S.  141,  1834),  wie  folgt: 

Die  Richtung  der  Attractionskraft  einer  unendlich  dünnen  homo- 
genen ellipsoidischen  Schicht  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  ist 
die  Axe  des  Kegels,  welcher  diesen  Punkt  zum  Mittelpunkte  hat  und 
der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  umschrieben  ist. 

Der  Steiner'sche  Beweis  gründet  sich  auf  folgenden  Satz:  Wenn  PA,  PB 
(Fig.  94)  die  Ellipse  ACFB  in  A,  B  berühren,  die  Gerade  PQ  ihren  Winkel 
halbirt  und  die  Berührungssehne  AB  in  Q  schneidet,  so  bildet  PQ  gleiche  Winkel 

mit  je  zwei  Geraden  PC,  PD,  welche  nach  den  Schnittpunkten 
einer  beliebigen,  durch  Q  gelegten  Geraden  mit  der  Ellipse 
hinlaufen.  Ist  nämlich  PR  senkrecht  zu  PQ,  so  sind  PA,  PB; 
PQ,  PR  vier  harmonische  Stralen,  weil  PQ,  PR  die  Winkel 
von  PA,  PB  halbiren.  Daher  sind  die  Punkte  A,  B;  Q,  R 
harmonisch.  Ferner  sind,  weil  P  der  Pol  von  AB  ist,  F,  G; 
Q,  P  harmonisch.  Daher  ist  PR  die  Polare  von  Q  oder  der 
Ort  aller  diesem  harmonischen  Punkte  E  zu  Q;  C,  D  auf  allen 
durch  Q  gehenden  Geraden DJE;.  Deshalb  sind  PQ,  PE;  PC, 
PD  harmonische  Stralen  und  da  zwei  zugeordnete  PQ,  PE 
Fig.  94.  ^^^  ihnen  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  halbiren  sie  die 

Winkel  der  beiden  anderen  PC,  PD. 
Legt  man  nun  durch  die  Hauptaze  des  umschriebenen  Kegels,  welche  in  den 
Innenraum  desselben  fällt,  und  irgend  einen  Punkt  C  auf  der  äusseren  Grenzfläche 
der  Schicht  eine  Ebene,  welche  die  äussere  Fläche  in  einer  Ellipse  ACBD,  den 
Kegel  in  zwei  diese  berührenden  Stralen  PA,  PB  und  die  Ebene  der  Beruh- 
nmgscurve  in  der  Sehne  AB  schneiden  wird,  so  bestimmt  die  Kegelaxe  auf  letz- 
terer den  Punkt  Q,  sodass  PQ  mit  PC,  PD  gleiche  Winkel  bildet.  Denkt  man 
man  sich  nun  Q  als  Mittelpunkt  eines  unendlich  schmalen  Kegels,  welcher  bei  C 
und  D  aus  der  ellipsoidischen  Schicht  zwei  kleine  Volumina  dv,  dv  ausschnei<let, 
80  lind  'die  Attractionskräfte  p,  p   ihrer  Massen  qdv,  gdv  : 

Bfigdv  ,        sfiQdv 

Nach  dem  New  ton' sehen  Satze  sind  diese  Kräfte  gleich  und  ist  folglich 

dv  dv 

QC^^Ql?' 
Nun  ist  aber  vermöge  des  oben  angezogenen  Satzes  QC :  QD  ^^  PC :  PI),  also 

auch: 

Bfiqdv        cfigdv 

PC*    "     PD* 

IHeso  Grössen  sind  aber  die  Krilftc,  mit  welchen  die  Elemente  der  Schicht  bei  C 
und  J>  den  Punkt  P  anziehen;  mithin  fallt  ihre  Resultante  in  diu  Ilalbirungblinic 
von  PC  und  PD,  d.  h.  in  die  Hauptaxe  PQ  des  Kegels. 

Der  Beweis  ergibt  zugleich  noch  den  Satz: 

Eine  beliebige  durch  Q  gehende  Ebene  zerlegt  die  Schicht  in 
swei  Theile,  welche  auf  P  gleiche  Anziehung  austiben. 

Wir  schreiten  nun  zur  Bestimmung  der  Anziehung  einer  unendlich  dünnen 
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ellipsoidischen  Schicht  in  Bezng  auf  einen  Punkt  ihrer  äusseren  Grensfl&che,  auf 
welches  Problem  das  der  Anziehung  fflr  einen  äusseren  Punkt  leicht  znrfickgeführt 
werden  kann. 

Diese  Grenzfläche  ist  eine  Niyeaufläche  der  Schicht  und  mithin  hat  die 
Kraft  in  irgend  einem  ihrer  Punkte  P  (Fig.  95)  die  Richtung  der  Nor- 
malen dortselbst.  Um  die  Intensität  zu  finden,  betrachten  wir  P  als  die  Spitze 
eines  gegen  die  Dicke   der  Schicht  imendlich  dünnen  Kegels,  welcher  aus   der 

Schicht  zwei  unendlich  kleine  anziehende  Vo- 
lumina bei  Pn  und  nm  herausschneidet.  Um 
P  beschreiben  wir  mit  der  Einheit  als  Radius 
eine  Kugelfläche;  sie  bestimmt  in  dem  Kegel 
ein  sphärisches  Flächenelement  de  ^  welches 
gegen  die  Dicke  der  Schicht  unendlich  klein  ist. 
In  der  Entfernung  r  von  P  liegt  nun  im  Kegel 
ein  Volumenelement  r^dadr  tou  der  Masse 
qr^dadr,  dessen  Anziehung  auf  P  gleich  sfiQdcdr 
_.    ^^  ist.  Die  Summe  aller  dieser  Attractionen,  welche  die 

Flg.  95. 

gemeinschaftliche  Richtung  Pm  haben,  durch 
die  Längen  Pn  und  n  in  hindurch  integrirt,  ist  die  Attractionskraft  der  auf  dem 
Strale  Pm  liegenden  Massentheile  der  Schicht;  sie  ist  demnach  Bfigda-  (Pn-f-nW) 
oder  da  nm  =^  Pn  ist:  2B(iQda  *  Pn.  Von  dieser  Kraft  brauchen  wir  nur  die 
Componente  längs  der  Normalen  der  Aussenfläche  der  Schicht,  nämlich 

2siiQdc  •  Pn  cos  {nPÄ), 

indem  die  Totalattraction  die  Richtung  der  Normalen  hat  und  sich  folglich  alle 
tangentiellen  Componenten  tilgen.  Da  aber  die  Dicke  PÄ  der  Schicht  unendlich 
klein  ist,  so  ist  dies  auch  mit  dem  Dreieck  PAn  der  Fall,  welche  Richtung  auch 
immer  Pn  haben  möge;  es  ist  daher  An  immer  unendlich  klein  und  da  es  senk- 

P  A 

recht  auf  PA  steht,  cos  (nPA)  =  -p— •  Hierdurch  wird  die  fragliche  Compo- 
nente 2siiQdc  '  PA.  Um  nun  hieraus  die  Summe  aller  ähnlichen  Componenten 
fOr  die  Massen,  welche  längs  den  verschiedenen  Stralen  Pm'  in  der  Schicht  ent- 
halten sind,  d.  h.  die  Gesammtattraction  der  Masse  der  Schicht  zu  finden,  hat 
man  diesen  Ausdruck  über  die  Halbkugel  hinweg  zu  integriren;  denn  es  liegen 
nur  diesseits  der  Tangentenebene  des  Punktes  P  Massen.  Dies  liefert  für  die  ge- 
suchte Grösse  AneiiQ-  PA,  d.  h.  die  Intensität  der  Kraft,  mit  welcher 
eine  von  ähnlichen  Ellipsoiden  in  ähnlicher  Lage  begrenzte  unend- 
lich dünne  Schicht  einen  Punkt  ihrer  äusseren  Grenzfläche  anzieht, 
ist  der  Dicke  der  Schicht,  gemessen  längs  der  Normalen  der  äusseren 
Grenzfläche  im  angezogenen  Punkte,  proportional.  Dieser  Satz  wurde 
in  einer  allgemeineren  Fassung  zuerst  von  Laplace  bewiesen,  indem  er  zeigte, 
dass  wenn  irgend  eine  Schicht  von  beliebiger  Gestalt  auf  einen  inneren  Punkt 
keine  Wirkung  ausübt,  ihre  Wirkung  auf  einen  Punkt  der  äusseren  Grenzfläche 
dem  Ausdrucke  ^ngd  proportional  ist,  für  d  als  Dicke  der  Schicht,  wie  oben,  in 
normaler  Richtung  gemessen. 

Wir  wollen  die  Dicke  PA  der  Schicht  in  diesem  Satze  etwas  anders  aus- 
drücken. Fällt  man  nämlich  vom  Mittelpunkte  0  der  Schicht  auf  die  Tang^ten- 
ebene  die  Normale  OQ  ^^  p  und  zieht  den  Stral  OP,  welcher  die  innere  Grenz- 
fläche der  Schicht  in  8  treffen  mag,  so  ist  wegen  der  ähnlichen  Lage  der  Ghrenz- 


III.Tb.,Cap.XTIT,§.9.  Chasles'  ayntliet.  Lösung  des  Attractiousprobl.d.ElHpsoicIs.  317 

-P-ii       JPS  JPS 

flächen  -j^Ti  =  -^7)  nnd  da  das  Verhältniss  p^^  durch  die  ganze  Figur  hindurch  con- 

stant  bleibt,  so  kann  es,  wenn  a, ,  &i ,  c^   die  Halbaxen  der  Anssenfläche  sind  und  da, 

die  Dicke  der  Schiebt  längs  der  Ualbaxe  a,  bedeutet,  durch       '  dargestellt  werden. 
Daher  hat  man 

-    =   ^  »  ,   d.  h.:  PA  =   — '  .  p 
(J  Q        a,  a, 

und  folglich  für  die  Kraft: 

-da. 
49reuo  — -  - p. 

Um  jetzt  die  Anziehung  einer  unendlich  dünnen  ellipsoidischen  Schicht  für 
einen  äusseren  Punkt  auf  den  eben  entwickelten  Fall  zurückzuführen,  legen  wir 

durch  den  angezogenen  Punkt  P  (Fig.  96)  ein  mit 
der  äusseren  Grenzfläche  A  der  Schicht  confocales 
Ellipsoid  Ay^ ,  sowie  ein  diesem  ähnliches  unendlich 
nahes  zweites  £llipsoid  J^j,  sodass  wir  eine  unend- 
lich dünne  Schicht  {A^B^)  erhalten,  auf  deren 
Aussenfläche  P  liegt.  Die  gegebene  Schicht  {AB\ 
deren  Aussenfläche  die  Halbaxen  a^  h^  c  haben 
möge,  übt  auf  P  eine  Anziehung  aus,  welche  sich 
zu  der  Anziehung  der  eben  construirten  Schicht  ver- 
hält, wie  sich  die  Massen  beider  Schichten  ver- 
halten.    Legen    wir   jener    Hülfisschicht    die    Dichtigkeit  q    von   {AB)   bei,    so 

wird  dies  Verhältniss  gleich  dem  Verhältnisse  — ^^  -     der  Volumina  der  Schich- 

OidjCi 

ten,  wo  Oj,  &, ,  Cj  die  Halbaxen  der  Aussenfläche  der  Hülfsschicht  bedeuten.   Die 

gesuchte  Anziehung  der  gegebenen  Schicht  folgt  daher  aus  dem  obigen  Ausdrucke 

durch  Multiplication  mit  diesem  Verhältnisse  und  wird 

ahc      da, 
^nsiiop  •  — i •     —  • 

Wir  wollen  nun  die  Dicke  der  Hülfsschicht  so  bestimmen,  dass  die  Flächen  ^, , 
Bi  in  demselben  Verhältnisse  n  einander  ähnlich  seien,  wie  die  Flächen  A^  B, 

Dann  ist  — ^-  =»  n  —  1  s=a  —   und   folglich   geht  der  vorige  Ausdruck   für   die 

Attracüon  der  Schicht  über  in 

abc       da 
^neuQp  •  —  , —  •  -    • 
a,  0,  c,      a 

Die  Richtung  der  Kraft  ist  die  Normale  des  durch  den  angezogenen  Punkt 
gelegten,  mit  der  Anssenfläche  der  anziehenden  Schicht  confocaleu  Ellipsoids 
(a,6,c,). 

Um  die  Attraction  einer  ellipsoidischen  Schicht  von  endlicher  Dicke  oder 
eines  Ellipsoids  darzustellen,  zerlegen  wir  dasselbe  in  unendlich  dünne  Schichten, 
welche  zwischen  concentrischen ,  ähnlichen  nnd  ähnlich  liegenden  Flächen  ent- 
halten sind.  Alle  diese  sind  mithin  auch  der  äusseren  Grenzfläche  des  Ellipsoids 
ähnlich.  Für  jede  Schicht,  deren  Anssenfläche  die  Halbaxe  a,  h,  c  habe,  con- 
stroiren  wir  durch  den  angezogenen  Punkt  (pnyg)  ein  mit  dieser  Aussenfläche  con- 
focales Ellipacnd,  dessen  Halbaxen  Oj,  &i,  c^  seien.  Wir  bestimmen  nun  die 
Componeoten  der  Aniiehung  der  Schicht  parallel  den  Hauptaxen  des  EUipsoidp, 
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indem  wir  den  zuletzt  entwickelten  Ausdruck  mit  den  Bichtungscosinussen  der 
Normalen  des  Ellipsoids  (Oj  &j  C|)  im  Sinne  nach  dem  Innern  desselben  genommen 
multipliciren  und  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  durch  die  Masse  des  anziehenden 
Ellipsoids  hindurch  integriren.  Eine  Ebene  durch  die  x-Axe  und  den  angezogenen 
Punkt  {xyz)  schneidet  das  Ellipsoid  (a^b^Ci)  in  einer  Ellipse,  deren  Tangente  die 

.r-Axc  im  Abstände  —  vom   Mittelpunkte   trifft   und    da  diese   Tangente   in    die 

X 

Tangentenebene  des  Punktes  fdllt,  so  trifft  diese  Ebene  die  a;-Axe  in  demselben 
Abstände.    Ebenso  trifft  sie  die  beiden  "anderen  Axen  in  den  Abständen  -- ,     ^ 

y     ^ 

vom  Mittelpunkte.  Das  Perpendikel  p,  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentenebene 
gefällt,  ist  die  gemeinschaftliche  Projection  dieser  drei  Strecken  und  sind  folglich 
die  llichtungscosinusse  der  Normalen  im  Sinne  nach  Aussen  genommen: 

px     p_y    .pz 

1         1        1 
und  folglich 

1  _  ^  ,   y*   ,  ^* 

»*  "  a*  "^  b*  '^  c*  ' 
-'^  1  1  1 

Man  hat  daher  für  die  Componenten  der  Anziehung  der  Schicht  {ahc)  mit  Rück- 
sicht auf  den  Sinn  dieser  Kraft: 

abc    ü*  da        ,  abc   p^  da        ,  abc    «*  da 

'^^     aib^Ci  a^    a  '  ^^^  aiftjCi  b^    a  '  ^^    a,6iCi   c^    a 

Als  Integrationsvariabein  wählt  nun  Chasles  die  Halbaxe  a  der  Aussenfläche 

der  anziehenden  Schicht  und  vertauscht  diese  Variabein  später  mit  u  =>  — .   Wir 

ziehen  es  vor,  um  die  Untersuchung  der  Dirichle tischen  Form  der  Lösung  anzn- 
schliessen,  den  Parameter  l  des  durch  {xyz)  gehenden,  mit  {abc)  confocalen 
Ellipsoids  (a^^iCi)  zu  wählen.     Setzt  man  nämlich 


a"^  -  a^^ 

1 

62 

1 

6«=. 

C2    —   C^ 
I 

=  ^, 

sodasi 

B 

al^a'  +  X, 

62   = 

1 

.  6'  + 

l         t'2    = 

=  c«  + 

l 

wird. 

80 

besteht  die  Gleichung 

x^ 

4- 

1  +  c 

Z* 

1, 

welche  ausdrückt,  dass  (xyz)  auf  diesem  EUipsoide  liegt,  um  die  Variabein 
a,  h,  c  zu  entfernen,  setzen  wir  weiter  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Fläche 
{abc)  mit  der  Aussenfläche  {ccßy)  der  anziehenden  Schicht  oder  des  anziehenden 
Ellipsoids : 

a         ß         y  ___ 

abc 

wodurch  die  Gleichung  die  Form 

.^  ,       _!(*_       ,  z^  l 

a*  +  xÜ  "^  >»  +  xÜ   "^  y*  +  xU   ^  x« 

annimmt.  Grosserer  Einfachheit  wegen  wählen  wir  schliesslich  x'l  =»  s  zur  Inte- 
grationsvariabelu  und  schreiben  diese  Gleichung 

_  A*       ,  _  y^ , «• JL 

a*  +  s  '^   ß^  +  8  '^  y  +  8  ""  x"' 
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worin  8  und  das  Aehnlichkeitsverhältniss  x  «=>  —  von  Schicht  zu  Schiebt  variiien. 

a 

Die  Differentiation  derselben  liefert: 

7  7         ^^       _  ?J?  ^*  2  da 

x^  x"    a*  X*   o  * 

wo  . ^*        _i  y*  I  ^* 


Nach  der  oben  für  p  entwickelten  Formel  ist  aber 

d.  h.  7  <=■  — r— T- ,  wodurch  wir  erhalten : 
jP'x* 


a    "^        *  p*x* 
Weiter  wird 

und  hiermit  die  a;-Componente  der  Attraction  der  Schicht: 

Qds 


—  2ntfiaßyx  -- 
•  —  2nsiix 


(a«  +  «)  >/(««  +  «)  ((}•  +  s)  (y«  +  s) 

fds 


Dieser  Ausdruck  ist  für  das  yolle  EUipsoid  zwischen  den  Werthen  vou  s  als 
Grenzen  zu  integriren,  welche  a  »■  a  und  a  «»  0  entsprechen,  wofür  x  =»  i  und 
X  ea  00  und  vermöge  x'X  s»  s  die  Werthe  von  8  gleich  X  und  oo  werden ,  wo  l 
die  positive  Wui-zel  a  der  Gleichung 


«*  +  ;i   •   ß*  +  i   '    y'  +  't 

ist.     Demnach  erhalten  wir,  indem  wir  zugleich  die  analogen  Integrale  bilden: 


ü 

30 


Y^-^n.,.yj\     •"' 


i.r +'»)!>' 


OD 


Z  =B  —  2nfii 


a 

*-i/K'.r('+i.)i^fj- 


pV  \-    ■    y' 

Ist  die   Dichtigkeit    von  Schicht  zu  Schicht    veränderlich,   so   ist  sie   eine 
FuDction    von    dem    Aehnlichkeitsverhältniss    x    der    Grenzfläche    der    Schicht 

Hin  EUipsoid  (a^y)  oder  auch  von  —  .    Diese  Grösse  ist  aber  Function  von  s 
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Daher  kann  q  als  Function  von  8  dargestellt  werden  von  der  Form 

Ist   das  Ellipsoid   kein    volles,    sind   vielmehr   otj  ,  ßj,  yj    die   Halbaxen   der 
inneren  Grenzfläche,  so  ist  die  Integration  bis  a  s»  oti  auszudehnen,  also,  wenn  ff, 
die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


rc'        .        V*        .        z^ 


+  -ri' ,-,  + 


ist,  erhält  man: 


«2+1    •     a2  +  X    •    y2  +  X 
1    '  1    '  'i    ' 


-2«f^a:  j—^ 


gds 

u.  s.  w. 


Für  einen  der  Masse  angehörigen  Punkt  {x  y  z)  trennt  ein  durch  denselben  gelegtes 
mit  der  Aussenfläche  ähnliches  Ellipsoid  die  anziehende  Masse  in  zwei  Theile, 
eine  äussere  Schicht,  welche  nach  dem  New  ton' sehen  Satze  keine  Wirkung  auf 
den  Punkt  ausübt  und  ein  Restellipsoid  oder  eine  Restschicht,  deren  Anziehung 
die  Totalanziehung  der  Gesammtmasse  darstellt,  welche  nach  dem  Vorstehenden 
leicht  bestimmt  wird. 


Die  Entwickelung  der  Attractionstheorie  und  der  Theorie  des  Potentials  lehnt 
sich  vorzugsweise  an  die  Lösung  des  Attractionsproblems  des  EUipsoids  an,  welche 
zunächt  ein  Bedür&iss  der  Astronomie  war.  Bereits  Newton  fand  den  Satz, 
dass  eine  ellipsoidische  Schicht  keine  Wirkung  auf  einen  inneren  Punkt  ausübt 
{Prindpia  phil,  nat,  lib.  I,  propos.  91).  Er  fand  femer,  dass  zwei  concentriscbe 
Rotationsellipsoide  ähnlicher  Gestalt  und  Lage  auf  zwei  homologe  Punkte  ihrer 
Oberfläche  Anziehungen  von  derselben  Richtung  und  proportional  dem  Abstände 
vom  Mittelpunkte  ausüben.  Hieran  knüpfte  Maclaurin  an  (Treatise  on  fluxians 
1.  I,  eh.  XIV,  De  causa  physica  fluxus  et  refluxus  maris;  Äcadetn.  des  scienees^ 
T.  IV)  und  bestimmte  die  Attraction  eines  Rotationsellipsoids  für  einen  Punkt 
seiner  Axe  und  einen  äusseren  in  der  Ebene  des  Aequators  liegenden  Punkt  und 
bewies,  dass  zwei  confocale  Ellipsoide  auf  einen  Punkt  einer  Hauptaxe  Wirkungen 
ausüben  in  der  Richtung  dieser  Axe  und  proportional  ihren  Massen.  Lagrange 
dehnte  diesen  Satz  für  alle  Punkte  eines  Hauptschnitts  aus  {Nouveaux  memoires 
de  VAcadeniie  de  Berlin^  1773).  Die  vollständige  Lösung  dieses  Problems  gelang 
erst  Laplace  {Mem,  de  VÄcademie  des  sciences^  1782;  Mecanique  Celeste^  liv.  III, 
chap.  1).  Seitdem  wurde  das  Problem  von  fast  allen  bedeutenden  Mathematikern 
behandelt.  Ivory  gab  ein  Reductionstheorem  für  die  Attraction  eines  äusseren 
Punktes  auf  die  für  einen  inneren  {On  Ihe  aitractions  of  homogeneous  eUipsoids^ 
Philosoph,  Transadums^  1809);  Gauss,  Üheoria  attractionis  corporum  sphaeroidi- 
corutn  ellipticorum  homogeneorum  methodo  nova  trackUa  (Commentatt.  Qoeiiing, 
recent.  T.  II  (1813)  oder  Werke,  Bd.  6,  p.  1  u.  279);  Legendre  {TraiU  des  fotic- 
iions  elliptiques,  T.  I,  p.  689);  Poisson,  Mimoire  sur  TattracHon  d'un  eUipsoUk 


i 
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WL...^.^.,... ^... 

^m  tractim  des  dlipioiäa  [Jount,  dt  r^colc  polyUchn.,  Cah,  XXV,  p.  84i  (183T)J; 
^H  Compte»  rmdus  de  rAcud.  dfs  sdmces,  T.  VI,  p,  902  (1838);  Nouveüe  »olution  du 
^*  probUme  de  Vattraction  ifun  eitipgotde  MUroghte  *ur  un  point  txlerieur,  Joutw.  de 
math.  p.  LüMcille.  T.  V  (1840);  Diriohlet,  Uebor  eine  neue  Methode  »ur  Hb- 
atimiiinng  vieiracher  Integrale  (Akademie  der  WisBctiBchutlea  tu  Berlin  183Q,  odar 
Complfs  rendu»  de  VAeaä.  dta  teiences,  T.  VIII,  p.  16U  und  in  Uirichlet's  Vor- 
lüsiuigea  aber  die  im  amgekehrten  VcrhSItnies  dea  QuadriLta  der  EDtCenmag  wir- 
keoden  EtlUte,  berauHgeg.  v.  Grube,  Leipzig,  bei  Teubner  ISTIi,  8.  'S!  —  61}; 
Jacobi,  Exlrail  J'uae  lettre  aiirfsst'e  a  M.  Liouvilk  (Jiturn.  de  tnatli.,  T.  X!, 
p.  341;  184ß),  Boole,  (m  the  nttraction  of  a  solid  of  molution  tm  an  exterrmi 
point  (Cambridge  and  Dublia  methem.  Journal  T.  II,  p.  1;  lg4T).  —  CoIIios, 
The  aUraction  of  elhpsoidu  considrred  geometTicaUy  (Ibid.  T.  IX,  p.  266;  1864).  — 

I'  Cayley,  On  a  multiple  inUgral  connected  smÜi  the  llieory  of  altractioti,  Ibid.  T.  II, 

p.  419;  vn  llie  attraction  of  an  ellijiaoiä  {Legendre'»  mtihod).  Ibid.  T.  IV,  p.  50; 
on  the  attraction  of  an  eUipKoid  [Jacobi's  inethod),  Ibid.  T.V,  p.  217}  on  Hodri- 
gut*'  methtHi  for  the  attraction  of  elliproida;  Quarterli/  Jourtial  of  pure  and  appl. 
mntlt.  T.  11.  p.  333  (1809);  Note  on  the  thcori/  of  atlracHou.  Ibid.  p.  338;  on  La- 
jjtlaec'»  metliod  for  llit  •dtraclion  of  ellipsoids,  Ibid.  T.  I,  p.  286  (1867)i  on  Guttun' 
witthod  for  Ihe  attraction  of  eUipeaidt,  Ibid.  T.  1,  p.  162,  —  Grube,  ab«r  die 
Antiehung  des  homogeneD  Eilipsoida;  Crellc's  Journal  B.  09,  p.  359.  —  Merteus, 
Beatimninng  dt^s  Potentiala  eines  hamogeaeii  Ellip»oida,  Crelle's  Joarn.  B.  1U, 
p,  1.  —  Sonioff  gab  eine  VereinfacbuDg  und  Modificaticn  dee  Gausa'iicbuii  Vcr- 
fttkrens,  Bulletin  de  tAcad.  des  tciences  de  St.  l'etmbourg ,  T.  XIX,  p.  216-326 
oder  Tlteore tische  Mecbanik,  übura.  von  Ziwet,  II,  p.  192— Sil. 
AnadcbnuDg  der  Sütze  über  die  Attractiou  des  Ellipaoids  auf  die  andern 
KlÄehen  2.  ücdnnng  gabeu:  Bourget,  A'otc  sur  l'attraction  des  paraboloide*  elUpti- 
qua  [Jovm.  de  math.,  S'*!"»  Serit^  T.  II,  p,  81  (1867)].  —  Hirat,  »«r  te  polentiel 
d'u-ne  conche  infiniment  tnince  compriae  etUre  deux  paraboloides  eüiptique»  [Jourti. 
de  malh.  a'*""  Sft*!,  T.  II,  p.3M5  (1857)1.  —  Bourget,  A'oie  «  l'oeca»ion  du  mf- 
»  de  M.  liimt  sur  l'atlraction  det  parabohiiite«  ellipliqiux.  Ibid.  T.  111,  p.  47.  ~ 
i'Hehler,  über  die  A-u^iiebang  einer  von  xwei  Hbnliuben  Flüchen  KwuileD  Grades 
('tx^grenzten  Scboale  (Crcllo'«  Journal,  B.  CO,  p.  321). 

'  Andere   wcrtiivoUe   hierher  gehörige   Arbeiten  sind:    Joachimathal,   on  the 

%  of  a  »traight   Une  (Cambridge  and  Uubliu    math.  Journ.   T,  III,   p,  QU); 

>D   der   Goradeu    (Crello'a  Joum.   Bd.  68,  S.  135).  —   Cayley,  Qn  the 

«tton  0/ (I  tenttinatnl  itraight  Une  (Philoa.  Magaz.  4.  Ser.  Vol.  41,  p.  318).— 

,  daa  I'utentitil  cinea  lioinogeui-n  Kreises  (Crelle'a  Jeum.  B.  TG,  p,  271).  ~ 

ll«lilar,    lieber   die   An/.iuhung   einer   mit   Ma^se   belegten   ubwickelburun   Fl&chc 

1  mutericUeri  l'iiukt  (Crelle'a  Journ.  Bd. 58,  S.240);  aber  diu  Aaxiehung 

■  bomogenen  Poljedcra  (C'relle'a  Journ.  Bd.  66,  p.376,  aua  den  Schriften  der 

ieacliiidi.  za  Dantig).  —    Grube,  lieber  die  AnziehungHcomi>Ouente  oinea 

elli])ti scheu  Cylinder^   in   der  Richtung  der  Axe,   wenn  die  Elementar- 

ÜhuDg  irf;eiid  einer  Poteui  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist  (Crelle'a 

I  Joum.  Bd.  06,  p.  62).   —   Ililthig,  da»  Potential  eineB  homogenen  rechtwinkligen 

■"  Fknllolapipedeij  (Crelle's  Jonro.  Bd.  68,  p.349);  aber  das  Potential  eines  homo- 

^^vnao  rechtwinkligen  Cylmdora  (Crelle'a  Joum.   Bd.  61,  p.  180);    Bemerkung 

~ilem  von  Clebiob  (Bd.  61,  p.  187).  —  Mertens,  Bestiuimuog  den  PotentiaU 

I  liomugenen  l'olj-eders  (Crclte's  Jouru.  Bd.  ÜU,  p.  ^8(i). 
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§.  10.  Auch  die  zweiten  und  höheren  Differentialquotienten  des  Poten- 
tials sind  für  Punkte,  welche  der  Masse  nicht  angehören,  bestimmte  end- 
liche Functionen  von  x,  y^  z.  Für  Punkte  der  Masse  findet  dies  nicht 
immer  statt,  vielmehr  gibt  es  besondere  kritische  Punkte,  Linien  und 
Flächen,  in  welchen  bei  Discontinuität  der  Dichtigkeit  auch  eine  Discon- 
tinuität  der  zweiten  Differentialquotienten  eintritt,  sodass  diese  an  solchen 
Stellen  zwei  verschiedene  Werthe  erlangen.  Beim  Durchgang  des  ange- 
zogenen Punktes  durch  die  Oberfläche  der  Masse  z.  B.,  wenn  die  Dichtig- 
keit plötzlich  Null  wird,  ereignet  sich  dies. 

Bildet  man  z.  B.  -ö-f ,  indem  man 


nochmals  differentiirt,  welches  liefert 

a*  F  /•/       1     ,    3  (a  -  xYy 


/(-i+'j^).^. 


dx' 
und  transformirt  diesen  Ausdruck  auf  Polarcoordinaten,  wobei 

dv  =  r*  sin  ^  dr  dd"  dtp^ =  cos  ^ 

wird,  so  erhält  man  die  Form 

c^V         /-/•/'-  1  +3C08«^       .    A  ,     ,A  , 
~dx'^  j  j  j r ^  ^^  »drd»dq>  , 

in  welcher  sich  der  Factor  r  nicht  mehr  hinweghebt  und  aus  welcher  man  also 

3*F 
in  unserem  Falle  nichts  über  die  Natur  von  ^—j  erkennen  kann.   Es  muss  daher 

0  X 

hierfür  eine  ganz  andere  Methode  der  Discussion  eintreten.    Diese  besteht  darin, 

dV 
dass  man  das  dreifache  Integral,  welches  ^—  darstellt,  in  ein  Doppelintegral  um- 

O  X 

wandelt,  welches  über  die  Oberfläche  der  Masse  zu  erstrecken  ist. 

In  Bezug  auf  die  zweiten  Derivlrten  des  Newton'schen  Potentials  be- 
steht folgender  Satz: 

Abgesehen    von    den    Punkten,    in    welchen    die    Dichtigkeit 

a*F 

plötzlich  ihren   Werth    ändert,   sind  auch  die  drei  Grössen   -r-ö , 

dx 

--«  '    ^~2"  endliche  und  eindeutige  Functionen  von  x,  y,  z  und  be- 

oy       oz^ 

stehen  für  sie  die  beiden  Gleichungen: 

dx^  +  dy^  +  dz'  ~  ^'     dx'  "^  h'  +  dz'  "■       *''^' 

erstere  für  einen  äusseren,  letztere  für  einen  in  der  Masse  lie- 
genden Punkt,  der  sich  an  einer  Stelle  (xyz)  befindet,  an  wel- 
cher die  Dichtigkeit  q  ist. 
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Von  diesen  beiden  Gleichungen  wurde  die  erstere  von  Laplace  ge- 
geben, die  letztere,  welche  eine  Verallgemeinerung  der  ersteren  ist,  indem 
sie  für  einen  äusseren  Punkt,  für  welchen  der  mit  ihm  zusammenfallende 
Massenpunkt   die   specifische   Masse  ^  =  0    besitzt,    mit  der  ersteren   zu- 

d^V       d^V       d^V 
sammenfällt,  rührt  von  Poisson  her.    Die  Grösse  z-«^  +  >-  j  +  -  ^  nennt 

dx^        dir         ^^ 

man  mit  Lam6  den  Differentialparameter  zweiter  Ordnung  von   F. 

Drücken   wir    das   Massenelement  dm  =  qdv  durch    qdadhdv  aus, 

so  ist : 

dv 

dx       u  u  %J  ex  \^ 

Aus  r^  ^==^{a  —  x^  +  (^  —  vf  +  (<?  ~-  ^  folg*  aber  r  -   =  --  (a  —  x) 

ox 

(/  Y  dt  d  f 

und  andererseits  r  --  =  a  —  x:    daher  wird  -r-  =  —  7—  und  also  weiter 

cn  dx  da 

Ihr 1  er 

r*  dx       r*  da' 


-  ff frÄ-r)  "■•'"■  "'■ 


Ui-).-U-±). 

dx  \r  /       da  \       r  / 


dV 

Hierdurch  geht  aber  der  Ausdruck  für  —  über  in 

(/X 


dV 

dx 


'S  SSL  (-  r-  )  ^"'''  ''  -SS''  'd'fa  (-  7  )  ^ ''« • 


Denkt   man    sich   nun   über    dem    verschwindend    kleinen   Rechteck  dh  de 
senkrecht  zur  Ebene  der  yz  ein  unendlich  schmales  Parallelepiped  errichtet, 

so  ist  die  Integration  nach  a  auszu- 
dehnen  über  die  Masse,  welche  dasselbe 
aus  der  Gesammtmasse  herausschneidet. 
Es  trete  (Fig.  96)  die  Kante  des  Parallel- 
epipeds,  deren  Punkte  die  Coordinaten 
hy  c  haben,  bei  M^  in  die  Masse  ein, 
bei  M^  aus,  bei  M^  wieder  ein,  bei  3f^ 
wieder  aus  u.  s.  f.  und  seien  r^,  rj,,  rg, 
r4, . . .  die  Radien vectoren  PM^^  -P-W^,  -P-^fj,  ...,  welche  vom  angezogenen 
Punkte  P  nach  diesen  Punkten  hinführen,  sowie  q^^  q^i  Q^^  •  •  •  ^^^  Werthe 
von  Q  in  denselben  und  a,,  a^^  o,,  ...  ihre  Coordinaten  werthe  n.  Nun  ist 
allgemein: 

J  da\       r  /^  r     V    r  ra 

und  indem  man  dies  Integral  von  a^  bis  a^,  von  a^  bis  a^  u.  s.  f.  nimmt, 

erhftlt  man: 

21* 


Fig.  96. 
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flfl\,aa ?l+?L-?i+^ +   f-^^äa. 

J  da\       r  J  ^  r^       ^1       U       U  ^  J   r  da 

die  beiden  hier  angedeuteten  Integrationen  längs  der  mit  Masse  belegten 
Kante  des  Parallelepipeds  geführt  gedacht.    Demnach  wird: 

Die  Elemente  der  Oberfläche  der  Masse,  welche  das  Parallelepiped  bei  üf^, 
itfg,  M^^  ...  trifft,  seien  nun  ds^,  ds^^  ds^j  .  . .  und  die  Winkel,  welche 
die  nach  aussen  gerichtete  Normale  der  Oberfläche  in  diesen  Punkten  mit 
der  x-AxG  bildet,  seien  or^,  or^,  otj,  ...  Diese  Winkel  sind  der  Beihe  nach 
abwechselnd  stumpf  und  spitz,  stumpf  bei  jedem  Eintritt  in  die  Masse, 
spitz  beim  Austritt  aus  derselben  und  sind  also  cos  or^,  cos  otj,  cos  ag,  ... 
negativ,  cos  ^2)  oos  a^,  ...  positiv.  Nun  stellt  dhdc  die  gemeinschaftliche 
Projection  aller  Flächenelemente  ds^,  d^j,  . . .  auf  die  ^fr- Ebene  dar  und 
wird  also  erhalten,  indem  man  diese  Elemente  mit  den  Cosinussen  ihrer 
Neigung  gegen  die  ^;er- Ebene  multiplicirt.  Jedes  Element  bildet  aber  mit 
dieser  Ebene  einen  Winkel,  wie  die  Normale  mit  der  x-Axe  und  da  dhdc 
den  absoluten  Werth  der  Projection  darstellt,  so  sind  die  Cosinusse  der 
stumpfen  Winkel  or  durch  die  Cosinusse  ihrer  spitzen  Nebenwinkel  zu  er> 
setzen.    Man  hat  daher 

db  dc=  —  dSi  cos  «1  =  4"  ^^2  ^^  *^  =  —  ^^s  ^^^  *^3  ''^^  "l~  ^^4  ^os  a^  =  •  •  • 

dV 
und  wenn  man  m  dem  ersten  Integrale  von  — —  unter  dem  Integralzeichen 

ox 

die  Multiplication  mit  dhdc  ausführt  und  in  jedem  Bestandtheile  der  Summe 
für  dieses  Elementarrechteck  seinen  Ausdruck  durch  das  dem  betreffenden 
r  und  Q  entsprechende  Flächenelement  ds  einführt,  wodurch  man  erhält: 

—  COS  «1  •  —  dSj^  —  cos  ofg  •  ~~  ^^2  —  cos  ofg  •  —  df^g  —  •  •  • , 

**!  ^2  '*3 

so  ist  die  Bedeutung  des  Integrales   die,   dass   die   Summe  aller  Elemente 

"'  cos  a  •  ds  über  die  ganze  Obei-fläche  hinweg  erstreckt,  gebildet  werden 

r 

solle.    Bezeichnen  wir  dies  Oberflächenintegral  mit 

Q 


-J 


cos  a  '  ds 
r 

cV 
und  schreiben  in  dem  zweiten  Bestandtheile  von    ^— wieder  f?t;  für  (iarlZ* de, 

dx  ' 

so  kommt 

dV 


=  —  I  -^  cos  Ä'»«  +  I  —  ■—  dv. 
J   r  J   r  da 


dx 
das   erste  Integral    über  die  Oberfläche  der  Masse,    das  zweite    über  die 
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körperliche  Masse  selbst  erstreckt.  Diese  Gleichung  gilt  für  einen  äusseren 
Punkt,  wie  für  einen  inneren;  für  einen  inneren  Punkt  hat  man  die  Masse 
einer  kleinen  Kugel  um  diesen  Punkt  herum  auszuscheiden  und  den  Grenz- 
werth  zu  suchen,  welchem  sich  die  rechte  Seite  nähert,  wenn  diese  Kugel 
selbst  die  Null    zur  Grenze    hat.     üebrigens    setzt   die  Gleichung   voraus, 

dass  Q  durch  die  ganze  Masse  hindurch  continuirlich  sei,  damit  r^  niemals 

da 

unbestimmt  werde. 

DifFerentüren  wir  jetzt  die  Gleichung  nach  a:,  welcher  Operation  nichts 

im  Wege  steht,  da  r  blos  in  erster  Potenz  im  Nenner  vorkommt,  und  bilden 

dV  dV 

die  beiden  analogen  Gleichungen  für  -—  und  ^7—,  so  erhalten  wir: 

dy  cz 

*F  ra  —  x  ,      ,    ra  —  X  dg  , 

-— s-  =  —    f  ö O  cos  p  (?5  +   f  ^ 7^  äv, 

d^V  Cc  —  z  ^      ,    rc  —  z   dg  ^ 

-—-5-  =  —  1 5 —  g  cos  y  as  -f-  I 5 —  — ^  dv, 

dz*  J       r^       ^        '^        ^  J       r^      de       ' 

worin  a,  ß,  y  die  Bichtungswinkel  der  nach  aussen  gerichteten  Normale 
der  Oberfläche  der  Masse  bedeuten.  Die  Addition  dieser  drei  Gleichungen 
liefert  weiter: 

d*V  .  a*F  ,  d^V  iVa—x  ,  b  —  y       ^  ,  c-z        \  g    , 

+  ^  +  ^  =  -j(-— co8«  +  -^cos^+—  cosyj-^-.?. 


dx 


cx^    '  cy 


,    r/a  —  X  dg    ,    b  —  y  dg     .     c  —  z   cg\  dv 
V  \     r       d~a  "*         r~  db   "'        r~    de)  V  * 


Zur  Interpretation  des  ersten  der  beiden  Integrale  rechts  dient  die  Be- 
merkung, dass  der  Cosinus  des  Winkels  <t,  den  der  Radius vector  r  mit  der 
Normalen  der  Oberfläche  bildet, 

a  — X  ,   b  —  y       ^   ,  c  —  z 

cos  tf  = cos  a  -j cos  p  -] cos  y 

r  r  T 

ist  und  mithin  das  erste  Integral,  das  wir   mit  N  bezeichnen  wollen,  die 

Bedeutung  hat: 

''cos  tf     , 
gds, 

Behufs  des  zweiten  Integrales,  dessen  Werth  mit  M  bezeichnet  werden 
möge,  differentüren  wir  die  Gleichungen  für  Bichtungscosinusse  cos  g,  cos  A, 
cos  f  des  Badiusvectors  r,  nämlich: 

rcoß^  —  a  —  X,      rcosÄ«=i5 — y,      r  cos  i^^c  —  z 
80|  dass  blos  der  Badinsrector  r  und  a^bjC  als  veränderlich  gedacht  werden, 


"S-r 
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nicht  aber  seine  Richtung.    Dies  liefert: 

da  ,        ^6  .       de 

cos  (7  =  ;-- ,  COS  n  =  ;:  -  ,  COS  *  =  T" 

und  hiermit  wird: 

a — ^  ^Q   i^  —  y  ^Q  j_^  —  ^  ^^       CQ  da-^dQdh  j^dg  cc dg 

r      da  r      ob  r      de      dadr      dbdr      dcdr       cr^ 

wodurch  M  übergeht  in 

«/    er    r 
Demnach  ist  jetzt: 

d'v     b'v     c'v 


1*008  0  i'cQ    d 


dg  äo 

2 


Jetzt  verwandeln  wir  das  Raumintegral  M  in  ein  Oberflächenintegral.  Sein 
Werth  fällt  verschieden  aus,  je  nachdem  der  V\xükiT{xyz)  der  Masse  an- 
gehört oder  ausserhalb  derselben  liegt.  Um  P  beschreiben  wir  eine  Eugel- 
fläche  mit  dem  Radius  1  und  zugleich  durch  das  Oberflächenelement  ds 
einen  unendlich  schmalen  Kegel;  derselbe  schneidet  aus  der  Kugel  ein  sphä- 
risches Element  d%  heraus,  welches  den  körperlichen  Winkel  des  Kegels 
misst.    Das  Volumenelement  wird  dann  dv  =  r^dxdr  und  mithin: 


reg  dv        rdg 


Integriren  wir  nach  r  und  bezeichnen  mit  g,  p^,  g^^  ...  die  Dichtigkeit  in 

P  und  den  Punkten,  in  welchen  der  Radiusvector 
die  Oberfläche  trifit  (Fig.  97),  so  wird: 

M  =  f{'-g  +  gi  —  g2  +  Qs )dT, 

welches  Integral  über  die  Kugelfläche  oder  einen 
Theil  derselben  auszudehnen  ist,  je  nachdem  P  im 
Innern  der  Masse  liegt  oder  nicht. 
Fig.  97.  Für   den   inneren    Punkt   erstreckt  sich    das 

Integral   über  die    ganze  Kugelfläche.     Der    erste 

Bestandtheil  f  —  gdz  liefert  —  4;r^,  der  Rest  J  (^i  —  (>2  +  Ps  "I"  "  *)  ^'^ 
läöst  sich  leicht  auf  das  Integral  JV  reduciren.  Sind  nämlich  ^i,  r^,  fj, . .  . 
die  Radienvectoren  für  die  Schnittpunkte  mit  der  Oberfläche,  ds^^  ds^j  ds^j . . . 
die  Plächenelemente  und  c^,  cy^,  0^,  ...  die  Winkel,  welche  die  Normale 
daselbst  mit  dem  Radiusvector  bildet,  so  ist,  weil  r^,  d$i,  ö^  dem  ersten 
Austritt  aus  der  Oberfläche,  r,,  ds^,  c^  dem  folgenden  Wiedereintritt  xl  s.  f. 
entsprechen: 
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r]ät  «=  -j-  cfS|  •  cos  tfi,  r^dr  =  —  ds^  •  cos  tf^,  rldr  =  +  ds^  •  cos  (Jg, . . ., 

indem  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Projectionen  der  Flächenelemente 
anf  die  mit  den  Badien  r^,  Tj,  r^,  ..•  beschriebenen  Kugelflächen  'aus- 
drücken.    Hieraus  folgt: 

-        ds*                       dsa  ds^ 

ar  =»  -5^  cos  tfj  = Y  ^^^  tfj  =  — f  cos  (^3  =  •  •  • 

and  indem  man  diese  Werthe  einführt,  hat;  man  die  Summe 

costf.    _        ,  COStfj,   _        ,  COStfo   ,        , 

'1  '2  '3 

welche  sich  auf  die  Richtung  ein  und  desselben  Badiusvectors  bezieht,  über 

/COS  0 
— ^ —  Qds  zu  bilden,   welches 

Integral  mit  N  übereinstimmt.    Es  ist  daher  für  einen  inneren  Punkt: 

M^    —  ^7tQ  +  N 

und  also  schliesslich: 

o^V       c^V       c^V 

ä^  +  ä7  +  ^^~^+^  —  ^"'' 

nnter  q  die  Dichtigkeit  des  mit  P  zusammenfallenden  Massenpunktes  ver- 
standen. 

Für  einen  äusseren  Punkt  liefert  die  Integration  nach  r: 

und  weil  jetzt  beim  ersten  Schnittpunkte  des  Radiusvectors  mit  der  Ober- 
fläche  ein  Eintritt  ins  Innere,  beim  zweiten  ein  Austritt   erfolgt  u.  s.  f., 

80  ist: 

ds.  ,    dso  ds^ 

dt  = ^  cos  Ol  =  -i 2~  ^^^  <^2  = V  cos  ^3  =  •  •  • 

^1  ^2  ^3 

und  hiermit  erhält  man  fdr  M  folgendes,  ebenfalls  über  die  ganze  Ober- 
fläche auszudehnende  Integral 

y'cos  c 

und  hiermit: 


+  0...  +^iir  =  0. 


Der  Beweis  des  Satzes  setzt  zwar  voraus,  dase  die  Dichtigkeit  an  keiner  Stelle 
sich  Bprongweise  ändere,  indessen  lässt  sich  diese  Beschränkung  unter  gewissen 
anderen  Bedingungen  hinwegräumen,  sodass  der  Satz  auch  dann  noch  Gültigkeit 
behält,  wenn  die  Dichtigkeit  DiscontinuiiAten  zeigt.  Es  sei  die  Masse  längs  einer 
Fläche  discontinuirlich.  Auf  einen  äusseren  Punkt  hat  dies  keinen  Einfluss,  da 
man  mit  Hülfe  dieser  Fläche  die  Masse  in  zwei  Theile  zerlegen  kann,  sodass 
in  jedem  die  Dichtigkeit  continuirlich  ist,  also  fflr  jeden  Theil  das  Potential 
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der  Lap]ar:e'8':hen  Gleichung  genügt,  mithin  aach  das  Gesammtpotential,  welches 
die  .Summe  der  Pot^mtiale  beider  Theile  ist,  ihr  gleichfalls  genügt.  Aehnlichei 
gilt,  wenn  die  specifische  Masse  längs  einer  Linie  oder  in  einzelnen  Punkten  dii- 
continnirlich  wird,  indem  man  diese  Gebilde  als  Grenzfläche  von  Fl&chfiD  an- 
sehen kann. 

Ffir  einen  inneren  Punkt,  der  aber  nicht  an  einer  Discontinnitätsstelle  liegen 
darf,  kann  man  die  Poisson'sche  Gleichung  dadurch  beweisen,  dass  man  um 
den  Punkt  einen  Raum  abgrenzt,  innerhalb  welches  die  Dichtigkeit  dnrcbaos 
continuirlich  ist.  Das  Potential  för  diesen  Raum  sei  V\  das  Potential  für  den 
übrigen  Raum,  für  welchen  der  Punkt  ein  äusserer  ist,  F",  dann  ist  das  Gesammt- 
[lotential  F  =  F'  -f  V-    Nach  dem  Vorstehenden  ist  aber 

- — 5-  +  '    ,  +    r    -  =  —  ^ftQ     und     -^    Y  +  -'^-r  +  -^-i"  =  0» 
cx^        cy^         cz*  cx^         cy^     '     cz*  ' 

mitbin  wenn  man  beide  Gleichungen  addirt: 

r*F  ,   a»F  ,   f*F 

€*V     c*V    c*V 
Fliegt  der  Punkt  aber  an  einer  Scheidestelle,  so  haben  daselbst  ?,  ^.,   -!:r—^.    ö-. 

ex*     ry*     ?r 

doppelte  Werthe  und  lassen  acht  verschiedene  Combinationen  zu,  sodass  in  Folge 

^ty        ^ty        ^ty 

dessen  die  Summe    5   •  +  '-•+  0- «  achtwerthig  wird. 

ox        Cy         c  z 

Der  vorstehende  Beweis  rührt  bis  auf  kleine  formelle  Verschiedenheiten  von 
Gauss  her  (Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhält- 
nisse des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossongskxftfte. 
Leipzig  1840,  oder  Resultate  der  magnetischen  Beobachtungen  für  1836,  oder 
Liouville,  Journal  de  mathäm. ,  T.  VII).  Andere  Beweise  gaben  Weingarten 
(Crelle's  Journal,  Bd.  49,  S.  367)  mit  Hülfe  der  Fouri er' sehen  Doppelintegrale 
und  Kronecker  (Grelle *s  Journal,  Bd.  70,  S.  246)  auf  einer  Grrundlage  von 
ausserordentlicher  Allgemeinheit.  Für  einen  äusseren  Punkt  ist  die  folgende  Ent- 
Wickelung  zulässig.    Aus  r'^  =-  (a  —  xY  +  (6  —  yY  +  (c  —  zY  erhält  man 

rr  a  —  X  e^r        r"^  —  (a  —  xY         1     .  • 

o. .  -a  _  cos  g,    ^-.>=  3      -   -  =  —  am*  flf 

f;x  r  cx^  H  r 

und  hiermit 

^    /  1  \  1    dr        cos  <f 

dx  \r  j  ^^      r*  dx         r"    ' 

awi\         1  av  ,  2  (dry     i  ,    ,  ,  «     .  ^ 

dx^yr)-^-    r-  dx-  +  T^\dx)  =^(~l  +  3^o«'^)i 

sowie  die  analogen,  auf  die  Axen  der  y  und  z  bezüglichen  Derivirten.    Hiermit 
wird 

'('W  .  d'^V  .  a»F        /',     r^*  /1\   .    r-  /l\   .    a' 

dx' 


.-  +  rj^  +  'a.>=-/'^"[i^ 


j 


^*f   [-3  +  3  (cos»  (7  +  cos»  Ä  +  008»  »)]  —  0, 


wo  /*,  %  sich  auf  die  Axun  der  f/,  z  beziehen. 

§.  11.     Die  Eigenschaften  des  Potentials  F,  dftsfl  es  selbst 
und   soino  Derivirten  continuirlich  und  endlich,  sowie  dftss    Vi 
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O  TT 

und  "— i^  an  feste  Grenzen  m  und  misfi  gebunden  sind,   welche 

€8 

sie  nicht  überschreiten  können  (§.  6),  dass  ferner  die  zweiten 
Derivirten,  abgesehen  von  Discontinuitäten  längs  Flächen,  Linien 
oder  in  einzelnen  Punkten,  bestimmte  eindeutige  Werthe  haben 
und   V  der  partiellen  Differentialgleichung 

ex         cy         cz 
genügt,  sind  für  das  Potential  charakteristisch,  sodass  es  keine 
zwei  verschiedene  Functionen  derselben  Eigenschaften  gibt.    Die 
Function,  welche  ihnen  genügt,  ist  daher  das  Potential. 

Dieser  Satz,  welcher  von  Dirichlet  herrührt  (Grelle' s  Journal,  Bd.  32, 
S.  80)  ergibt  sich  folgendermassen.  Gesetzt,  es  seien  F  und  V  zwei 
Functionen,  welche  den  Bedingungen  genügen  und  sei  F'  —  V  =  w^  man 
kann  zeigen,  dass  u  constant  und  gleich  Null  ist.  Zunächst  ist  klar,  dass 
auch  u  den  beiden  ersten  Bedingungen  genügt,  während  aus 

für  u  die  Differentialgleichung  folgt: 

cx^  ■*"  cy'  +  dz'  ~ 
Integriren  wir  den  Ausdruck  zur  Linken  dieser  Gleichung,  mit  u  multi- 
plicirt,  über  den  Raum  eines  um  den  Coordinatenurspining  als  Mittelpunkt 
beschriebenen  Würfels,  dessen  Kanten  die  Länge  2  a  und  die  Kichtung  der 
Axen  haben,  so  sind  die  Discontinuitäten,  da  sie  nicht  durch  einen  körper- 
lichen Baum  hindurch,  sondern  höchstens  auf  Flächen  stattfinden,  ohne  Ein- 
flnss  auf  diese  dreifache  Integration  und  ist 


-a 


Nun  ist  aber  vermöge  der  partiellen  Integration: 


— a        — a 


jf«gdy=(«g)-/(gy.j2/, 

—  a  — a       — a 


—  a       — a 
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und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  der  lieihe  nach  mit  dyde^  diäXy 
dxdy  multiplicirt,  sie  addirt  und  das  Besultat  noch  zweimal  zwischen  den 
Grenzen  — a,  +a  integrirt,  vermöge  der  vorigen  Relation: 

/.//[©'+  §;)*+  m  -^'- 

— « 

Vermöge    der  Bedingungen    für    V  und    V  hinsichtlich    der  Grenien 
folgt,    dass    auch    a;ü  <  A,    also    /*  <    -    und   ebenso    rc*— -<  f»,   also 

;r-  <  ^  und  folglich 
ex       X" 


M  ^-  <-o      und 


— a 


wo  A,  jLi,  X  bestimmt«  constaute  Werthe  sind.    Daher  wird 


yJ(„C^),y,,<JjJ,,,,,a.h.<^" 


a  — « 


und  mithin  bleibt 


— a 


^12« 


Da  das  Integral  links  positiv  ist  und  die  Grösse  rechts  für  a  »>  oo  ver- 
schwindet, so  folgt,    dass   sein   Werth  Null  ist  und  hiermit  weiter,  dtts 

;  - ,    -  - .    ^r-   sSmmtlich  verschwinden,  d.  h.  dass  m  oonstant  ist    IMeeer 
rx      ctf      C3 

Werth  kann  aber  nur  Null  sein,  denn  es  ist  auch  für  x  «=  oo  stets  xu<l 

m 

§.  12.  Als  Beispiel  zum  Yorigen  Paragraphen  wollen  wir  das  Potential  einer 
sphärischen  Schicht  bestimmen,  wenn  die  Dichtigkeit  auf  eoncen- 
trischen  Kugelflächen  constant  ist,  d.  h.  mit  dem  Abstände  $  vom 
Mittelpunkte  Tariirt 

Vermöge  der  Torausgesetzten  Massenvertheilnng  und  der  geomeirischeB  Natar 
der  Kugelfläche  ist  das  Potential  blos  eine  Function  des  Abstandes  $  des  ange- 
zogenen Punktes  P  {xyz)  Tom  Mittelpunkte.     Wir  können  daher  die  QieSchmtg 

so  traasfonniren,  dass  sie  bloe  die  Derivirte  von  V  naeli  s  SHÜilll  Em  kk  ytaifah: 
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^=.^-J.^      ^^y  ^d^y  ßA\  dVdU 
dx       da     dx^    dx*       ds*  \dx)      ds  dx'* 

^_y^dv  dj    a«F     d*v (d_8Y   dv d^ 8 

dy        d8  '  dy'    dy^  ^  ds^  \dy/  "^ da  dy^' 

^      dV    dj      d^V      d^V  (day     dVd*s 
dz  ^  da  '  dz'    dz^  ^  da*  \dz/ "^ da  dH 

und  hierzu  liefert  die  Gleichung  «*  =  x'  +  y'  +  ^'  • 

da  __  da  da 


dx        '    ''dy      ^'      dz      "' 
(day   .      d'a       ,       (day   ,      du       ,       (day   ,      dU 

\dx)+'d^--^^   W+'äp^-''    y+'äT» 


=  1. 


Durch   Substitution   dieser   Ausdrücke    in   die    vorigen   Gleichungen   bildet  man 
leicht : 


ex 


•  "^  ~dy*  "^  dz-'  ■"  da*  \[dx)  "^  V^yj  ■*"  \dz)  j"^  da  [dx*  "^  "ay*  "^  a;?»J 

*™  da*  '^  a    da 

Demnach  geht  die  Laplace-Foisson'sche   partielle   DifferentialgleichuDg   über 

in    die    folgende    lineare   Differentialgleichung   zweiter    Ordnung    zwischen    zwei 

Variabein  F,  a: 

d*V  ,    2   dV 

Für  einen  der  Masse  nicht  angehörenden  Punkt  ist  ^  =»  0,  mithin  die  Differential- 
gleichung 

d*V        2_  dV  ^^ 

da*    *     a  da 

d*V 
Setzt  man  -^—  s:  u,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 
da 

du    .    2  ^       _        du  ,   ^da 

-—  ^ u  «=  0     oder    U  2  —  =  0, 

da    '    8  u    '        8 

woraus  ua*  =»  a  folgt,  unter  a  eine  willkürliche  Constante   verstanden.    Hiermit 

dV        a  cc 

ist  weiter  u  =  -r—  =  -^  i   also  F  =» 1-  ß ,    wobei   für  das   willkürliche    —  « 

da        8*  8        ^ 

wiederum  cc  geschrieben  ist.  Der  Punkt  kann  nun  entweder  im  inneren  Hohl- 
räume der  Schicht  oder  im  Aussenraume  liegen,  wenn  er  der  Masse  nicht  ange- 
hören soll.  Für  den  inneren  Hohlraum  muss  a  sa  o  sein,  weil  sonst  das  Potential 
im  Mittelpunkte  der  Schicht  (für  «  «»  0)  unendlich  werden  könnte,  was  nach  §.  5 
unzulässig  ist.  Daher  ist  V=  ß,  also  constant,  die  Differentialquotienten  von  F 
sind  Null  und  die  Schicht  übt  auf  den  Punkt  keine  Wirkung  aus.  Um  die  Con- 
stante ß  zu  finden,  kann  man  F  für  den  Mittelpunkt  direct  bilden.  Es  ist,  wenn 
r  die  Entfernung  des  Massenelementes  dm  von  diesem  Punkte  bedeutet, 

dm  =  Qr*d0dr 

für  da  als  Element  des  Körperwinkels  und  folglich 

b 

F=»  itnjqrdr  =  ^, 

a 

wenn  a  und  h  den  inneren  und  äusseren  Radius  der  Schicht  bedeuten.    Für  die 
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Punkte  des  AuRsenraumes  ist  ß  «-  0,  weil   F  fQr  s  =»  oo   yerschwinden  mius.   Ei 

bleibt  demnach   F  =»  —  und  da  sF  sich  für  wachsende  s  der  Masse  m  als  Grenie 

.  8 

tn 

nähert,  so  muas  a  =  m  sein.     Demnach  ist  F  =«  — , 

8 


h 
m 

a 

Die  Derivirten  von  F  nach  x,  y,  z  sind: 


4jr  /  gr^dr. 


dv 

m 

X 

dv 

m 

y 

aF 

m 

^ 

ex 

8^ 

8    ' 

cy 

s« 

'    8' 

dz 

«« 

s 

und 

folglich 

X« 

s^nix 

1 

y  = 

sfimy 

1 

z  = 

s 

fitnz 

P=. 

Die  Schicht  zieht  einen  Punkt  des  Aussenraumes  so  an,  als  ob  ihre  Masse  im 
Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Für  einen  der  Masse  angehörigen  Punkt  ist  die  Differentialgleichung: 

d*V  ,     2    dV 
Sie  geht,  wenn  man  sie  mit  s'  multiplicirt,  über  in 

f.  (••  s  -  -  -.- 

und  liefert,  wenn  man  von  5  =  a  an  integrirt,   für  welchen  Werth  F«=«  p,  al* 

cV 

— -  =  0  ist: 


rs 


s*  3—  =- —  4jr    I  QS^ds. 
ds 


9 

—  4jr    I  QS'^f 


a 


Hierin  bedeutet,  da  q  mit  8  variirt,  die  rechte  Seite,  abgesehen  vom  Zeichen,  <He 
Masse  einer  Schicht,  welche  zu  Radien  a  und  s  hat,   deren  äussere  Grenzfläche 

dV         •' 
also  durch  den  angezogenen  Punkt  geht.  Ist  ihre  Masse  m',  so  wird  ----a  —  Tt» 

ds  • 

d.  h.  eine  durch  den  angezogenen  Punkt  concentrisch  zur  Schicht  gelegte  Kng^' 

fläche  theilt  dieselbe   in  zwei  Schichten,  von  denen  die  äussere  nicht  auf  ^^ 

Punkt  wirkt,  während  die  Wirkung  der  inneren  dieselbe  ist,  als  ob  ihre  Mtf*^ 

im  Mittelpunkte  concentrirt  wäre.    Dies  harmonirt  mit  der  vorigen  Untersnchno^i 

indem  für  die  erstere  Schicht  der  Punkt  ihrem  inneren  Hohlräume  angehört 

dV         • 

Für  einen  inneren  Punkt  einer  homogenen  Vollkugel  folgt  ans  -=—  b*  •"  -^ 

ds  • 

dV 
wegen  m  =  ^nqs*  der  Werth  -,-  =  —  i»^«,    d.  h.   die  Atiractionskrafi  W 

US 

proportional  der  ersten  Potenz  des  Abstandes  des  afßcirten  Punktes  vom  MittelpuBl^i 

§.  13.  Wir  wollen  zeigen,  dass  die  §.  9  für  das  Potential  des  homogenen 
Ellipsoids  in  Bezug  auf  einen  inneren  und  einen  äusseren  Punkt  gefundenen  Abb- 
drücke,  nämlich 

00 
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QO 

und  -^  /•/  x^  y*  z^     \  ds 

a 

S/^                iy'  z^ 

wo   ö  die   positire  Wurzel  der  Gleichtmg   ^  ? 1-  ^^ 1 — s— r—  =  l  und 

-^  ^  1/(1  H — j)  / 1  +  ^-ä)  (l  +  t)  '^*»  ^^^  Bedingungen  des  §.11  genügen. 

Zunächst  liefert  die  Differentiation  der  Gleichung 

_?*  _  _j f       ,        «'_  ^  . 

a«  +  (?  "^  (3-*  4-  a  "^  y'*  +  (? 

die  Grössen   ^—  .    ^— ,    ^c- ,   nämlich : 
dx^  dy     dz' 

j  d0  2x  d0  2y  .  d0  2z 

dx^  a*  +  a'        äy""^M-~ff*        dz'^Y^-Fi' 
Trenn 

;  _  ^ L  y*  _,  «' 

*  /^S     I     -,\2  "t"   fOi     I     ^\2      l" 


{cc^  +  oy    •    (p*  +  <r)«    '    (y«  +  <r)« 

Die  Differentiation  des  Potentials  V  für  den  inneren  Punkt  gibt  unmittelbar  de 
Werth : 

dV  r      äs 


""jc^ 


dx  J  (a*  +  a)D' 

0' 

i^ährend  die  für  den  äusseren  Punkt,  weil  auch  a  veränderlich  ist,  liefert: 
BV  r      ds         ,        /^    /V,  x^  y*  z*    \ds\d0 

a  a 

Kach    einem  bekannten   Satze   über   die  Differentiation  bestimmter  Integrale  ist 
über  allgemein: 

6 

^-  l^{8)ds==  —  '^{p). 

a 

Daher  wird  im  vorliegenden  Falle  der  zu  suchende  Differentialquotient  nach  a 
gleich 


A  X«  y\     __     'z\\       1 


lind  verijchwindet  vermöge  der  Definitionsgleichung  für  a  und  da  ^      nicht  unbe- 
stimmt  wird,  so  bleibt  auch  für  den  äusseren  Punkt 


dV  ^  r      ds 


J\ 


dx  '^"'    J  ia^  +  8)D 

a 

Dass  die  Ausdrücke  für  V  und  ^ ,  sowie  die  analog  gebildeton  für  x- ,  k— 

continuirliche  Functionen  von  x,  y,  z  für  den  inneren  sowohl,  wie  für  den  äusseren 
Punkt  sind,  erhellt  aus  denselben  unmittelbar,  ebenso  dass  die  Continuität  beim 
Durchgänge  des  Punktes  durch  die  Oberfläche  des  EUipsoids  nicht  unter- 
brochen wird. 
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ex 

z'  ^J  oder  ako  auch  IF 

imi 

(j^ewuae  Grenzen  gebonden 

und,  bewahrheiten  nch  f&r  den  innereo 

Paakf.  anttitt^llMr,  denn  es  üt 

also 

"<"/ 

imd 

^htftk90 

0 

<  ^Jc 

■ß 

u 
ds 

0 

nnd  e»  iftt  ^  an  die  Gröne  der  Halbaze  des  Ellipeoidi,  welche  in  die  Bichtong 
Ap^  X'Axe  fäUt,  al«  Grenze  gebunden.  Um  sie  aber  för  einen  änsserra  Punkt 
za   v^nificiren,  sei  l  die  kleinste  der  drei  Ualbaxen  a^  ß,  y  des  ElHpsoids.  Ei 

ist  dann  vermöge  JJ  =-  aßy  >^(ä»"+  8)  tf*  -f^Hy*  +  <)  >  «(Jy  (i*  +  <)* 


F<*^« 


d.  h. :  o 

y       2nQaßy 

ferner  i*t  absolot  genommen: 


1   ^^^o         «      /•       rf« 


d.  li. :  « 

1    ^F  47r9a^y 

X   iOx         3(i*"+ff)** 
Nun  erhält  man  aus  der  Gleichung  für  0  hierza  r  <*  1  und  hiermit  wera> 

wnlcho  Ungleichheiteu  ihre  Gültigkeit  bewahren,  wenn  auch  x  und  damit  f  im 
Unniidiicho  wächst. 

Um  zu  zoigtMi,  doHs  die  Ausdrücke  für  Tauch  der  Laplace-Poisson^scbB* 
Gloichung  genügen,  hat  man 


(ix^  ^^  J  (a^  +  s)I) 


MOWl«* 

oe 


().v*  -"     ^^^  J  („« + j)  />  +  („«■:]_  <y)  7>„  •  ä« 

und  daher  mit  Hülfe  der  luialog  gebildeten  Ausdrücke  einerseits  für  den  imifl^ 
Punkt: 

c';r***   f»y«'^rf«  ""  "     "'^J  ^^«"4.  »  1"  |j«  4.  i  "*"  y,  ^  ,^  j,  . 


0 


ITli,,  Cap.  Slll,  §.  U.      Totentiale 
I  ist  aber 
folgUcb,  da  /)  für  s  - 


1  Flilchen  tmil  Linien. 


Ji-^ 


ß-  +  .e,^,-  +  . 


P"  +  ■  ^  y"  +  • 

veraohwindet: 


l>~ 


Daher  wiril  dio  rechte  Seite  der  Gleichung  fflr  den  inneren  Funkt  — -Inp,  wio 
e»  die  Poiaion'iche  Gleichung  verlangt.  In  Betreff  der  Gleichuug  für  den 
äniBeren  Pnnkt  bat  man  verrnftge  der  eu  Anfang  dieser  Untersuchung  aufge- 
■tellten  It«Utionen: 


I 


-' 


2« 


■  +  .rf 


;  + 


+  ,•  +  .  8 


I »_ 


ir+7 


=  4f. 


fher  wild  der  vom  IntegraIxeichtiD  freie  Beetandtbeil  auf  der  rechten  Seite  gleicli 
Der  eiste  Beatandtlieil  ist  aber 


-'"jy+.+-/+,+A 


1) 


IL 


B,. 


I  vird  mitbin  fQr  den  äaBseren  Punkt  die  Laplace'eche  Oleichnng  erfüllt 
Man   bemerke,   daas  die    zweiten   Derivirten   der   i'otentialanadtficke   anf  der 
rfläcbe  des  Ellipsoids  nicht  zoaammen&llen. 

%.  )4.  Nai'h  Behandlung  des  Potentiala  von  Massen,  welche  im  Raunte  von 
:  Dimensionen  vertbeilt  sind,  würden  wir  zu  dem  Potentiale  der  maaeig  ge- 
litten Flil«hen  nud  Linien  fortzuach reiten  haben,  Bei  Fliiehen  zeigt  sich,  das» 
eita  die  ernten  Derivirten  des  Potentials  nach  den  Coordinuten  des  angezogenen 
^bte«  beim  Durchgange  dnrch  die  Fläche  diacontinuirlicb  werden  und  mit  ihnen 
I  Componenten  der  Kraft.  Wir  können  übrigens  die  Untersuchung  der  Fläcben- 
I  Lioienpotentiale  nicht  in  den  Bereich  nneeres  Lehrbuehea  sieben,  aondern 
weisen  in  dieser  Hinsicht  auf  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf 
verkehrten  Verliältnjsä  de«  Quadrates  der  Ratferuung  wirkenden  An- 
ittunga-  und  Abstossungekräfte,  Art  lä  u.  s,  w  ,  riitti»ius,  die  Potential  Function 
1  das  Potential.  3.  Auä.  Leipsig  1S77.  Moigno,  Lr^ong  de  mecanique  iinu- 
ique  p.  b62. 

Ebenso  müasen  wir  eine  groase  Aniabl  von  S&tzen  über  KOrperpotuutiale, 
Uchs  Oaast  und  Cbasles  gefunden  baben,  Qbergehen;  man  vgl,  neben  der 
poaa'fohan  Abhandlung  auch  die  Gauea'ache  LSsnng  dea  Attractionsproblema 
I  EIlipHOida  (Theoria  attracliiMti»  corjxfmm  gphaeroidieorwtt  homogeneorutn  mt' 
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thodo  nova  tractata,    Gauss'  Werke,  B.  5,  S.  1  u.  279),  sowie  Jullien,  probUma 
de  nUcanique  rationelle,  T.  II,  p.  307. 

Dagegen  wollen  wir  der  Anziehung  zweier  räumlich  ausgedehnter  Massen  auf- 
einander noch  in  Kürze  gedenken. 

Wir  wollen  annehmen,  zwei  unveränderliche  Systeme  27,  Z'  wirken  gegen- 
seitig aufeinander  ein ,  sodass  jeder  Punkt  P  des  ersten  auf  jeden  Punkt  P'  des 
zweiten  und  umgekehrt  jeder  Punkt  P'  des  zweiten  auf  jeden  Punkt  P  des  ersten 
wirkt;  die  Kräfte,  welche  diese  Eitpwirkungen  darstellen,  sollen  an  Intensität 
gleich,  dem  Produkte  beider  Massen  und  einer  Function  der  Entfernung  beider 
Punkte  proportional,  dem  Sinne  nach  aber  entgegengesetzt  sein.  Sämmtliche  an 
den  Punkten  des  Systems  Z  wirkenden  Kräfte,  welche  von  den  Punkten  des 
Systems  Z'  herrflhren,  rednciren  wir  für  irgend  einen  Punkt  0  (Fig,  98)  des 
Raumes  auf  ihre  Resultante  B  und  ihr  resultirendes  Paar  H.    An  allen  Punkten 

des  Systems  Z'  wirken  dieselben  Kräfte,  nur  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  genommen;  wir  wollen  auch  sie  für  den- 
selben Punkt  0  reduciren  und  erhalten  hierdurch   eben- 
falls eine  Resultante  R'  und  ein  resultirendes  Paar  H\ 
Pt  und  B!  sind  an  Grösse  und  Richtung  gleich  B,  und  Hy 
dem  Sinne  nach  jedoch  entgegengesetzt.  Führt  man  daher 
die  Construction  für  die  Centralaxe  aus,  so  erkennt  man, 
dass  die  Centralaxen  für  beide  Systeme  in  dieselbe  Gerade  fallen  und  dass  die 
Paare  7/y,  H'^,  welche  ihr  entsprechen,  entgegengesetzt  gleich  sind.    Hieraus  er- 
gibt sich  der  Satz: 

Die  Kräfte,  mit  welchen  die  Massen  zweier  veränderlicher 
Systeme,  deren  Punkte  sich  proportional  dem  Produkte  ihrer  Massen 
und  einer  Funktion  der  Entfernung  anziehen  oder  abstossen,  aufein- 
ander wirken,  sind  äquivalent  zweiResuIt an ten  12,  jß'  und  zwei  Kräfte- 
paaren H^y  Hq  und  zwar  sind  die  beiden  Resultanten  gleich  an  Inten- 
sität^ entgegengesetzten  Sinnes  und  fallen  in  dieselbeGerade, nämlich 
die  gemeinschaftliche  Centralaxe  beider  Systeme  und  haben  die 
beiden  Paare  gleiche  Momente,  aber  entgegengesetzte,  der  Central- 
axe parallele  Axen. 

Die  Kraft  R  kann  man  in  jedem  Punkte  der  Centralaxe  angreifend  denken, 
ebenso  die  ihr  gleiche  und  entgegengesetzte  M'.  Nun  kann  man  fragen,  in  wel- 
cher Entfernung  von  einander  die  Massen  M,  M'  der  beiden  Systeme  in  zwei 
Punkten  vereinigt  gedacht  werden  können,  wenn  sie  sich  mit  den  Kräften  22,  i^ 
anziehen  oder  abstossen  sollen.  Ist  9  (r)  die  Function  der  Entfernung,  welche 
dem  zu  Grunde  liegenden  Attractionsgesetze  entspricht,  so  hat  man  r  aus  der 
Gleichung  BMM'fp{x)  =  R  zu  suchen.    Für   die   Newton' sehe  Attraciion   ist 

tp  (r)  =  -y ,   also  5 —  =»  ii,  mithin  r  =  1/  -    ^ —  .    Demnach  kann  man 

sich  die  Wirkung  der  beiden  Systeme  aufeinander  vorstellen  als  die 
Wirkung  zweier  Punkte  aufeinander,  in  welchen  die  Massen  der 
Systeme  concentrirt  gedacht  werden,  beide  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Centralaxe  liegend,  in  Verbindung  mit  zwei  entgegengesetsten 
Kräftepaaren  von  gleichen  Momenten  und  Axen  parallel  der  Central- 
axe. Die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Systeme  ist  also  eine 
translatorische  und  eine  rotatorische,  beides  bei  beiden  in  ent- 
gegengesetztem  Sinne. 
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I  In  begonderen  Fällen  kOnnen  die  beiden  Paare  TeTBcbwindeD,  sodass  bleu  die 
bädeii  Rebaltaoteii  äbrig  bleiben.  Dies  tritt  ein  I,  wenn  eines  der  Systeme  sieb 
pof  einen  einsigen  Punkt  reducirt;  2.  wenn  eines  der  Systeme  eine  bomogene 
odei  coucentriBeh  geschicbtete  Engel  ist  (denn  die  Keeultante  der  Kräfte,  mit 
walclieD  ein  Punkt  der  nicht  kagelßrmigen  Masse  aut  die  Elemente  der  Kngel 
wiikt,  gebt  dnrcb  den  Kugelmittelpunkt,  folglich  anch  R  als  die  Hesultante  aller 
dieser  Bemiltantan).  —  Sind  die  Massen  zwei  Kugeln  von  der  eben  erwähnten 
Beacba-Senheit,  so  findet  dasselbe  doppelt  statt.  Die  Kugeln  wirken  aufeinander 
bltw  tranBlatoriscb,  wie  wenn  ihre  Maseea  in  ihren  Mittelpunkten  vereinigt  wUren. 
Wir  wollen  jetst  annehmeu,  die  beiden  Sjuteme  wirken  aus  sehr  grosser  Knt" 
fernung  auf  einander.  Je  weiter  sich  £'  von  S  entfernt,  desto  mehr  nä.bera  sich 
die  BicbtungoD  der  an  £  angreifenden  Kräfte  dem  Paralleliemus  und  reduciren 
"  üch  dieselben  immer  mehr  auf  eine  blose  Kesnltante  S,  welche  durch  den  Mitfel- 
mkt  der  parallelen  Kräfte  hindurchgeht ;  um  eo  mehr  nllhert  sich  also  das  Paar 
,  der  Null.     Äehnlichea  gilt  vom  System  S'.     Daher  der  Satx; 

Je  weiter  sich  zwei  Systeme  von  einander  entfernen,  desto  ge- 
Bger  ist  die  drehende  Wirkung,  welche  sie  aufeinander  ausäbeu 
id  um  so  genauer  f&llt  die  Hichtuug  ihrer  anziehenden  oder  ab- 
OBienden  Wirkung  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte   ihrer 

Tgl.  über  die  hier  aufgestellten  Säti«:  Schell,  Ueber  die  Reducdon  der 
ttractionskräfte  zweier  Massen  (Schlörailcb's  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phys,  B.  UI, 
»8,  8,  80.) 

%.  15,    Man  kann  die  Untersuchung  der  Newton'echen   Ättraction   zweier 

uiensysteme  S,  S'  auf  einunder  von  einer  Grösse  abhangig  machen,  welche  daü 

otential   V  beider  Massen  aufeinander  genannt  wird.     Ist  nämlich  r  der 

id  tweier  Hassenelemente  dm,  dm,  deren  Coordinaten  x,  y,  t;  x,  y ,  i 

lOgen,  wodurch  r*  —  (i  —  i)'  +  (;/  —  y')'  +  ('  —  »')'  wird,  so  ist  diese 


ibet  von  den  Integrationen  die  eine  über  21,,  die  andere  Ober  E'  anosudebnen 
,  nm  den  Zusammenhang  von  V  mit  den  Componenten  X,  X,  Z  der  Besul- 
iten  R  und   L,  M,  N  dos  reaaltirenden  Paares  H  aller  an   S  angreifenden 

Ifte  sn  erkennen,  drücken  wir  die  ÄequivaleuK  aller  AniiehungakrUfte  t  -      ,  -  - 

t  It  und  H  oder  das  Gleichgewicht  iwischen  ihnen  und  —  X,  —  1',  —  Z; 
L,  — M,  —N  mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen  Gescbwindigkeilen  ans. 
in  ist  die  virtuello  Arbeit  der  Attractionskraft,  welche  am  Elemente  dm  angreift, 

dek j —  ■4r,  wenn  dr  so  Tenitanden  wird,  dass  in  r  bloa  x,  y,  s  sich 

l«ni,  oder  also  9  (—\  fdmdm  und  die  Summe  aller  dieser  virtuellen  Arbeiten 
mithin   '    /    /  ^  (     {■'Imdm   oder  iBV.    Sind  ferner  d{,  dt),  d^  unendlich 

line  Verechicbungeii  parallel  den  Axen,  d9,  d9',  d9"  unendlich  kleine  Itotations- 
iplitadeu  um  Axcn  parallel  denaelbeu,  so  wird 

-Ä',d£-  Y,iii~Z,'t -!■»»-  M09'  -  A'et>" 
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die  virtuelle  Arbeit  yon  B  und  H  darstellen  und  wird  man  haben 

iSV^  XSi  +  YSri  +  ZSi  +  L9t  +  M99t  +  Ndt". 

Es  stellt  demnach  die  Aenderung  des  Potentials  beim  üeber- 
gange  des  Systems  aus  einer  Lage  in  die  unmittelbar  folgende  Lage, 
multiplicirt  mit  der  Kraft,  welche  zwischen  zwei  Masseneinbeiten 
in  der  Einheit  der  Entfernung  wirkt,  die  Elementararbeit  aller  am 
System  angreifenden  Attractionskräfte  dar. 

Das  Potential  V  hängt  nun  yon  den  Dimensionen,  der  Massenyertheilnng  und 
der  relativen  Lage  beider  Systeme  gegen  einander  ab.  Ist  O  (£  17  {)  irgend  ein 
Punkt  yon  27,  (X  iSrif^)  ein  anderer  von  2^  und  sind  (Xf*»),  (iVO»  (^'V"0  di« 
Richtungen  dreier  in  Z  fester,  durch  0  gehender  Axen,  sowie  (1,  f^fr,),  (!',  f»',  »i), 
(ifiti^v")  die  Richtungen  dreier  solcher  durch  0'  gehender,  £'  angehöriger  Axen, 
so  ist  V  eine  Function  von  £,  17,  £;  f',  17',  C  und  yon  sechs  Winkelgr<>B8en,  welche 
aus  den  l  und  fi  gebildet  werden  können.  Ertheilt  man  nun  dem  System  E  vir- 
tuelle Verschiebungen  parallel  den  absoluten  Coordinatenaxen ,  so  &ndem  sieh 
i,  fij  t  und  ergibt  sich 

'h"^'     'ä^"^'     'al"^' 

indem  in  der  Gleichung  der  virtuellen  Arbeit  jedesmal  alle  Verschiebungen  bis 
auf  eine  verschwinden.  Ebenso  wenn  dem  System  nach  und  nach  drei  Rotationen 
um  Axen  parallel  den  Coordinatenaxen  ertheilt  werden: 

•ä^"^'      'FF"-*^'      'dW"^' 

wo  aber  die  hier  bezeichneten  Differentiationen  in  solche  nach  den  drei  Winkel- 
grössen,  welche  die  Lage  von  £  bestimmen,  umzusetzen  sind. 
Uebrigens  erhält  man  unmittelbar: 

X  -  ,JC-'-=ji  dm  dm',       L  =  ^Jp'  7.  ^''  dm  dm', 
Y  =  ,JJ'yj=^'.  dm  dm',       if  =  ,fJ'l^L^^  dm  dm', 

Z  =  ,fJ-L^  dm  dm',       N  -  ,CC^'^=J^  dm  dm', 

Die  Bedingung^  dass  die  Paare  verschwinden,  ist: 

LX+  MT+NZ^  0. 

Ein  hierher  gehöriges  Beispiel  bietet  die  Attraction  zweier  homogener  Ellip- 
soide  dar  (vgl.  Mertens,  Crelle's  Joum.  B.  63,  S.  360).  Dirichlet  gibt  in  der 
§.  9  citirten  Abhandlung  am  Schlüsse  Andeutungen  fiber  die  Behandlung  dieser 
Aufgabe,  hat  aber  darüber  nichts  weiter  mitgetheilt 

§.  16.  Bei  der  Fülle  des  Stoffes,  den  unser  Buch  zu  bewältigen  hat,  dürfen 
wir  die  Theorie  der  Attraction  nicht  weiter  verfolgen,  müssen  uns  vielmehr  mit 
der  Angabe  der  nothwendigsten  Literatur  begnügen.  Der  Gegenstand  ist  mit 
einer  gprossen  Zahl  von  Gebieten  der  mathematischen  Forschung  aufs  Engste  ver- 
knüpft, mit  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  und  der  allgemeinen 
Functionentheorie,  mit  der  von  Lam^  und  in  neuester  Zeit  von  Somoff  sorgflÜtig 
studirten  Theorie  der  Differentialparameter,  mit  der  Electrostatik  und  Electro- 
dynamiky  der  Theorie  der  Elastidt?^  ^-^  '^»»me  und  des  MagnetismiiB,  mit  der 


I 
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Theorie  der  Gestalt  der  Erde  u,  s.  w.    Ee  verdient  aber  inabesoadere  hervor- 

K«bobeu   tu   werden,    dass  die   gan^e  Attraction stheorie   auf   einL>r   geoaietrisclieD 

Urundlage  anfgebaut  werden  kann   ond  die   compUcirtcBten  Betraohtungen  der- 

Iben,  wdcbe  den  Inhalt  der  Oreen'»chen  Sätee  bilden,  nicht  unmittelbar  an  die 

ntetlung  von  Krilften  geknüpft  zn  nerden  brauchen.     Eg  bat  dies  iaBbeaondere 

uoff  im  3.  Bande  seiner  theorotiscben  Mechanik  gezeigt. 

Wir  fahren  noch  eine  Reihe  von  Arbeiten  an,  au  welche  sieb  in  der  einen 
)r  anderen  Riebtang  ein  Portachritt  der  Attractionetheorie  anknöpft. 

Laplace,  {Mecan.  Celeste,  1.  II,  §.  U..  die  partielle  Differentialgleichung 
Ordnnng  enthaltend).  —  PoisBou'a  Gleichung  (Bh/Ww  de  la  sociüi phüoma- 
M,  T.  III,  p.  .168).  —  Green,  An  egsai/  on  Dir  appUcalUm  of  mathematical 
talysii  to  ihc  tlicories  of  electricily  and  magnetism.  NottJugham  182ä,  abgedmckt 
it  kurxsr  Biographie  und  anderen  einleitenden  Notizen  von  Tbomaou  in  Crelles 
imal  Bd,  39.  p.  73;  44,  p.  356;  47,  p.  IGl  u.  195.  Von  Green  röhrt  der  Name 
tsntial  her.—  Gause,  Allgemeine  Lehrsätze,  s.  oben  8.328.  —  Chasleii,  Mf- 
ire  »ur  Vattraction  iTuntr  conche  fUipsoidale  infinimenl  minee,  ft  It»  rapjiorU  qui 
'  liet*  mtre  eelle  attrctelion  f.l  Its  Uns  de  la  ebaleuT  en  moavrmenl  dim»  «n  cm-pg 
ijuäibrt  dt  Umpiratitre.  Jonm.  de  Vicole  poiyietfin.,  Cab.  85.  p.  266  (18.^7)i 
tOttc^  de  dcux  tkeorima  generaux  nur  VatlTaction  des  corps  et  la  Ih^orie  de  la 
Jeur.  Coniptes  rendua  1839;  Thenrimtg  ghtdraus'  sur  Vattractio»  des  corpa.  Addit. 
Ja  connatM.  des  tnnps  p.  Van  1845  (puW.  m  1843).  —  Diriohlet,  ««r  um  moi/en 
i&al  de  «Mfier  Vt-xpreasion  du  poteniiel  rtiatif  &  tme  masst  giielcimgne,  homoghte 
häirogine,  Crelle'»  Journ.  Bd.  82,  p.  80.  —  DeBpeyrons,  Mecherclies  «ur  Its 
•facti  isothftrmrs  et  sw  ratlractiim  des  elUpioides  (Grelle'«  Jonm.  Bd,  81, 
186),  —  Stnrtn,  Note  sur  titt  memoire  de  JH.  Ghasles  (Journ.  dt  malh.  T.  VI!. 
345).  -  Thomson,  Note  »ur  la  theone  de  futtraction  {Journ.  de  maih.  T.  IX. 
S8B}.  —  LioDvilla  [AddU.  ä  la  comtaiisance  des  Umps  p.  1845).  —  Hriot, 
r  raUraetion  (Journ.  de  math.  T.  SI,  p.  174).  —  Heine,  Beitrag  unr  Theorie 
r  Anaiehung  und  der  WiLrme  (Crelle's  Jonrn.  Bd.  •i<>,  p.  185;  Theorie  der  An- 
bnng  des  EllipBoids,  ebend.  Bd.  43,  p.  70),  —  Weingarten,  j'.ur  Theorie  dea 
teotiali  {Crelle's  Jonm.  Bd.  49,  p.  367),  —  Amsler,  Zur  Theorie  der  Aa- 
Jtnng  und  der  Wiirme  (Grelle'«  ,1outd.  Bd,  42,  p.  316;  neue  geometrische 
gniMihalt  der  Niveaafläcbeti,  Bd,  42,  p.314).  —  Scbeibner,  Ueber  das  Flüchen- 
(Crelle'B  Jonm.  Bd.  64,  p.  77).  —  Christoffol,  Zur  Theorie  der  ein- 
ligaii  Potentiale  (Crelle's  Journ.  Bd,  64,  p,  3S1).  -Roch,  Ueber  eine  Trana- 
ktion  de«  Potentials  (Crelle's  Jonm.  Bd.  63,  p.  9).  —  Kroneuker,  Zur 
(Crelle'a  Journ.  Bd.  70,  8,  24U).  —  Grünwald,  Zur  Theorie 
■  PotentiaU  (Schlömilch-a  ZeiUcbr.  f.  Math.  n.  Phys,  B.  14,  8,  521).  -  Neu- 
kaB,  Ueber  die  Integration  der  Gleichung  J^  =  0  (Crello'a  Jonm.  B.  69, 
S8S — 366).  Zur  Theorie  des  Potentials  (Mathem.  Annal.  B,  11,  8.574;  ReTisiou 
rigcr  SBtie  ans  der  Theorie  des  Newton'scben  Potentials  (Ebendaa.  B.  III,  8.  43411 
viaiun  einiger  S&tie  ans  der  Theorie  des  logaritbmisebeD  Potentials  (Eheodas. 
III',  B-  325);  Zni  Theorie  dea  logaritbmiscben  und  Newtou'Bcben  Potentials 
traidae.    B.  II,  S.  5B8).    —    Scbwarx,    lieber   die   Integrution    der  partiellen 

brsntüUgleiuhuug     — ,  -f 
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(Math.  Annal.  B.  I,  S.  1).  —  Eötteritzsch,  Zur  Potentialtheorie  (Sc hl ömi Ich *8 
Zeitschr.  f.  Mathem.  n.  Phys.,  B.  17,  S.  232  o.  267);  Beitrag  zur  Mechanik  ellip- 
soidischer  Körper  (Ebendas.  B.  18,  S.  252);  über  das  logarithmische  Potential 
(Ebendas.  B.  20,  S.  341).  —  Me atzner,  Untersuchangen  im  Gebiete  des  logarith- 
mischen Potentials  (Mathem.  Annalen  B.  8,  S.  319 — 358). 

§.  17.  Noch  wollen  wir  aufmerksam  machen  auf  die  üntersnchungen  über 
Linien  und  Flächen  gleicher  Anziehung,  nämlich: 

Birst,  On  equdlJy  attracting  hodies  {Phü.  Magazine,  IV.  Ser.,  VoL  18  [1857 J, 
pp.  306  —  324;  Vol.  16  [1868],  pp.  161—177,  266—284);  Note  8ur  les  Corps  qui 
exercent  des  attractions  egales  sur  un  point  mcUiriel  {Comptes  r.  T.  XL  VII  [1858], 
pp.  274—276). 

Auch  möge  noch  auf  einige  Au%aben  hinsichtlich  der  Transformation  des 
Potentials  und  gewisser  mit  dem  Potential  in  Verbindung  stehender  Flächen  hin- 
gewiesen werden: 

Didon,  Questions  1156  et  1158  in  den  Nouv.  annaUs  de  MatfUm.  II.  Ser., 
Vol.  14  (1876),  p.  94  mit  den  Lösungen  von  Durrande,  Vol.  15  (1876),  p.  226 
und  Morel-Blanc,  ibid.  p.  41. 

Ebenso  auf  gewisse  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima: 

Schellbach,  Welche  Gestalt  muss  ein  Körper  haben,  wenn  er  auf  einem 
Punkt  seiner  Oberfläche  die  stärkste  Anziehung  ausüben  soll?  (Mechan.  u.  math. 
Probleme;  Progpr.  des  Friedrich- Wilhelms-Gymn.  zu  Berlin,  1845.) 

Wir  wollen  eine  Bearbeitung  des  Inhaltes  der  Schellbach' sehen  Abhand- 
lung über  die  Körperform  der  Maximalanziehung  einer  homogenen  Masse  hier 
anfügen. 

Man  nehme  an,  der  Punkt  A  (Fig.  99),  die  Masseneinheit  enthaltend  sei  der 
Anziehung  aller  Punkte  des  Raumes  nach  dem  Gesetze  x  :  r«  unterworfen,  wo  r 

den  Abstand  eines  anziehenden  Punktes,  x  die  An- 
ziehung in  der  Entfernung  gleich  Eins  und  n  irg^d 
eine  Zahl  bedeute.  Auf  dem  Strale  AB  wird  es 
dann  in  der  Richtung  AB  nur  einen  Punkt  B  geben, 
welcher  A  mit  einer  Intensität  anzieht,  welche  gleich 
der  Entfernung  AB  ist.  Ist  a  der  Abstand  dieses 
Punktes  von  A,  so  muss  er  der  Bedingung  %:a*^ma 
oder  a"+i  «»  x  genügen. 

Errichtet  man  in  B  eine  Ebene  senkrecht  auf 
■ff  AB,  BO  wird  man  ebenso  auf  allen  Stralen,  welche 
von  A  nach  den  Punkten  D  dieser  Ebene  führen, 
Punkte  C  so  finden  können,  dass  die  Anziehungkraft 
TOn  C  in  Bezug  auf  A  gleich  AD  ist.  Bildet  der 
Radiusvector  AC  '^  r  eines  solchen  Punktes  C  mit 
AB  den  Winkel  ^,  so  wird  wegen  AD  •  cos  ^  =  a 
die  Gleichung  x  :  r»  bb  a  :  cos  ^  oder  mit  Rücksicht 
auf  X  =  oM-i  die  Gleichung  r»  =>  a»  cos  0"  die  Ro- 
tationsfläche darstellen,  welche  alle  solche  Punkte  C  enthält.  Diese  Fläche  geht 
durch  A  und  B  hindurch  und  ihr  Meridian  ist  die  Curve  (x*  -f  y')»H-i  «■  a*»a;*  vom 
Grade  2  (n-j- 1)  in  Bezug  auf  ^B  als  a;-Aze  und  die  in  ^  zu  ihr  senkrechte  Gerade 
der  Schuittebene  als  y-Axe.    Die  Kraft  AD^  mit  welcher  C  den  Punkt  A  an- 


If 


Fig.  99. 
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facht,  xerlilllt  in  zwei  Componenten,  eine  fjleiob  A  B  '^  a  und  eine  dazn  seuk- 
pchte  gleieh  Bli.    Daher  ist  die  RolationHfläohe  der  Ort  aller  Punkte  C,  welche 
r  BifLluBg  AS  mit  derselben  Cowpimente  a  aogreifen. 
n  CS  1  ist  die  Meridiantorve  der  Ereis  r  ^^  a  cos  9  nnd  die  RoUttions- 
Lcbe  die  Kugel  vom  Durchmeaser  AB;^  für  n  =  2  nimmt  aie  die  Gcat«It  (Fig.  99) 
1  nnd  kium  ihre  Gleichnng  r'  ^=  a'  cos  9  leicht  Cänatrnirt  werden,   indem  raan 
9  Bchreibt:  r*  =  a  ■  a  coa  &.     Ein  Kreis  um  ,1  mit   dem  RadiuH  a   Bcbneidet 
ilicb  den  uuler  dem  Winkel  9  gegen  AJi  geneigten  Stral  AC  ia  E  bo,  duB 
e  fiojectioD  von  A  E  auf  AB  gleich  AK  ^  a  cob  9  wird  nnd  ein  weiterer  Kreis 
r  JS  als  Durcbmesser  trifft  das  Perpendikel  EK  ia  F  ao,  dasB 
AF*  =.fl    .äÄ  =  o'coB&  =  r" 
Daher  ist  AF  ^=  AC  aaf  AD  alt  Redinavector  r  anfzntragen.    Die  Cnrve 
i  vom  6.  Grade. 

Die  Botationefläche  r"  >m  n"  coi  9,  der  Ort  aller  Punkte  des  Ranmea,  welche 

D  der  Richtung  ^£  mit  derselben  Kraft  a  anziehen,  acheidet  diejenigen,  welche 

in    dieser   Richtung   stärker   anziehen,    von   denen,   deren   Wirkung    auf   ilin 

^ehw&ober  iat.    Eratere  liegen  im  Innenranme,  letztere  im  Änsaeiiraume  der  Flilcbe. 

Bringt  tDan  daher  eine  gegebene  homogene  Maase  M  in  dr>n  Innenraum,  aodaas 

na  denselben  continuirlich   erfüllt   und  dabei   homogen  bleibt,  während  sie  kq 

a  Behafe  vielleicht  eine  Condenaation  »der  Dilatation  erleiden  mnas,  ao  zieht 

B  den  Punkt  A   der   Axe  AB   mit  einer  Kraft   an,    welche  grösser  ist,   ala   dio 

iziebong,   welche   aie   anaüben  würde,   wenn  sie   bei  derselben   Dichtigkeit,   mit 

nlchei   aie   den   Innenraum   der  Flüche   erföllt,   in  irgend   eine   andere  Form  ge- 

3ht  wurde.     Denn  da  die  Dichtigkeit  keine  Aenderuug  erleiden  soll ,  bo  ist  mit 

r  Aendernng  der  Form  nothwendig  ein  Anstritt  von  Masse  aus  dem  Innenraum 

1  Anaeentanm  verkoSptl.    Die  Ansiehung  der  Masse  hat  übrigens  die  Rieh- 

j  AS,  da  sämmtliche  Componenten  aenkrecbt  zu  AB  sich  paarweise  tilgen. 

FOr  die   Intenait&t  E  der  Anziehung  der  Maaae  M  in  der  Form  der  Fl&che 

M  9  ergibt  sich,  wenn  f  Ihre  Dichtigkeit  ist. 


1"  ;.«- 

■  e   f  Bin»  coa&£ja-    /r»-'< 


1  «  B>  a^+i  iat.    Man  aieht  zugleich,  daaa  die  ganze  Betrachtung  für  n  ^  3 
Seht  mehr  gilt,  indem  in  solchen  Fällen  daa  Integral  naeh  r  nnendlich  wird.  Die 
ihtigkeit  (f  er^bt  sieb  aua  der  Gleichung 


„  _    ?.f-^  +J^    ^        „„A    „l.„      ff ?_    M. 


=  2   wird   II  =    , 


SfMse   M   bei 
:t*oo    hat,  in 


der   Dichtigkeit  f ,    welcIiB   sie   in   der  Form   der   Maiimal- 
der  Form   einer  Kugel,  so   ergibt  sich  deren   Badiua  r   aua 
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4  4  iVl" 

der    Gleichung   M  =*  -^  »9»"'  =»  tt  «^o*>  nämlich  r  ^=  a  ]/  -^  -    ^^ie  Attraction 

B'  der  Kugel  auf  den  Punkt  A  ihrer  Oberfläche  wäre  R'  =  ^^-  ^  aM  J/26. 

Mithin  wird  ' 

-3/Ö7 
BiR'  ==>  1/  xr  =  1.02698. 


Gauss  gibt  dies  Resultat  an  in  seiner  Abhandlung:  Principia  generaiia  iheoriae 
figurae  fluidorum  in  statu  aequiUbrii  {CommentaU.  soc.  regiae  sc,  Goetting,  Vol.  VII 
[1830]  oder  Werke,  Bd.  V,  S.  31,  Anm.). 


XIV.  Capitel. 

Beduotion  der  Widerstände  von  Flächen  und  Curven. 

§.  1.  Wir  haben  bereits  mehrfach  des  Widerstandes  gedacht,  welchen 
Flächen  und  Curven  von  Systemen  gegenseitig  leisten  müssen,  wenn  sie 
durch  Kräfte  in  Berührung  erhalten  werden,  sei  es,  dass  letztere  sich  im 
Gleichgewichte  befinden  oder  Beschleunigungen  hervorrufen.  Es  wurde 
dabei  aber  vorzugsweise  der  Normalwiderstand  berücksichtigt  und  war  von 
der  tangentiellen  Componente  des  Gesammtwiderstandes,  der  Reibung,  nur 
vorübergehend  die  Rede.  Wenn  nun  auch  eine  umfassende  theoretische 
Behandlung  der  letzteren  und  insbesondere  ihre  Reduction  auf  Resultante 
und  resultirendes  Paar  bei  dem  dermaligen  Zustande  der  Wissenschaft  noch 
nicht  in  allen  Fällen  geleistet  werden  kann,  so.  dürfen  wir  dennoch  diesen 
Gegenstand  nicht  bei  Seite  schieben,  müssen  vielmehr  eine  Darstellung  der 
betreffenden  Lehren  geben,  welche  wenigstens  der  Hauptsache  nach  als 
befriedigend  angesehen  werden  darf.  Die  praktischen  Fragen  behandeln 
wir  dabei  nicht,  weil  wir  die  Gebiete  der  theoretischen  und  der  angewandten 
Mechanik  möglichst  scharf  scheiden  müssen. 

Sind  zwei  unveränderliche  Systeme  2^,  Z'  genöthigt,  sich  mit  Flächen 
oder  Curven  zu  berühren,  so  kann  dieser  Zwang  durch  Kräfte  dargestellt 
werden,  welche  zu  den  ohnehin  an  ihnen  wirkenden  Kräften  hinzutreten. 
Diese  Kräfte  heissen  Widerstände  und  zwar  sagt  man,  dass  an  £  Wider- 
stände angreifen,  welche  von  Z'  und  an  Z'  solche,  welche  von  £  her- 
rühren. Wie  auch  immer  dieselben  beschaffen  sein  mögen,  in  allen  Fällen 
werden  sie  an  jedem  Systeme  einer  Resultanten  und  einem  resultirenden 
Paare  äquivalent  sein. 

Wir  wollen  den  Fall  betrachten,  dass  beide  Systeme  2^,  ü'  sich  mit 
zwei  Flächen  S^  S'  berühren,  dass  die  Berührungsstelle  ein  einziger  Punkt  A 
sei  und  die  Kräfte  sich   im  Gleichgewicht   befinden,    wobei   übrigens  die 
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n  Buhe  oder  in  Bewegung  begriffea  eeia  künnon.  Sind  die  beiden 
Icban  glatt,  so  erfllhit  £  von  £"  ia  A  einen  Widerstand  R,  welcher 
I  tKngB  der  gemeinsanien  Normale  wirkende  Einzelkraft  ohao  KrSftepaar 
i  irelohe  die  Resultante  der  gegebenen  Krüfte,  welche  nathwendig  durch 
hindarchgehen  muss,  tilgt.  Ebenso  findet  dies  für  £'  statt.  Sind  da- 
;eu  die  aich  berlllirenden  Flachen  rauh,  so  wii'd  der  Widerstand  nicht 
mal,  viebnehr  kann  er  je  nach  Bescbalfenheit  der  ICiUfte  und  dem  Grade 
'  Bauhheit  der  Fläche  mehr  oder  weniger  gegen  die  Normale  geneigt 
wenn  die  gegebenen  Krfifte  nicht  einer  dnreh  den  Punkt  A  hin- 
nbgehenden  PJinzelhraft.  äquivalent  sind,  so  tritt  lu  ihm  noch  ein  Wider- 
id  leistendes  Paar  hinzu ,  welches  mit  ihm  zusammen  die  Gesammt- 
kling  von  £  auf  £  darstellt.  Nehmen  wir  an,  die  gegebenen  Krüfte 
n  einer  durch  A  hindurchgehenden  Einzelkraft  äquivalent.  Der  Fall, 
s  ein  Widerstandsiiaar  auftritt,  kann  aJlgemein  noch  nicht  behandelt 
rden,  wielmehr  muss  in  Bezug  auf  ibn  hei  jedem  einzelnen  Problem  eine 
lOndere  Methode  gesucht  werden.  Legen  wir  durch  die  Richtung  des 
lerstandes  und  die  Normale  eine  Ebene,  bo  zerfUUt  in  ihr  R  in  zwei 
cponeuten,  eine  in  der  Richtung  der  Normalen  wirkende,  den  Normal- 
«rsland  Ii„  und  eine  andere,  welche  in  die  Schnittlinie  dieser  Ebene 
;  der  Tangentenebene  in  A  füllt,  die  Reibung  it,.  Bei  glatten  Fl  liehen 
Igt  die  geringste  Aenderung  in  den  an  £  angreifenden  Krfiften  eine 
"Üge  Störung  des  Gleichgewichtei«  hervor,  sodass  Beschleunigung  eln- 
In  diesem  Falle  ist  IC  ^  II»,  7i^  ^  0 ;  bei  rauhen  Piächen  kann 
■  aber  jene  Kräfte  sich' ändern  lassen  und  es  ändert  dann  /(  seine  In- 
Üt&t  lind  Neigung  gegen  die  Normale.  Lassen  wir  jene  Kräfte  sich  so 
as  jR  in  derselben  Normalebeue  bleibt,  also  Rr  dieselbe  Richtung 
äer  Tange ntenebene  beibehalt.'  Je  mehr  sich  R  von  der  Normalen  ab- 
,  desto  grösser  wii'd  das  VerhSltnist^  R,  :  R„.  Bei  gegebenem  Rauhig- 
baaustande  in  der  Richtung  von  R^  wird  diese  davon  abhängige  Com- 
«nte  des  Widerstandes  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  trotz  der  Aenderung 
Kräfte  das  Gleichgewicht  zu  erhalten  vermögen,  über  jene  Grenze 
!r  wird  sofort  Beschleunigung  von  A  eintreten.  Aebniiches  gilt 
Aenderungen  der  KrSfte,  denen  entsprechend  li  auf  die  andere  ^eite 
Normalen  flillt  und  der  8inn  von  R^  sich  umkehrt.  In  der  betrachteten 
nalebene  lassen  sich  demzufolge  durch  A  üwei  Stralen  ziehen,  welche 
IQBSW-Bten  Grenzen  der  Richtung  des  Widerstandes  bezeichnen,  fUr  welche 
nlb«  aberhau|)t  noch  Gleichgewicht  herbeizuführen  im  Stande  ist.  Diese 
t«a  Straten  bestimmen  zwei  Paar  i^cheitelrSumo,  in  dereti  einen  die 
nale  ftUl.  Alle  Htralen  dieses  Scheilelranme»  sind  mögliche  Wider- 
lariehtiin^en,  in  den  underen  Scheitelraum  kann  der  Widerstand  nicht 
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Man  kann  sich  nun  die  an  £  angreifenden  Kräfte  auch  so  geftndert 
denken,  dass  R  in  andere  Normalebenen  fällt.  Da  für  jede  derselben  sieh 
die  nämlichen  ßetrachtongen  anstellen  lassen,  so  folgt,  dass  der  Berüh- 
rungspunkt A  der  Flächen  8^  S'  der  Mittelpunkt  eines  Kegels 
ist,  dessen  Erzeugungslinien  die  äussersten  Grenzlagen  des 
noch  möglichen  Widerstandes  der  Flächen  bezeichnen  und  des- 
sen die  Normale  umschliessender  Scheitelraum  die  Richtungen 
aller  möglichen  Widerstände  erhält  Dieser  Kegel  heisst  der  Bei- 
bungskegel  der  beiden  Flächen  im  gemein samen  Berührungspunkte.  Seine 
Beschaffenheit  hängt  ab  von  dem  Grade  der  Eauhigkeit  beider  Flächen. 
Er  ist  ein  gerader  Kreiskegel  mit  der  Normalen  als  Axe,  wenn  in  der  ge- 
meinschaftlichen Tangentenebene  nach  allen  Richtungen  vom  Berührungs- 
punkte aus  gleiche  Rauhigkeit  stattfindet,  seine  Erzeugungslinien  biegen 
sich  mehr  oder  weniger  von  der  Normalen  ab,  wenn  längs  den  Schnitt- 
linien der  durch  sie  gelegten  Normalebenen  mit  der  Tangentenebene  ein 
grösserer  oder  geringerer  Rauhigkeitsgrad  stattfindet,  also  auch  ein  grösserer 
oder  geringerer  Reibungswiderstand  geleistet  werden  kann.  Für  glatte 
Flächen  zieht  sich  der  Kegel  auf  die  Normale  zusammen. 

§.  2.  Das  Verhältniss  Br :  R  der  Componenten  des  Widerstandes  R 
mag  der  Coefficient  des  Widerstandes  heissen;  er  ist  die  Tangente 
des  Winkels,  welchen  R  mit  der  Normalen  bildet  und  welcher  der  Wider- 
standswinkel genannt  wird.  Für  den  Fall,  dass  der  Widerstand  eine 
Erzeugungslinie  des  Reibungskegels  ist,  heissen  dieser  Coefficient  und  dieser 
Winkel  Reibungscoefficient  und  Reibungswinkel.  Bezeichnen  wir 
sie  resp.  mit  ft  und  ^,  so  wird 

R  R 

^=l*  =  tg(»,    Rr=t*'^n,    Rn'=  -T===='-=  R  COS  Q. 
Rn  y  1   +  ||4* 

Der  Reibungswiderstand  Rr^  welcher  der  äussersten  Grenze  für 
irgend  eine  Richtung  in  der  Tangentenebene  entspricht,  wird 
daher  erhalten,  indem  man  den  Normalwiderstand  Jß»  niit  dem 
Reibungscoefficienten  multiplicirt. 

Der  Reibungscoefficient  V&riirt  für  ein  und  denselben  Berührungspunkt 
der  sich  reibenden  Flächen  mit  der  Richtung  in  der  gemeinschaftlichen 
Tangentenebene  und  mit  der  Rauheit  der  beiden  Punkte,  welche  im  Be- 
rührungspunkte zusammentreten  und  kann  bis  jetzt  nicht  theoretisch  be- 
stimmt werden.  Man  bedient  sich  daher  in  den  Anwendungen  constanter, 
durch  Versuche  festgestellter  Mittel werthe,  wie  sie  die  zahlreichen  Tafeln 
der  Reibungscoefficienten  enthalten. 

§.  3.  Sobald  das  Gleichgewicht  zwischen  den  am  System  angreifen- 
den Kräften  und  dem  Widerstände  aufhört,  sagt  man,  es  werde  die  Reibung 
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überwunden.  Für  diesen  Zustand  hat  der  Widerstand  die  Grenzlage  einer 
Eneugungslinie  des  Reibungskegels  und  wfthrend  der  Bewegung  passirt 
seine  Richtung  fortwährend  andere  und  andere  Erzeugungslinien  der  ver- 
schiedenen Kegel,  welche  den  verschiedenen  Berührungspunkten  der  Rei- 
bnngsflftchen  angehören.  Befindet  sich  das  System  in  Ruhe,  so  kann  Be- 
wegung nur  dann  eintreten,  wenn  die  Reibung  überwunden  wird  und  also 
die  Widerstandsrichtung  in  die  Kegelfiäche  eingetreten  ist.  Mit  diesem 
Eintritt  besteht  noch  Gleichgewicht  und  erst  dann,  wenn  die  angreifenden 
Ejrftfte  die  Richtung  des  Widerstandes  nöthigen,  in  den  Aussenraum  des 
Kegels  zu  treten,  erfolgt  Beschleunigung. 

Für  alle  Lagen  der  Widerstandsrichtung  im  Innern  des  Reibungskegels 
besteht  Gleichgewicht  und  zwar  ist  dasselbe  sicher,  für  alle  Lagen  in  der 
Kegelflftche  selbst  wird  es  unsicher.  Ist  der  Reibungskegel  ein  gerader  Kreis- 
kegel mit  der  Normalen  als  Axe,  so  findet  das  Maximum  der  Sicher- 
heit des  Gleichgewichtes  statt,  wenn  der  Widerstand  in  die  Axe  des 
Kegels  föUt. 

§.  4.  Für  das  Gleichgewicht  von  Kräften  in  Verbindung  mit  dem 
Widerstände  R  der  Fläche  U  {x,  i/y  z)  =  0,  dessen  Richtung  (Aftv)  sei, 
hat  man  wenn  die  Kräfte  äquivalent  einer  durch  den  Berührungspunkt 
gehenden  Einzelkraft  sind,  an  der  äussersten  Grenze  des  Gleichgewichts 
die  Gleichungen 

X  +  Ä  cos  A  =  0,     r  +  Ä  cos  |i4  =  0,     Z  +  22  cos  V  =  0, 

woraus 

cos  X       cos  fi       cos  V         1 

R  =  yx"  +  r«  +  z^ 

und  für  den  Widerstandswinkel  ^: 

folgt  Es  findet  aber  auch  noch  Gleichgewicht  für  alle  Werthe  von  X,  Y,  Z 
statt,  wofür  cos  d^  bis  zu  Null  herabsinkt 

§.  5.  Berühren  sich  die  reibenden  Flächen  mit  mehreren  Punkten 
oder  längs  einer  Linie  oder  im  Bereiche  eines  endlichen  Flächenraumes, 
80  kann  man  den  Widerstand,  welcher  in  je  einem  Punkte,  in  je  einem 
Linien-  oder  Flächenelemente  auftritt,  in  eine  Normal-  und  eine  Tangential- 
oomponenie  zerlegen  and  alle  sammt  den  ohnehin  am  System  angreifenden 
Keiften  für  irgwid  einen  Punkt  des  Systems  reduciren.    Die  Bedingungen 
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des  Gleichgewichts  werden  alsdann  auch  noch  innerhalb  eines  gewissen 
Spielraums  bis  zu  einem  Orenzreibungswiderstande  erfüllt  werden  können, 
darüber  hinaus  aber  nicht  mehr.  Es  tritt  aber  hierbei  zu  der  Besaltanten 
ein  resultirendes  Paar  des  Widerstandes  hinzu,  welches  der  Reibung  seinen 
Ursprung  verdankt.  Eine  allgemeinere  Untersuchung  dieses  Gegenstandes 
fehlt  bis  jetzt  in  der  Literatur,  einen  speciellen  Fall  werden  wir  weiter 
unten  behandeln. 

§.  6.  Wenn  ein  System  E  genöthigt  ist,  mit  einer  Curve  einen  Punkt 
gemeinschaftlich  zu  haben,  so  kann  ein  Widerstand  R  die  Curve  vertreten. 
Derselbe  kann  in  eine  Componente  Er  längs  der  Tangente  und  eine  andere 
2?M,  welche  in  die  Normalebene  fällt,  zerlegt  werden.  Die  erstere  heisst 
wieder  die  Reibung,  letztere  der  Normalwiderstand,  das  Verhältniss  beider 
Jßr  :  Rn  der  Widerstandscoefficient  und  der  Winkel,  den  B  mit  der  Normal- 
ebene  der  Curve  bildet,  der  Widerstands winkel.  Der  von  der  Corve  sa 
leistende  Widerstand  ist  seiner  Intensität  und  Richtung  nach  von  den 
am  System  angreifenden  Kräften,  der  Beschaffenheit  der  Curve  und  des 
Systems  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  abhängig,  jedoch  so,  dass  bei 
Aenderung  der  Kräfte  eine  Grenze  von  Br  nicht  überschritten  werden  darf, 
ohne  dass  Gleichgewicht  zwischen  jenen  Kräften  und  dem  Widerstände  auf- 
hört, möglich  zu  sein.  Die  Grenzlagen  aller  Widerstandsrichtungen,  ftir 
welche  Gleichgewicht  noch  möglich  ist,  bilden  einen  Kegel,  welcher  in  den 
extremsten  Fällen  in  die  Normalebene  degenerirt.  Das  Verhältniss  Br :  B^ 
für  eine  Grenzlage  des  Widerstandes  heisst  der  Reibungscoefficient  ft  auf 
der  Curve  und  der  Winkel  ^,  den  sie  mit  der  Normalebene  der  Curve 
bildet  und  für  welchen  tang  ^  =  ft  ist,  der  ReibungswinkeL 

Pur  den  Fall  des  Gleichgewichtes  auf  der  Curve  x  *=  g>  {z),  ^  =  ^  (i^) 
hat  man,  wenn  die  Kräfte  einer  Einzelkraft  äquivalent  sind, 

X+  BCOBI  =  0,       r  +  Ä  cos  |I4  =r  0,      Z  +  B  COS  V  «=  0, 

und  für  den  Winkel  d',  den  der  Widerstand  mit  der  Normalebene  bildet: 

B  ds^  Bd8^  B  ds'  r»«^-r»y -r»*^  , 

jedoch  findet  auch  Gleichgewicht  statt  für  alle  X,   F,  Z,  wofür  d  bis  zu 
Null  abnimmt. 

§.  7.  Damit  Kräfte,  welche  an  einem  System  angreifen,  welches  sich 
mit  einem  Punkte  auf  eine  Fläche  oder  Curve  stützt,  und  sich  anf  eine 
blose  Resultante  reduciren,  welche  durch  den  Stützpunkt  geht,  im  Gleich- 
gewichte seien,  ist  erforderlich,  dass  diese  gegen  die  Fläche  oder  Curve 
andrückt  und  in  den  Innenraum  des  Reibungskegels  oder  auf  denen  Ober- 


t.,C'ap,XIV,g.S.  Uloichgtiw.oiDcsliiegs.Fmlensttufei 


:reb.Cu] 


i.Ii^ib.     347 


HBohc  mUt.  Im  er^teren  Falle  igt  das  Glelcbgewicht  sieber,  im  ■iv&iten 
unsicher.  Um  nun,  wBbrend  üie  Kräfte  ihre  Richtung  und  Intensität  bei- 
txibalten,  den  Stützpupkt  in  irgend  einer  Richtung  sowoit  nu  verschieben, 
dass  f\lr  dieüeLbe  die  Grenze  des  Gleichgewichts  erreicht  wird,  ist  eine 
positive  Arbeit  einer  Kraft  erforderlich  und  zwar  von  endlicher  GrÖB^e. 
Sohüld  diee  erreicht  ist,  genügt  eine  fernere  unendlich  kleine  Arbeit,  um 
den  Funkt  zu  beschleunigen.  Da  dieselbe  gleichfalls  positiv  aein  mues,  weil 
sie  den  Punkt,  der  die  BsBchleunigung  Null  besaes,  beschleunigt,  so  folgt, 
dafis  die  Kiemen tararbeit  der  Resultanten  der  gegebenen  KrSfte  und  des 
Widerstandes  Busammen  negativ  ist,  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts  aber 
Null  wird,  und  da  die  virtuelle  Arbeit  der  KrSfte  der  virtuellen  Arbeit 
ihrer  Resultanten  gleich  ist,  so  folgt  weiter,  dass  fUr  jede  virtuelle  Ver- 
üchiebuQg  dea  ^Stutzpunktes  aus  der  Lage  des  sicheren  Gleichgewichts  die 
ßurotne  der  Elementararbeiten  aller  KrHfte  und  des  Widerstandes  negativ 
ist  und  dass  dasselbe  bis  an  die  Grenze  des  möglichen  Gleichgewichts  gilt. 
Die  Arbeit  des  Widerütandes  zerfSllt  dabei  iu  zwei  Theile,  die  des  Normal- 
lerstandes  und  die  der  Heibimg.  Für  unvortinderliche  Flächen  und  Curven 
•ratero  Null. 

I  Jede«    beliebige    verltnUerlicbe   System    kann    in    Theileysteme    lerlegl 

?on    endlicher  oder    unendlicher  Anzahl    mit   äusseran    und   inneren 

.,    welche  an  freien  Punkten  oder  an  Punkten  angreifen,  welche  auf 

I  oder  Curven  zu  bleiben  gezwungen  sind,  welche  letzteren  im  All- 

ninea  Beihiingswideri^tlinde  darbieten  werden,    /.um  Gleichgewichte  des 

1  SyBtema  ist  dann   erforderlich  und  hinreichend,    das.s  iu  jedem  An- 

bponkte  von  Kräften  die  Resultante  aller  verechwlnde,  bei  einem  freien 

bo,  oder  in  das  Innere  oder  auf  die  Fläche   des  Reibitngskegets  falle, 

I  Stutzpunkten. 

Zum  Gleichgewichte  des  Systems  ist  aber  auch  erforderlich  und  hin- 
itvicbend,  dass  die  Summe  aller  virtuellen  Arbeiten,  der  äusseren,  inneren 
und  der  VViderstandskrlifte  für  jede  mit  der  Natur  des  Systems  verträg- 
I  Vorschiebung  Null  oder  negativ  sei.  Null  ist  sie  für  solche  Gleich- 
iohtaeustände ,  welche  an  der  Grenze  des  Eintritts  von  Beschleunigung 
,  negativ  fUr  alle  Übrigen. 
.  8.  Beispiele  und  Anwendungen. 
I  1.  Kin  bii'gaamer  Faileu  ixt  Ober  eine  ebene  Curre  hingespanoti 
rauh  und  bietet  ie  Ueiug  auf  den  Fnden  in  allen  Punk- 
J  oonitanten  ReibungEwideratand  dar;  an  den  Endcu  ziehen  zwei 
pfts  }>,  Q  tangential.    Man  soll  die  Spaunnng  und  den  Widerstand 

all  des  Oleichgewichts  beatimmen. 
■  Projicirt    man    die    im   Punkte    M   liür   Curve   aioh   Gleichgewicht   haltouden 
,  dio  Bpiuinungen  T  -i-  ilT,  —  T  und  den  nesamnitwiderBtand  H  (auf  die 
»■«nbeit  bcEQgeu)  auf  die  Tangunt«  und  Normale,  so  arhlllt  man,  wenn  dt 
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der  Contingenzwinkel,  q  der  Ejrümmungshalbmesser ,  fi  der  WiderstandflCoefficieDt 
R^   und '  -K^    die   Componenten    von    B    sind      (T  +   J)  sin  df  —  Ä^  f?«  —  0, 

{T  +  dl*)  cos  dfi  —  T  —  ftiJ^d«  =  0,  oder  abgektlrzt,  wegen  ds  =»  ^d«: 

T^B^q,     dT  ^  fiK^dS'^O 

und  hiermit  weiter  -=-  =  ^  —  s.  ^de,   folglich    T  4*  C'c''*,  wenn  £  den  Winkel 

bedeutet,  den  die  Tangente  in  üf  mit  einer  festen  Richtung  bildet,  dessen  Diff^ 
rential  also  der  Contingenzwinkel  de  ist.  Auf  die  Endspannungen  P,  Q  angewandt 
gibt  diese  Gleichung 

wenn  f^,  «,  die  Winkel  c  für  die  Endrichtungen  sind.    Hieraus  folgt 

T  =»  pg/"  (•—•») 
und  die  Bedingung  des  Gleichgewichts: 

wodurch  yk  näher  bestimmt  wird.  Das  Gleichheitezeichen  g^lt  ffir  den  Grenz- 
zustand  des  Gleichgewichts.     Sobald  /ü  bekannt  ist,  erhält  man  weiter 

^  q  q  ^        ^     ^  Q 

Q 
Sind  P  und.Q  parallel  und  von  demselben  Sinne,  so  ist  f ,  —  «j  =»  — «,  mithin  die 
Gleichgewichtsbedingung 

2.  Ein  biegsamer  Faden  wird  von  zwei  Endkräften  P,  Q  über 
eine  rauhe  krumme  Fläche  gespannt,  für  welche  bezüglich  des  Fa- 
dens in  jedem  Punkte  der  Reibungskegel  bekannt  ist:  man  soll  Spfti^' 
nung  und  Flächenwiderstand  für  den  Fall  bestimmen,  dass  die  Fadefi- 
curve  in  der  Grenzlage  des  Gleichgewichts  ist,  dass  eine  geringe 
Aenderung  einer  der  Endkräfte  hinreicht,  sie  auf  der  Fläche  gleitefi 
zu  machen. 

Indem  man  die  in  einem  beliebigen.  Punkte  M  der  Fadencurve  sich  Gleich- 
gewicht haltenden  Kräfte  T  +  dT,  —  T,  R,  welche  in  der  SchmiegungaebeB« 
des  Punktes  M  liegen,  auf  die  Tangente  und  Hauptnormale  projicirt,  erhält  taa^ 
wie  bei  der  vorigen  Aufgabe, 

T  =  R^Q,      dT+t,R^d8^0, 

unter  q  den  Krümmungshalbmesser  der  Fadencurve  verstanden.    Aus  diesen  Glei* 

chungen  folgt 

dT  ds 

9 
wenn  wieder  de  den  Contingenzwinkel  bedeutet.    Die  Integration  liefert  mit-W»' 
sieht  auf  P  und  Q:  V 


y ^       --     =     —     ftdSy 


«1  «t 


•i  P  *t  1 


T-Pe    •        ,        ^  =  e 
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«1 ,  e,  sind  die  Winkel,  welche  auf  der  abgewickelten  Tangentenfläche  der  Faden- 
cnnre  die  Endtangenten,  oder  also  die  Richtungen  von  P  und  Q  mit  einer  festen 
Richtung  bilden  nnd  c,  —  s^  ist  die  Summe  der  Contingenzwinkel. 

Der  Widerstandscoefficient  (i  ist  die  Tangente  des  Winkels,  den  E  mit  der 
Normalen  der  Fläche  bildet.  Die  Normalebene  der  Fläche,  welche  durch  E  geht, 
bildet  mit  der  die  Curve  berührenden  Normalebene  einen  Winkel  '^,  welcher  im 
vorliegenden  Falle  Null  sein  muss.  Denn  die  Punkte  der  Fadencurve  beginnen 
eben  in  den  Tangenten  derselben  beschleunigt  zu  werden  und  die  Richtung  der 
Reibung  ist  immer  entgegengesetzt  der  beginnenden  Beschleunigung.  Die  Schnitt- 
linie der  Normalebene,  welche  durch  E  geht,  mit  der 
Tangentenebene   ist   aber  die    Richtung,    in   welcher  E^ 

wirkt,  weshalb  sie  mit  der  Tangente  zusammenfallen 
musa  Der  Winkel  tj)  ergibt  sich  nun  im  Allgemeinen  so. 
Die  Schmiegungsebene  und  die  Normalebene  der  Faden- 
curve bestimmen  mit  der  Normalebene  der  Fläche,  welche 
den  Widerstand  enthält,  ein  sphärisches  Dreieck  ENq 
(Fig.  100),  dessen  zwei  Ecken  ^^  q  durch  die  Richtungen 
der  Flächennormalen  und  der  Hauptnormalen  der  Curve 
Fig.  100.  bezeichnet  werden.   Die  Seite  EN  ist  der  Reibungswinkel, 

also  ig  EN  =^  (ij  die  Seite  Nq  =^  a  ist  die  Neigung  der 
Schmiegungsebene  der  Fadencurve  gegen  die  sie  berührende  Normalebene  der 
Fläche,  die  dritte  Seite  wird  gebildet  «^on  dem  Winkel  zwischen  dem  Wider- 
stände E  und  der  Hauptnormalen  der  Curve;  ihre  Tangente  sei  %.  Von  den 
Winkeln  des  Dreiecks  ist  (J^^,  a)  »  l«  und  {EN^  a)  :=  ^n  ^  ip.  Demnach 
hat  man 

cos  EN  =  cos  Eq  '  cos  a ,        sin'  EN  =  ?- 

^  cos  V 

woraus  .     T>>r       tgÄp 

cos  tb  '  ig  EN  =  ~ — ~  , 

cos  a 

d.  h.  .  X         1 

cos  10  =  —  •  

ft      cos  a 

folgt.  Nach  dem  Meuni er* sehen  Satze  besteht  aber  zwischen  den  Erümmungs- 
halbmessem  9^  und  q  des  berührenden  Normalschnitts  und  der  berührten  Curve 
die  Relation  9  =>  ^0  ^^^  ^y  daher  wird  schliesslich 

^        Po 
cos  V'  s>  —  .  JL2.  . 

fl  Q 

Die  Bedingung  der  Aufgabe  fordert,  dass  diese  Grösse  1,  also  9  :  ^„  »  x  :  ^ 
werde.  Dieselbe  wird  nur  durch  die  kürzeste  Linie  als  Fadencurve  befriedigt 
denn  wenn  ^  verschwindet,  fällt  E  in  die  Ebene  des  berührenden  Normalschnitts, 
wird  fi  SB  »,  also  p  =»  po  ^^^  ^^^^  ^^^  Schmiegungsebene  mit  jener  Normal- 
ebene zosammen.  Die  kürzeste  Linie  ist  demnach  die  Gleichgewichts- 
form des  Fadens,  auch  bei  Reibung  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts. 
Für  den  Ereiscylinder  als  Fläche  und  die  Schraubenlinie  (kürzeste  Linie)  als 
Gleicbgewichtsform   hat   man   die   Gleichgewichtsbedingung   für   die   Grenze    am 

Gleiten  bei  constantem  (i: 

» 


rd» 
—  h  I  —  /" 

p  J   (*  —  -  « 

Q 


e      "        c=e     " 
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da  Q  constant  ist.    Bezeichnet  a  den  Winkel  der  Schraubenlinie  gegen  die  Er- 
zengongslinie  des  CyUnders,  a  den  Radios  des  Kreisschnitts,  so  wird 

E  2n7ta 


sin"  a ' 


8 


sina 


Fig.  101. 


wenn  n  die  Anzahl  der  Umwickelangen  des  Fadens  ist  und  hiermit 

•^  — 2»nr/4  sina 

Q  " 

Für  grosse  Q  wird  bei  a  nahezu  gleich  \  n  und  bei  vielen  Umwickelungen  P  sehr 

klein.    Hieraus  ergibt  sich  leicht,  welchen  Yortheil  man  in  den    Anwendungen 

von  der  Reibung  in  diesem  Sinne  ziehen  kann. 

3.    Eine   homogene   Qerade   vom   Gewichte  G  und   der  Länge  2ii 

liegt  mit  ihrem  Schwerpunkte  S  auf  einer  verticalen  ebenen  Curve 

in  G  auf;  sie  wird  an^  den  Enden  A  und  B 
mit  Gewichten  P  und  P  4~  P  belastet;  in 
welcher  Qrenzlage  (Fig.  101)  wird  Gleich- 
gewicht eintreten,  wenn  der  Reibungs- 
coefficient  f»  ist? 

Ist  D  der  Berührungspunkt  für'  die  Grenz- 
lage des  Gleichgewichtes,  an  welchem  der  Wider- 
stand B,  wirkt  und  reduciren  wir  die  KriUte  für 
den  Punkt  iSf,  so  folgt,  wenn  SB  =-  Bog  CD  =»  % 
gesetzt  wird: 

Um  8  zu  finden,  %ei  y  =»  f  (x)  die  Gleichung 
der  Curve,  bezogen  auf  eine  horizontale  a;-Axe 
und  verticale  t/-Axe.  Da  B  vertical  ist  und  mit 
der  Normalen  den  Reibungswinkel  bUdet,  so  ist  f»  gleich  der  Tangente  des 
Winkels,  den  die  Gerade  mit  der  rc-Axe  bildet,  d.  h.  f  {x)  »*  fi.  Der  grösste 
Werth  §  von  rr,  welcher  dieser  Gleichung  genügt,  liefert 

8  =  fdx  yi  +  f  {x)\ 

0 

Für  einen  Kreis  vom  Radius  r  z.  B.  ist  der  Reibungswinkel  gleich  dem  Winkeid 
der  Normalen  in  C  und  D,  also  tg  d  =»  f»  und  folglich  wegen  s  =  rd 

(2P-f  G)  rd'  =^  p  (a  —  r») 

die  Bedingung  des  äussersten  Gleichgewichtes. 

4.  Ueber  einen  homogenen  vertical  stehenden  Kreis  vom  Ra- 
dius a  (Fig.  102)  ist  ein  Faden  gelegt,  welcher 
von  zwei  Gewichten  P,  P-|-|)  gespannt  wird. 
Der  Kreis  berührt  mit  Reibung  eine  feste 
Horizontale  und  besitzt  das  Gewicht  O,  Wel- 
chen Widerstand  hat  die  Horizontale  zu  lei- 
sten für  den  Fall  der  äussersten  Grenze  des 
Gleichgewichts? 

Die  Kräftereduction  für  den  Berührungspunkt  des 
Kreises  liefert  eine  Resultante  2P  +  p  +  O  und  ein 
resultirendes  Paar  pa,  welchen  der  Widerstand  Gleich- 


Fig.  109. 
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fiT^^vrieht  zn  halten  hat.    Hierzu  genügt  ein  Widerstand  B,   welcher  im  Abstände 
s  irom  Berfihmngspnnkte  vertical  aufwärts  gerichtet  ist,  so  beschaffen,  dass 

Ä  — 2P  +  P  +  Ö,     Es^pa 

Sobald   p   um   ein  Weniges   zunimmt,   rollt  der  Kreis   auf  der  Geraden. 

lieisst  der  Beibnngscoefficient  des  Rollens;  es  ist 

8  p 

~ä'^  2P+P  +G' 

In  der  Theorie   der  Bewegung  der  Systeme  werden   wir  noch  Gelegenheit 

n,  aber  Fragen  vorliegender  Art  zu  sprechen.    Vgl.  übrigens  Dorna,  nozioni 

eHdie  mU*  attrüo  [Battaglini,  GiornaU  di  matematica,  Vol.  III  (1865),  p.  202]. 


Vierter  Theil. 

Theorie  der  durcli  Kräfte   erzeugten  Bewegung 

(Kinetik  oder  Dynamik  im  engeren  Sinne). 

I.  Capitel. 

Allgemeine  Erörterungen.     Kinetik  der  Momentankräfte  am 

iinveränderliohen  System. 


r^^n 


§.  1,     Die   Kinetik    behandelt  die    aus    der   Wirkung    von   Kr&ft^-^ 
folgenden  Bewegungszustftnde.     Aus    einem    System   von  Momentankräft^^^^_^ 
entspringt  ein  Geschwindigkeitszustand,    aus   einem   System  continnirlich^ -^^ 
Kräfte    erster   Ordnung    ein    Beschleunigungszustand    erster   Ordnung,    bxj^^"^ 
einem   Kräftesystem   2.,  3.,...   rC^  Ordnung    ein  Beschleunigungszustan» -^^^ 
2.y  3.,  ...  n^'  Ordnung.    Die  individuelle  Natur  dieser  BewegungszustSndi 


hängt  ab   von  der  speciellen   Beschaffenheit  des  beweglichen  Systems, 
welchem  die  Kräfte  angreifen ;  sie  sind  andere  für  das  unveränderliche,  wi^ '' 
f[ir    das    veränderliche    System.     Vermöge    des    Zusammenhanges,    welcher^ 
einerseits  zwischen  den  Bewegungszuständen  der  aufeinanderfolgenden  Ord — 
nungen,    andererseits    zwischen  den  Ki'äften    verschiedener  Ordnungen 
steht,  steigt   die  Kinetik  von   einem  Bewegungszustande  höherer  Ordnung 
zu  den  Bewegungszuständen  niederer  Ordnung   mit  Hülfe  der  Integration 
von  Differentialgleichungen  auf.    Indem  sie  diese  Aufgabe  löst,  erweist  sie 
sich  als  die  Umkehrung  der  Kinematik,  welche  mit  Hülfe  der  Differentiation 
von  den  Bewegungszuständen  niederer  Ordnung  zu  denen  höherer  Ordnung 
fortschreitet.     Ebenso    kann    die    Kinetik    aus    einem   Kräftesystem    irgend 
einer  Ordnung  Kräftesysteme   niederer  Ordnung  ableiten,   welche  die  Be- 
wegungszustände  niederer  Ordnung  hervorrufen  können.    Es  verdient  daher 
dieser  Zweig  der  Mechanik  in   doppeltem  Sinne  den  Namen  einer  nmge- 
kehrten  Methode,  nämlich  der  umgekehrten  Methode  der  Bewegimg  und 
der  Kräfte.    Wenn  anch  zugegeben  werden  kann,  dass  diese  Duplicitftt  aa 
sich  überflüssig  sei  und  wenn  man  selbst  vermuthen  darf,  dass  die  KrSfte 
mit  der  Zeit  aus  der   Mechanik   verschwinden  werden,  so   ist  man  doch 
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lentiutsge  uocb    niclit  berechtigt,    den   üeberflues  bei  Seite  zu  Bohieben, 
leltueLr  verpSicfatet,  mügUchst  viel  Nutzen   von  ihm  zu  ziehen. 

Wir  beuiiioen  mit  der  KeducÜou   der  Motnentankräfte,   welche  einem 
in  veränderlichen  System   einen  gegebenen  QeBchwindigkeitezustand  zu   er- 


Nacb  S.  5  hat  die  Momentankrart,   weiche  einem  Punkte  von 
Uer  Maase   m  die   Gescbwiudigkeit  v  augenblicklich   zu   ertlieilen   vermag, 
■ijille  Intensität  mr,   fällt  in   die    Richtung    der  Tangente    an    die    Bahn    des 
f  onkles  und  stimmt  dem  Sinne  nach   mit  v  Uberein. 

Das  unverändeiliche  Punktsystem  besitze  zur  Zeit  (  eine  Trans- 
rlalionsgeschwindigkei  t  v.  Die  Momen  tank  rufte  niv,  welche  Itichtung 
und  ßinn  mit  r  gemein  haben,  liefern  für  irgend  einen  Reductienspunkt  0  die 
Momentan  res  ul  tan  te  Ji  =  Smv  =  «Xhi  ^  ^fv  derselben  Itichtung  und 
deeeelben  Sinnes,  wobei  M  die  tieeammtmasse  des  Systems  bezeichnet  und 
ein  Paar  dessen  Anenmonient  N  seukrecht  lu  li  ist  und  mit  Hülfe  einea 
ebenen  Polygous  der  Äxenmomeute  aus  den  Axeomomenten  tnvii,  m'vp,  . . . 
ab  deren  geometrische  Summe  hervorgellt,  wo  die  (irössen  p  die  Abstünde 
der  Momentankriifte  mn  vom  Punkte  0  darstellen.  Die  Keduction  [ß,  JV) 
für   den  Punkt  0,  resp.  für  den  Stral  fi  des  Punktes,  0  von  der  Richtung 

Ider  TransLationegesch windig keit  t\  hat  daher  die  Elemente 
Nach  B.  I,  S.  fi4  ist  das  System  der  Momentankrafte  äquivalent  der 
pinaelkraft  R  ^  Mv  längs  der  Centralaie  und  beHitut  einen  Mittelpunkt, 
Wolcher,  weil  die  Kräfte  den  Massen  der  Angriffspunkte  proportional  sind 
bnd  die  Orfisse  v  aus  den  Oleichungen  herausfallt  nach  B.  I,  S,  74  mit 
dem  Massenmittelpunkte  identisch  ist  (denn  für  seine  Coordinaten  bestehen 
die    Gleichungen    Mvx,  ^^  Zmvs ,  .  .  , ,    d.  h.  Mx^  ^  Smx^  .  .  .).     Daher 

der  Satz: 

^L  Die  Momentankrüfte,  welche  einem  unveränderlichen  System 

^HifOB  der  Masse  M  die  Translationsgeschwiudigkeit  f,  die  das- 
^■aelbe  zur  Zeit  besitzt,  augenblicklich  zu  ertheilen  vermögen, 
'  Bind  äquivalent  einer  Einzelresulianten  Jl  =  Mv,  gleich  dem 
Prodacte  aue  derTranslationsgeschwindigkeit  und  der  Gesammt- 
masse  des  Systems,  deren  Richtung  durch  den  Massenmittel- 
punkt hindurchgeht  und  mit  der  Translatiousgeschwindigkeit 
parallel  und  gleichen  Sinnes  ist. 

Diese  Momeutankraft  R  vermag  einem  Punkte  von  der  Masse  M  die 
^«sch windigkeit  t<  zu  ei-theilen;  indem  man  zu  diesem  Punkte  den  Massen- 
oittelpuukt  wählt,  folgt  weiter: 

Die  Resultante  B   besitzt  eine  Intensität,  vermöge  welcher 
||ie   dem    Massenmittelpunkte,    wenn    in   ihm   die   Gesammtmasse 
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des  Systems  vereinigt  wfire,  die  Geschwindigkeit  v  zu  ertheilen 
vermöchte. 

§.  3.  Das  System  besitze  eine  Winkelgeschwindigkeit  m  nm 
eine  Momentanaxe  c  (Fig.  103).  Vermöge  derselben  hat  ein  Pnnkt  M 
im  Abstände  MP  =  r  von  c  die  Geschwindigkeit  or  senkrecht  zur  Ebene 
(er)  und  ist  die  Momentankraft,  welche  ihm  dieselbe  zu  ertheilen  vermag, 
gleich  mor,  wenn  m  die  Masse  des  Punktes  ist.  Wir  wollen  alle  diese 
Momentankräfte  ftlr   den  Punkt  0  reduciren,  in  welchem  die    Axe  c   von 


Fig.  103. 

einer  durch  den  Massenmittelpunkt  8  des  Systems  gehenden,  zu  ihr  senk- 
rechten Ebene  geschnitten  wird.  Den  Punkt  0  wählen  wir  zum  Ursprung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  y,  z^  dessen  positive  x-ktt 
in  OS  fällt,  dessen  g-Ane  nach  Richtung  und  Sinn  mit  c  zusammenfällt 
und  dessen  ^-Axe  so  gerichtet  ist,  dass  der  Drehungssinn  von  der  positiven 
rr-Axe  zur  positiven  ^-Axe  mit  dem  Sinne  von  m  harmonirt.  Um  die  Be- 
ductionsresultante  [B]  =  2[fnoir\  darzustellen,  sei  a  der  Neigungswinkel 
von  r  gegen  die  rr-Axe;  dann  sind  ^it  -\-  a,  a  die  Winkel,  welche  die  Kraft 
mar  mit  den  Axen  der  x^  y  bildet,  und  also  —  y  -f^  ocir  deren  Bich- 
tungscosinusse.    Daher  sind  die   Componenten   X,   Y  von  R  nach   diesen 

Axen 

X  =  —  caZfny  =  —  foMy^  ==0,      F  «=  m£mx  =  ooJIf  a, 

wenn  a  =  OS  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  S  von  0  und  M  die 
Masse  des  Systems  bedeutet.    Hiermit  wird 

JB  =  (oMa 

und  ist  senkrecht  zur  rrjr- Ebene,  dem  Sinne  nach  mit  »  übereinstimmend. 
Da  coa  die  Geschwindigkeit  von  S  ist,  so  würde  12  einem  Punkte  von  der 
Masse  M  die  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  ertheilen  können. 

Das  Axenmoment  G  des  resultirenden  Paares  der  Momentankrftfte  ist 
die  geometrische  Summe  der  Axenmomente  mG)r*03f,  welche  den  Ebenen 
(er)  parallel  laufen,  um  G  bequemer  zu  bilden,  spalten  wir  jedes  Paar 
in  zwei  andere,  indem  wir  an  dem  Fusspunkte  p  der  ^r-Coordinate  von  !£• 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  mar  anbringen.  Das  eine  dieser  Ptore 
fällt  in  die  x^- Ebene  und  stimmt  mit  dem  Sinne  von  09  ttberein,  cfaw  aadne 
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ist  senkrecht  zur  Ebene  (er).  Das  Axenmoment  des  ersteren  ist  mcor^  und 
stimmt  nach  Bichtang  und  Sinn  mit  o,  das  des  zweiten  ist  marz  und 
dem  Sinne  nach  entgegengesetzt  mit  r.  Sfimmtliche  Axenmomente  der 
ersteren  Paare  liefern  daher  ein  Paar  vom  Axenmomente  N  =  (o£mr^^ 
parallel  und  gleichen  Sinnes  mit  09 ;  die  Axenmomente  der  letzteren  wollen 
wir  aber  wieder,  jedes  in  zwei  andere  spalten.  Die  Bichtungscosinusse  von 
mmriB  sind  — rr :  r,  — y-^]  es  zerfallt  daher  dies  Axenmoment  in  die 
beiden  Axenmomente  — maxz  und  — mcayz,  parallel  der  x-  und  ^-Axe. 
Daher  liefern  sämmtliche  Axenmomente  marz  parallel  diesen  Axen  die 
Axenmomente  Ä«  =  —  (oUtnxz^  Ky  =^  —  taZmyz^  welche  zu  einem  Axen- 
momente K  parallel  der  a;^- Ebene  zusammentreten,  welches  wir  sofort  näher 
angeben  wollen.  Um  abzukürzen,  wollen  wir  ähnlich,  wie  wir  das  Träg- 
heitsmoment Zmr^  durch  das  Product  aus  der  Masse  M  des  Systems  und 
dem  Quadrate  des  Trägheitsradius  x  darstellen  können,  auch  die  Quotienten 
der  Deyiationsmomente  und  der  Masse,  nämlich  die  Grössen  Zmxz  :  M  und 
Zmyz  :  M  mit  }?  und  ^i?  bezeichnen,  so  dass  wir  überhaupt  setzen 

Zmr^  =  Jtfx^     £mxz  =  MX^^     Zmyz  =  M^\ 

Dabei  verdient  jedoch  bemerkt  zu  werden,  dass  während  der  Trägheits- 
radins  x  stets  reell  ist,  die  Radien  iL,  f*  der  Deviationsmomente  Zmxz,  Zmyz 
auch  imaginär  werden  können,  wenn  nämlich  diese  Momente  negativ  aus- 
fallen.   Wir  erhalten  daher 

N  =  CO Jlfx*,     -K«  =  —  tüM}?,     Ky=--  w-affA* 
sowie  für  die  Neigung  £  von  K  gegen  die  a;-Axe 

Aus  N  und  K  erhalten  wir  G  und  seine  Neigung  if;  gegen  die  Axe  c  mit 
Hülfe  der  Qleiohungen: 

Dies  liefert  nns  den  Satz: 

Die  Momentankräfte  eines  unveränderlichen  Systems,  welches 
eine  Winkelgeschwindigkeit  »  um  eine  Momentanaxe  c  besitzt, 
sind  äquivalent  einer  Resultanten  12,  senkrecht  zu  der  Ebene, 
welche  den  Massenmittelpunkt  S  und  die  Axe  c  enthält  in  Ver- 
bindnng  mit  einem  Paare,  dessen  Axenmoment  G  im  Allgemeinen 
gegen  die  Momentanaxe  geneigt  ist.  Die  Resultante  besitzt  eine 
der  Masse  M  des  Systems  der  Winkelgeschwindigkeit  o  und 
dem  Abstände  a  der  Axe  c  vom  Massenmittelpunkte  proportio- 
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nale  Intensität  B  =  Maa  und  stimmt  der  Bichtung  and  dem 
Sinne  nach  mit  der  Geschwindigkeit  oa  des  Massenmittelpanktes 
überein,  sodass  sie  diesem  Punkte,  wenn  in  ihm  die  Masse  des 
Systems  vereinigt  w&rC;  die  Geschwindigkeit  ma  zu  ertheilen 
vermöchte,  welche  derselbe  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
Momentanaxe  verdankt.  Das  Axenmbment  G  des  resultirenden 
Paares  ist  der  Winkelgeschwindigkeit  o)  proportional  und  zer- 
fällt in  zwei  Componenten,  von  denen  die  eine  parallel,  die  an- 
dere senkrecht  zur  Momentanaxe  ist  Für  den  Schnittpunkt  der 
zur  Momentanaxe  senkrechten  Ebene  des  Massenmittelpunktes 
als  Reductionspunkt  ist  die  zu  c  parallele  Componente  N  =  mM%* 
das  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Trägheits- 
momente des  Systems  in  Bezug  auf  die  Momentanaxe  und  zer- 
fällt die  zur  Axe  c  senkrechte  Componente  K  in  zwei  andere  zn 
einander  rechtwinklige 'Componenten  Kx^  Ky  parallel  und  senk- 
recht zum  Abstände  a  des  Massenmittelpunktes  und  der  Momentan- 
axe. Diese  Componenten  Ä"»  =  —  taM}?^  Ky  =  —  toMy?  sind  den 
Deviationsmomenten  £mx0  =  Mk^^  Zmyz  =  Jf fi*  proportional, 
welche  der  Ebene  der  Momentanaxe,  welche  den  Massenmittel- 
punkt enthält  und  der  zu  ihr  senkrechten  Ebene  der  Momentan- 
axe entsprechen. 

Aus  diesem  Satze  ergeben  sich  sofort  die  weiteren  Folgerungen: 

1.  Die  Resultante  R  ==  3fG)a  verschwindet  blos  dann,  wenn  a  =»  0 
ist,  d.  h.  die  Momentankräfte  sind  stets,  aber  auch  nur  dann 
einem  Paare  äquivalent,  wenn  die  Momentanaxe  durch  den  Massen- 
mittelpunkt hindurchgeht. 

2.  Das  Axenmoment  G  ist  nur  dann  zur  Momentanaxe  c 
parallel,  wenn  diese  eine  Hauptaxe  ist.  Denn  es  müssen  hierfür  die 
Deviationsmomente  Zmxz  und  Zmye  verschwinden. 

Wir  können  die  Heduction  (12,  G)  der  Momentankräfte  für  den  Punkt  0 
auf  den  Massenmittelpunkt  S  übertragen,  indem  wir  in  S  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Kräfte  R  und  —  R  zufügen  '  und  das  Axenmoment 
—  Ra  =:  —  (oMa^  des  sich  hierdurch  bildenden  Paares  (Ä,  — R)  mit  G 
verbinden.  Da  dies  Axenmoment  parallel  N  ist,  so  summirt  es  sich  mit 
ihm  zu  dem  ^  des  Punktes  S^  welches  wir  mit  Nq  bezeichnen,  nämlich 
Nq^=^M%^  —  (oMa^.  Bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  des  Systems 
in  Bezug  auf  die  zu  c  parallele  Axe  Cq  des  Punktes  S  mit  M%1^  so  wird 
Mk^  =  Mtc]  +  ^^^^  ^"^  wird  mithin  N^  =  (oMTil.  Wählen  wir  femer 
S  zum  Ursprung  des  Coordinatensystems  bei  denselben  Axennchtiingen,  wie 
bisher,  so  geht  Zmxz  über  in  Zm{a-\-  x)  z  ^^  aZmz  -\-  ZmxB  ^^  Zmxs^ 
während  Zmyz  ungeändert  bleibt.    Hieraus  folgt,  dass  die  Bednetion 
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der  Momentankräfte,  welche  dem  System  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit CD  um  eine  Axe  c  zu  ertheilen  vermögen  für  den  Massen- 
mittelpunkt S  in  Bezug  auf  das  resultirende  Axenmoment  die- 
selbe ist,  als  ob  die  mit  c  parallele  Axe  Cq  des  Punktes  S  die 
Axe  der  Winkelgeschwindigkeit  wäre.  Die  Reduction  (Ji,  G:^)  für 
den  Massenmittelpimkt  liefert  daher 

R  =  Ma>a,     ffj  =  iVj  +  TiTj ,     NI  =  wMkI, 

wo  Hq  =  (i. 

Wir  suchen  endlich  auch  die  Reduction  der  Momentankräfte,  welche 
die  Winkelgeschwindigkeit  a  um  c  zu  geben  vermögen,  für  die  Central- 
axe  derselben.  Nach  B.  I,  S.  45  ist  das  Axenmoment  G  dieser  Reduction 
die  Protection  des  Axenmomentes,  welches  irgend  einer  Reduction  entspricht, 
auf  die  Richtung  der  Resultanten  R.  Nun  sind^  mögen  wir  von  der  Re- 
duction für  0  oder  für  S  aifsgehen,  die  Componenten  N  und  K^  oder  iV,,, 

Jr„     senkrecht  zu  B  und   rcducirt   sich    daher  G  auf  if/ .    Um  die  Lage 

der.Centralaxe  zu  fiuden,  suchen  wir  zunächst 
auf  der  Richtung  OS  (Fig.  103)  den  Punkt  0' 
so,  dass  die  Verlegung  der  Resultanten  B  an 
ihn  ein  Paar  B  •  SO'  hervorruft,  welches  JVq 
tilgt.    Dies  erfordert,  dass  ff  mit  0  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  S  liege   und   der 
Abstand  SO'  =^  d  der  Bedingung  NQ  =  Ba 
genüge.     Setzt  man  die  Werthe  Nq  =  JtfxJ 
und  B  =  Mioa  ein,  so  folgt   aa  =  %\   und 
erkennt  man,  dass  die  Puukte  0,  Cf  homologe 
Punkte  einer  Involution  gleichartiger  Lage  auf  der  Geraden  06',  der  Linie 
des  kürzesten  Abstandes  des  Massenmittelpunktes  von  der  Momentanaxo  c, 
sind,  deren  Constante   das   Quadrat    des  Trägheitsradius  Xq  für  die  zu  c 

parallele  Axe  des  Massenmittelpunktes  ist.  um  auch  das  Paar  K\  zu 
tilgen,  ziehen  wir  durch  den  so  gefundenen  Punkt  ff  eine  Gerade  c  parallel 
zu  c  und  snchen  auf  ihr  diesseits  oder  jenseits  von  0'  je  nach  dem  Sinne 

von  IC^  den  Punkt  C  so,  dass  durch  die  Verlegung  der  Resultanten  B 
von  O'  nach  C  ein  Paar  B  •  O'C  =  Bh  erwächst,  welches  entgegengesetzt 

gleich  iQ     wird.    Setzt  man  in  die  Gleichung  Kf  =  Bh  die  Werthe  für 

JC^  und  B  ein,  so  ergibt  sich  ab  ===  —  Xj.  Trägt  man  auf  c  gleichen 
Sinnes  mit  co  die  Strecke  ffC'^=a  auf,   so  sind  C,  C  homologe  Punkte 

einer  zweiten  Involution  und  liegen  diese  Punkte  bei  positivem  ÜC„     auf 

entgeg^ngeaetsten,  bei  negativem  iC '   auf  derselben  Seite  von  ffj  d.  h.  es 
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ist  die  Involution  von  gleichartiger  Lage  im  ersten  und  von  entgegen- 
gesetzter Lage  im  zweiten  Falle.  Zieht  man  durch  C  und  8  die  Linie  CC^ 
welche  die  Aze  c  in  C^  trifft,  so  sieht  man  leicht,  dass  (7,  C^  homologe 
Punkte  einer  dritten,  stets  gleichliegenden  Involution  sind,  deren  Gonstante 

(xj  +  ^^)  is^'  ^^^  ^®^  Umstand,  dass  in  involutorischen  Punktreihen  die 
homologen  Punkte  sich  doppelt  entsprechen,  folgt  sofort,  dass,  wenn  die 
Momentanaxe  c  statt  durch  C^  zu  gehen,  durch  C  ginge,  d.  h.  in  c  fiele, 
die  Resultante  B  durch  C^  gehen  würde. 

Diese  Entwickelungen  liefern  uns  den  Satz: 

Die  Centralaxe  der  Momentankräfte  eines  unveränderlichen 
Systems,  welches  eine  Winkelgeschwindigkeit  o>  um  eine  Momen- 
tanaxe c  besitzt,  ist  rechtwinklig  zur  Ebene,  welche  durch  diese 
Axe  und  den  Massenmittelpunkt  S  geführt  werden  kann  und 
trifft  diese  Ebene  in  einem  Punkte  C,  dessen  Lage  von  der  Lage 
der  Momentanaxe,  nicht  aber  von  der  Winkelgeschwindigkeit 
abhängt.  Zieht  man  in  dieser  Ebene  durch  S  zwei  Gerade,  die 
eine  parallel,  die  andere  senkrecht  zu  c,  so  fällt  C  mit  der  Mo- 
mentanaxe auf  entgegengesetzte  Seiten  der  ersteren  dieser  bei- 
den Geraden  und  ist  sein  Abstand  a  von  ihr  so  beschaffen,  dass 
er  mit  dem  Abstände  a  der  Momentanaxe  von  ihr  ein  Rechteck 
aa  gleich  dem  Quadrate  %l  des  Trägheitsradius  für  die  zur 
Momentanaxe  parallele  Gerade  des  Massenmittelpunktes  bildet, 
in  Bezug  auf  die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Gerade  liegt  er 
diesseits  oder  jenseits,  je  nach  der  besonderen  Art  der  Massen- 
vertheilung  des  Systems.  Der  Stral  CS  schneidet  die  Momentan- 
axe in  einem  reciproken  Punkte  C,  sodass,  wenn  die  Momentan- 
axe unter  Beibehaltung  ihrer  Richtung  durch  C,  statt  durch  C^ 
ginge,  die  Centralaxe  durch  C^,  statt  durch  C  gehen  würde.   Das 

der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment  ist  Kq=^  —  »JiffiJ. 
Die  Momentankräfte  sind  einer  Einzelresultante  B  =  31  ma  äquivalent,  wenn 
K^^^  =  0,  d.  h.  ümyz  =  0  ist. 

§.  4.     Das  System   besitze  eine  Windungsgsch windigkeit  (co,  u) 

(Fig.  105)  um  eine  Momentanaxe  c  im  Abstände  a 
vom  Massenmittelpunkte  S.  Die  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit »  herrührenden  Momentankräfte 
reduciren  wir  für  den  Massenmittelpunkt  S  wie 
im  vorigen  Paragraphen  und  erhalten  eine  Mo- 
mentankraft B^  «»  Jtfooa,  durch  6' gehend  und  senk- 
recht zur  Ebene,  welche  S  und  c  enthält  imd  ein 

Die  von  der  Translations- 


jr^y 


Fig.  105. 


Paar.  Gq  mit  den  Componenten  JV^,  iC^  ,  K^ , 
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geschwindigkeit  u  veranlassten  Momentankräfte  mu\  welche  nach  Richtung 
und  Sinn  mit  u  übereinstimmen,  lieferu  nach  §.  2  eine  Momentankraft 
H"  =  Mu  von  derselben  Richtung  und  demselben  Sinne,  wie  ?(,  welche 
gleichfalls  durch  S  hindurchgeht.    IC  und  2^'  liefern  daher  die  Resultante  II 

der  Momentankräfte  B  =  M  "l/w^öM-'ü^^.  Sie  fällt  iu  die  zu  SO  senk- 
rechte Ebene  des  Massenmittelpunktes,   ist  gegen   die  Axe  c  unter  einem 


ata 


Winkel  a  geneigt,   wofllr  tg  ö  ==    —  und  stimmt  nach  Richtung  und  Sinn 

u 

mit  der  Geschwindigkeit  Vq  =  Ya^a^  -|"  ***  ^®s  Massenmittelpunktes  über- 
ein, welche  dieser  der  Windungsbewegung  verdankt.     Daher: 

Die  Momentankräfte  eines  unveränderlichen  Systems,  wel- 
ches eine  Windungsgeschwindigkeit  (od,  u)  um  eine  Momentan- 
axe  c  im  Abstände  a  vom  Massenmittelpunkte  besitzt,  sind  äqui- 
valent einer  durch  den  Massenmittelpunkt  gehenden  Resultanten 
M  und  einem  resultirenden  Paare  G.  Erstere  hat  die  Richtung 
und  den  Sinn  der  Geschwindigkeit,  welche  dieser  Punkt  in  Folge 
der  Windung'sgeschwindigkeit  besitzt  und  eine  Intensität,  ver- 
möge welcher  sie  diesem  Punkte  dieselbe  Geschwindigkeit  er- 
theilen  könnte,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systems 
vereinigt  wäre.  Das  resultirende  Paar  befolgt  dieselben  Bil- 
dungsgesetze, wie  wenn  das  System  blos  die  Winkelgeschwindig- 
keit flo  ohne  die  Translationsgeschwindigkeit  u  besässe. 

Behufs  der  Reduction  für  die  Centralaxe  können  wir  von  der  Re- 
duction  für  die  Centralaxe  des  Falles  (§.  3)  ausgehen,  indem  wir  die  im 
Massenmittelpunkte  S  angreifende,  von  der  Translationsgeschwindigkeit  u 
herrührende,  nach  Richtung  und  Sinn  mit  u  übereinstimmende  Kraft  Mu 
(Fig.  106)  hinzufügen.    Indem  wir  sie  in  den  Stral  c   verlegen,  haben  wir 

das  Paar  Mua   mit  dem  Paare  K^    zu  verbinden,  wodurch  wir,  da  beide 

Axenmomente  zur  Ebene  (c,  S) 
senkrecht  sind,  das  Axen- 
moment 

Mua+Kl^^  =  3[(ua—to(il) 
erhalten,  von  derselben  Rich- 
tung wie  -K^o  .  Dies  Axen- 
moment  ist  auf  die  Richtung 
der  Resultanten  Mv^  zu  pro- 
jiciren,  um  das  resultirende 
pig  100  Axenmoment  G  für  die  Central- 

axe  zu  finden.    Zerlegen    wir 
dasselbe    nach   dieser   Richtung    und    senkrecht    darauf,    indem   wir    mit 
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sin  fs,  resp.  cos  a  multipliciren,  so  zerf&lU  dasselbe  in  die  beiden  Axen- 
momente 

G  =  M{ua  —  (o^il)  sina  =  — —  {ua  —  w^^i)  =  -—  (x>  —  wafij), 

H  =  M  (iia  —  wjiAJI)  cos  a  = {ua  —  wf^o)* 

Um  die  Lage  der  Centralaxe  zu  finden,  ziehen  wir  durch  C  die  Parallele 
CD  zu  (XS  und  verlegen  J7  parallel  mit  sich  an  den  Punkt  D  derselben,  sodass 
das  aus  dieser  Verlegung  entspringende  Paar  ßa"  das  Paar  H  tilgt,  wo 
CD  mit  a"  bezeichnet  ist.    Diese  Bedingung  liefert 

a    =  —  («a  —  (Ofil). 

Ist  a^  der  Abstand  des  Punktes  D  von  der  zu  SO  senkrechten  Ebene  des 
Massenmittelpunktes,  so  wird,  wie  leicht  zu  sehen,  a^  =  a'  —  a"  und  da- 
her wegen  ad  =  %\  und  gh^c?  +  a*  =  t?J 

Die  Lage  der  Centralaxe  wird  durch  die  Abstände  a*   und  •&  = ^ ,  so- 
tt 

wie  den  Winkel  a,  den  sie  mit  der  Momentanaxe  bildet,  bestimmt.     Statt 

des  Abstandes  h  können  wir  auch  den  kürzesten  Abstand  2^1  derselben  von 

SO  angeben.    Derselbe  ist  h*  =  &  sin  <y  = = Xl,    Setzen  wir  in 

den  Ausdruck  für  G  noch  den  Werth  von  d  ein,  so  erhalten  wir  als  Ele- 
mente der  Beduction  für  die  Centralaxe  übersichtlich  zusammengestellt: 

R  =  Mv^,     G  = (xJm  —  (oufil), 

«1   =  l2   (*>ö  +  f*J«)>       ^   =   -   —  ^0  • 

Als  Specialfälle  erwähnen  wir  folgende: 

1.  Die  Momentankräfte  können  sich  nur  dann  auf  ein  Paar  reduciren, 
wenn  ''o  '^^  ^»  *^^^  u  =  0  und  a  =  0  ist,  d.  h.  wenn  das  System  blos 
Winkelgeschwindigkeit  besitzt  und  die  Momentanaxe  durch  den  Massen- 
mittelpunkt geht. 

2.  Sie  sind  einer  Einzelkraft  äquivalent  in  allen  Fällen,  in  welchen 
ö)  (xju  —  fijwa)  =  0  ist.  Dies  tritt  ein  a)  wenn  oa  ==  0,  d.  h.  wenn 
das  System  blos  Translationsgeschwindigkeit  besitzt,  b)  wenn  u  =  0  und 
fiQ  :=  0,    d.  h.  wenn  da^  System  blos  Winkelgeschwindigkeit   besitzt  und 

K^^^  =»  —  (oZmyz  =  0  ist;  c)  wenn  xjn  —  »afij  =0,  d.  h. 
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—  =  tg  ö  =  -J  =  —  - -''  . 

Der  Sinn  hiervon  ist  der,  dass  die  Resultante  B  senkrecht  zu  dem  aus  N^ 

und  Kf  entspringenden  Axenmomente  ist.  Da  nämlich  ^  in  allen  Fällen 
senkrecht  zu  B  ist;  so  wird  alsdann  bei  der  Reduction  für  den  Massen- 
mittelpunkt G  senkrecht  zu  B  und  liefert  nur  eine  Verlegung  von  B  in 
die  Centralaxe  ohne  resultirendes  Paar. 

§.  5.  Die  Beziehungen  zwischen  den  Richtungen  der  Momentanaxe 
und  des  resultirenden  Axenmomentes  &,  sowie  auch  zwischen  der  Grösse 
des  letzteren  und  der  Winkelgeschwindigkeit  o)  können  in  ausgezeichneter 
Weise  mit  Hülfe  des  Cauchy-Poin  so  tischen  und  des  ihm  reciproken 
Trftgheitsellipsoids  (B.  I,  S.  113)  dargestellt  werden.  Reduciren  wir  zu 
diesem  Zwecke  die  Momentankräfte  für  den  Massenmittelpunkt  S  und  seien 
/>,  (/,  r  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  w,  sowie  Gxy  G^yi  Gr» 
die  des  resultirenden  Axenmomentes  G  parallel  den  Hauptaxen  dieses 
Punktes.  Nach  §.  4,  S.  356,  Nr.  2  sind  die  Momentankräfte,  welche  durch 
die  Winkelgeschwindigkeiten  py  q^  r  eingeführt  werden ,  äquivalent  den 
Paaren  Gxj  G^^  G»  und  bestehen,  wenn  A^  i?,  C  die  Trägheitsmomente  für 
die  drei  Hauptaxen  von  S  sind,  die  Gleichungen: 

Gx  «=  Ap,     Gy  =  Bq,     G,  =  Cr, 

Vermöge  der  Bedeutung  des  Cauchy-Poinsot'schen   Centralellipsoids  aber, 

€*  6*  «^ 

dessen  Halbaxen  «  =  ~,  ö=,,  y  =  —  sind ,  ist 

a  h  c 


6*  ^  .,   £*  ,.  ..  £* 


A  =  Ma^  =  M-j,       B  =  M-^,       C^M 


Bezeichnen  femer  x^  y^  z  die  Coordinaten  eines  der  beiden  Punkte  /,  in 
welchen  die  zur  Momentanaxe  c  parallele  Axe  e^  des  Punktes  S  das  Central- 
ellipsoid  durchdringt,  sowie  l  den  Semidiameter  SJ^  so  ist  weiter: 

p  q  r         tu 

X         y  z  l 

Entnimmt  man  hieraus  die  Werthe  von  p^  (/,  r,  so  ergeben  sich  mit  ihrer 
Hülfe  Gx^  Gy,  G,  und  G  unter  der  Form 

3f-e*w    X  M'e^m    y  Me^ca    z  Me^to    1 

wo    '  i        ^    I   ^    I   i" 

d«  "^  «^  "^  jj*  "^  / 

ist    Die  Bichtungscosinusse  von  G  gegen  die  Coordinatenaxen  sind  daher 

Gx ix      Gy 6y     6r,       de 

6~v'   G'~'ß*'  e"7' 
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Diese  Grössen  sind  aber  zugleich  die  Richtungscosinusse  der  Normalen  des 
Centralellipsoids  im  Punkte  J  (xyz)  und  ist  d  die  Lftnge  der  von  S  auf 
die  Tangentenebene  in  J  geföllten  Normalen.    Hieraus  fliesst  der  Sats: 

Das  resultirende  Axenmoment  G  der  Beduction  der  Momen- 
taukräfte  für  den  Massenmittelpunkt  des  Systems  ist  der  Nor- 
malen des  Cauchy-Poinsot'schen  Centralellipsoids  in  dem 
Punkte  /  parallel,  in  welchem  die  zur  Momentanaxe  parallele 
Axe  des  Massenmittelpunktes  dasselbe  durchdringt.    Die  Grösse 

Q  =  Mb^  •  —  des  Axenmomentes  selbst  ist  der  Winkelgeschwin- 

lo 

digkeit  direct  und  dem  Produkte  des  Semidiameters  l  des  Cen- 
tralellipsoids,  welcher  die  Richtung   der  Momentanaxe  hat  und 
des   Abstandes  d  der  Tangentenebene    in  J    vom  Massenmittel- 
punkte S  umgekehrt  proportional. 

Die  Ebene  des  resultirenden  Paares  der  Momentankrftfte  ist  der  Tan- 
gentenebene  in  J  parallel,  d.  h. 

Die  Ebene  des  resultirenden  Paares  der  Momentankrftfte  hat> 
die  Richtung  der  Diametralebene  des  Centralellipsoids,  welche 
zur  Richtung  der  Momentanaxe  conjugirt  ist. 

Es  sind  ferner  die  TrSgheitsradien  a^  h^  c  der  Hauptaxen  die  Halb- 
axen  des  reciproken  Centralellipsoids  und 

Gx_  Gy_       __  a. 

Bezeichnen  nun  x^  y^  z  die  Coordinaten  eines  der  Punkte  F,  in  welchen 
der  zum  resultirenden  Axenmomente  G  parallele  Semidiameter  SF  «=  /' 
dies  Centralellipsoid  schneidet,  so  wird 

Gx       Gy       G,        G 

^tm^mm         SIS5  ^^^■**        S3SS  ^^^^        ^^^2         mm^^^  ^ 

X         y         z         V 
und  hiermit  nehmen  j;,  g,  r,  u  die  Form  an 

G_    X  _J?_y  ^   L  —      ^ 

^'~MV'^'     '^~MV'b^'      ''~MV'7'     '^~MV6'' 
wo 


d'»  ""  a*  "^  5*  "^  c* 
gesetzt  ist. 

Hiermit  werden  aber  die  Richtungscosinusse  der  Momentanaxe  gegen 

die  Coordinatenaxen : 

p         d'x  q         fy       r         ^z 

■■  ■    ■      tfSS    — ■   —  ■  I»  ^    {^^B    ■»■                      «H^M    flBS     ^M^i    • 

Man  erhSlt  daher  fthnlich  wie  oben  den  Sats: 
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Die  Momentanaxe  ist  der  Normalen  des  zum  CauchyPoin- 
sot'schen  reciproken  Centralellipsoids  in  dem  Punkte  r*  parallel, 
in  welchem  dasselbe  von  dem  zum  resultirenden  Axenmomente  G 
parallelen   Diameter    getroffen    wird.     Die    Winkelgeschwindig-. 

G^ 
Iceit    «  =  1^777^^    ist  diesem  Axenmomente   direct   und   dem   Pro- 

4Jukte  des  zu  ihm  pajrallelen  Semidiameters  l'  und  des  Abstan- 
<les  S'  der  Tangentenebene  in  F  vom  Mittelpunkte  S  umgekehrt 
proportional.  Die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene*  des 
Massenmittelpunktes  ist  conjugirte  Diametralebene  des  reci- 
proken Centralellipsoids  zur  Richtung  des  resultirenden  Axen- 
znomentes. 

§.  6.     Die  Umkehrung  der  in  den  §§.  2 — 5   durchgeführten  Betrach- 
i;nngen  setzt  uns  in  den  Stand  anzugeben,  welchen  Geschwindigkeitszustand 
ein    gegebenes    System    von    Momentankräften    in   einem    unveränderlichen 
Punktsystem    hervoiTuft.     Derselbe    ist    eine    Translationsgeschwindigkeit, 
eine  Winkelgeschwindigkeit  oder  eine  Wind ungsgesch windigkeit.     Reducirt 
man   das  gegebene  Kräftesystem  für  den  Massenmittelpunkt  S  auf  Resul- 
tante R  und  resultirendes  Axenmoment  6r,  so  müssen  diese  Elemente  den 
Heductionselementen  der  Momentankräfte  äquivalent  sein,  welche  aus  dem 
noch  unbekannten  Geschwindigkeitszustand  folgen  würden   und  zwar  muss 
B  der  sich  daraus  ergebenden  Resultanten  und  G  dem  aus  ihm  folgenden 
Axenmomente  äquivalent  sein. 

Insbesondere  folgt,  dass  die  Resultante  R  dem  System  eine  Trans- 
lationsgeschwindigkeit  u  ertheilt,  welche  nach  Richtung  und  Sinn  mit  R 
übeieinstimmt  und  dass  ihre  Grösse  aus  der  Gleichung  Mu  =  R  folgt,  d.  h. 
dass  u  ^==  R  :  M  ist.  Weiter  ergibt  sich,  dass  G  eine  Winkelgeschwindig- 
keit 09  um  eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  erzeugt,  deren  Axe  c^J  der 
zur  Ebene  des  Paares  G  conjugirte  Diameter  l  des  Cauchy-Poinsot' sehen 
Centralellipsoids  ist  und  dass^u  aus  der  Gleichung 

Ms*(o  HG 
a=s  G  •     nämlich    o  ■=»  — r 

folgt,  wo  d  den  Abstand  der  zu  G  senkrechten  Tanjs^entenebene  (ks  Central- 
ellipsoids bedeutet.  Um  u  auch  dem  Sinne  nach  unzweideutig  zu  bestimmen, 
wird  man  G  nach  den  Hauptaxen  von  S  in  die  Componenten  Gxy  Gy^  G, 
zerlegen  und  mit  Hülfe  von 

Ap  —  G^„     Bq  «=  ff„     Cr  =  Gm 

zunächst  die  Componenten  j?,  9,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  u  nach  den 
Hauptaxen  finden,  wo  Ä,  B^  C  die  Trägheitsmomente  um  diese  Axen  be- 
■aiehnen.    HieraoB  folgt  sodann 
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„*=y +  ,«  +  ,*  =  Jf  +  g  +  g 

nebst  den  Richtungscosinussen  a,  ßy  y  der  Axe  c^  von  o),  nämlich 

a         ß         y  1 

p         q  r         (0 

Sobald  u  und  o)  gefunden  sind,  wird  man  u  parallel  der  Axe  c^  und  senk- 
recht dazu  in  die  Componenten  u  cos  tf;  und  te  sin  ^  zerlegen,  wenn  t/;  den 
Neigungswinkel  von  u  gegen  Cq  bedeutet ;  die  Componente  u  cos  t/;  wird 
die  Translationsgeschwindigkeit  parallel  der  gesuchten  Momentanaxe  c  sein, 
während  die  zu  Cq  senkrechte  Componente  u  sin  i/;  zur  Verlegung  der  Axe 
Cq  in  die  ihr  parallele  Momentanaxe  c  dient.  Die  Axe  c  fällt  in  die  zu 
u  sin  tf;  senkrechte  Ebene  von  S,  in  dem  Pelde  zur  Linken  eines  auf  sie 
von  der  Pfeilspitze  der  Componenten  u  sin  tf;  niederblickenden  Punktes ;  ihr 
Abstand  von  S  ist  a  =  u  sinif; :  o.  Die  Combination  (oo,  u  cos  i^)  stellt 
demnach  die  gesuchte  Windungsgeschwindigkeit  um  c  dar.  In  speciellen 
Fällen  reducirt  sich  diese  auf  eine  blose  Winkelgeschwindigkeit  oder  eine 
Translationsgeschwindigkeit. 

Als  specielle  Fälle  heben  wir  besonders  hervor: 

Ein  System  von  Momentankräften,  welches  sich  auf  eine 
durch  den  Massenmittelpunkt  gehende  Einzelkraft  reducirt, 
kann  allein  dem  Punktsystem  eine  Translationsgeschwindigkeit 
ertheilen;  sie  wird  erhalten,  wenn  man  die  Intensität  dieser 
Kraft  durch  die  Masse  des  Systems  dividirt  und  stimmt  in  Rich- 
tung und  Sinn  mit  ihr  überein. 

Ein  Momentankräftepaar  ertheilt  dem  System  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  S.  Ist 
das  Axenmoment  des  Paares  parallel  einer  Hauptaxe  des  Punktes 
S,  so  fällt  die  Momentanaxe  mit  dieser  Hauptaxe  zusammen. 

Ein  System  von  Momentankräften,  welohes  sich  auf  eine  nicht  durch 
den  Massenmittelpunkt  gehende  Einzelkraft  reducirt,  kann  je  nach  Um- 
ständen eine  blose  Winkelgeschwindigkeit  oder  eine  Windungsgeschwindig- 
keit  erzeugen.  Ebenso  ein  Eräftesystem ,  welches  bei  der  Reduction  auf 
seine  Centralaxe  sowohl  eine  Resultante  als  ein  resultirendes  Paar  liefert. 
Um  diese  Frage  zu  erörtern,  seien  wieder  E  und  Cr  Resultante  und  Axen- 
moment der  gegebenen  Momentankräfte  bei  der  Reduction  für  den  Punkt  S] 
R  gibt  eine  Translationsgeschwindigkeit  u  =  B  :  U  und  G  eine  Winkel- 
geschwindigkeit 0)  um  eine  durch  8  gehende  Axe  c^.  Damit  beide  einer 
blosen  Winkelgeschwindigkeit  äquivalent  seien,  muss  u  und  folglioh  auch 
R  zu  Cq  senkreicht  sein.  Denn  dann  veranlasst  u  blos  eine  Verlegang  der 
Axe  c^  in  eine  gewisse  parallele  Axe  c  und  tritt  zu  co  keine  TransIfttionB- 
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geschwindigkeit  parallel  dieser  Axe  hinzu.    Legen  wir  also  durch  S  senk- 
recht zu  B  eine  Ebene  E^  so  enthält  sie  alle  Richtungen,  welche  Cq  mög- 
licherweise haben  kann.    Nun  ist  G  normal  zur  Tangentenebene  des  Cauchy- 
Poinsot'schen  Centralellipsoids  in  dem  Punkte  «7,  in  welchem  Cq  einschneidet. 
Daher  kann  G    senkrecht   sein   zu   irgend   einer  Tangentenebene  des   dem 
Centralellipsoid  umschriebenen  Cjlinders,  welcher  längs  des  Schnittes  der 
Ebene  E  mit  ihm  dasselbe  berührt.    Die  Richtungen  von  G  erfüllen  mithin 
«ine  zu  den  Erzeugungslinien  dieses  Cylinders  senkrechte  Ebene  E\    Alle 
Krftftesysteme,  für  welche  G  bei  demselben  R  in  diese  Ebene  föllt,  liefern 
l)lo8  eine  Winkelgeschwindigkeit,  alle  anderen  eine  Windungsgeschwindig- 
Iceit.    Fällt  G  in  eine  Hauptebene  des  Centralellipsoids,  so  fällt  die  Ebene  E 
mit  E'  zusammen  und  liegt  Cq  in  derselben  Haupt^bene ;  fällt  G  mit  einer 
Hanptaxe  von  S  zusammen,  so  ist  diese  zugleich   die  Axe  Cq,    Ganz  ähn- 
lich kann   auch  das  reciproke  Centralellipsoid  zur  Entscheidung  derartiger 
Prägen  verwandt  werden. 

§.  7.  Wir  woUeu  jetzt  die  Reduction  der  Momentankräfte  für  den 
Massenmittelpunkt  S  analytisch  einkleiden.  In  Bezug  auf  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  S  ist,  sei  0  {xqPqZq) 
irgend  ein  Punkt  der  Momentanaxe  c,  z.  B.  der  Fusspunkt  ihres  kürzesten 
Abstandes  d  von  /S;  die  Winkelgeschwindigkeit  <o  um  sie  zerlegen  wir  in 
drei  Componenten  o^r,  coy,  Og  um  drei  zu  den  Axen  der  x,  y^  z  parallele 
Axen  des  Punktes  0;  ebenso  zerföUen  wir  die  Translationsgeschwindigkeit  u 
des  Systems  in  die  drei  Componenten  UxyUy^Ut.  Die  Translationsgeschwindig- 
keit veranlasst  die  Momentankraft  MUy  welche  durch  S  hindurchgeht  und 
die  drei  Componenten  Muxy  Mtiy^  Mu,  hat.  Um  die  x-Axe  ertheilen  wir 
femer  dem  System  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten 
o>x)  d.  h.  wir  substituiren  für  (Ox  um  die  durch  0  gehende  Axe  ein  cix  um 
die  rr-Axe  und  das  Rötationspaar  (oo«,  — a)x),  welches  einer  Translations- 
geschwindigkeit senkrecht  zu  seiner  Ebene  äquivalent  ist.  Indem  wir  Aehn- 
liches  in  Bezug  auf  coy,  q>«  ausführen,  erhalten  wir  die  Componenten  cnxi 
coy,  CO«  um  die  Coordinatenaxen  und  drei  Rotationspaare  (cox)  — o>x)^ 
(coy,  — Wy),  (w,,  — cö,).  Diese  Paare  liefern  nach  Anleitung  der  B.  I, 
S.  49  ausgeführten  Reduction  die  drei  Momeifte,  d.  h.  die  Translations- 
geschwindigkeiten 

parallel  den  Axen  der  a:,  ^,  xr,  welche  die  Momentankräfte 

^  {Vo^M  —  ^o«y)>     ^  (^0»*  —  *oß>')     -2fcf  {x^cny  —  PqOx) 

herbeiführen.  Sie  bilden  mit  den  obigen  Componenten  Mux^  Muyy  Mu,  die 
Baenltante  B  der  Reduction  für  den  Punkt  8  und  wenn  wir  setzen: 
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Z  =  Jtf  [u;c  +  (y^w,  —  ^o«y)] » 
Y=  M[uy  +  («otox  —  Xo(o,)], 

so  wird  sie  und  ihre  Richtung  (a,  6,  c)  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

»2  _  Y«  4.  y«  4-  y«      cos  a  _  cos  &       cos  c  _  1^ 
B   -X   +Y  +Z  ,     —  —  =  ^^-^. 

Die  Resultante  B  bildet  sich  ersichtlich  aus  den  beiden  Bestandtheilen  Mu 
und  M(od^  herrührend  von  der  Translationsgeschwindigkeit  u  und  der 
Uebertragung  von  o  um  c  auf  die  Axe  c^,  oder  wie  es  hier  ausgeführt  ist, 
von  »xf  coy,  a>g  auf  die  Coordinatenaxen. 

Die  Winkelgeschvnndigkeit  ca  um  Cq  oder  ihre  Componenten  od«,  a>y,  &, 
um  die  Axen  der  x,  y,  g  ertheilen  nun  nach  B.  I,  S.  275  dem  System- 
punkte  (x^  y^  e)  die  Geschwindigkeitscomponenten 

Vge  =  coy^er  —  (ö,y,     Vy  =  cütX  —  a)xjer,     v,  =  m^y  - —  WyO?, 

welchen  die  Componenten  der  Momentankraft  mvx^  mt;^,  mv,  entsprechen. 
Die  Reduction  derselben  liefert  die  Componenten 

Zmvjc  =  Zm  (tOyZ  —  w,y)  =  (OyZmz  —  o^^my, 

2mvy  =  (OtHmx  —  (o^l^tnjer, 

£mv,  =  (Ox£my  —  myZmx^ 

welche  aber  vermöge  der  Eigenschaften  Zmx  =  Zmy  *=^  Zmg  »=  0  des 
Massenmittelpunktes  verschwinden.    Sie  liefert  femer  die  Paare: 

Gx  ■=  £n^  {yvg  —  zvy),     Gy  =  £m  {zvx  —  xv^)^     G,  =  JSm  (xvy  —  yvg)^ 

welche  nach  Einfügung  der  Werthe  von  Vx,  Vy^  v,  übergehen  in 

Gx  =  üOa.2?m  (y*  -f-  e^)  —  onyZmxy  —  tOgümxg^ 
Gy  =^  —  fOx^fnxy  +  onyllm  {s?  +  x^)  —  (OgZmyg^ 
Gg=  —  iOx£fngx  —  (OyZmyz  +  (OgZm  {pi?  +  y^ 

und  mit  Hülfe  der  Bezeichnungsweise  der  Trägheitsmomente  und  Deviations- 
momente  des  Systems  für  die  Coordinatenaxen 

^wt  (y*  '\'i?)  =  A,  Zmyz  =  D, 

Zm  {z^  +  ar*)  =  B,  Zmzx  =  E, 

Zm  (ar*  +  y^)  =  C,  Zmxy  =  F 

die  Gestalt  annehmen: 

Gx  =  -4a}x  —  -Fwy  —  J^«*, 
Gy  =  —  Fcüx  +  -ßcoy  —  -Duo,, 
ff ,  =  —  JKflOx  —  J^fl>y  +  Ce»,. 

Ihr  resultirendes  Paar  ff  und  seine  Richtungsoosinasse  l^  fft,  v  nnd  daher 
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durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

e*  =  ö»  +  G^2  4-  ö»      i-  =  A  =  _?L  =  _1. 

Würde  die  Reduction  der  Momentankräfte  für  einen  anderen  Punkt 
als  8  verlangt,  so  änderte  sich  in  den  vorstehenden  Betrachtungen  nichts, 
als  dass  die  Grössen  ZmVxj  £mvy,  2mv,  nicht  verschwinden,  sondern  in 
den  Componenten  X,  Y,  Z  als  weitere  Glieder  zu  den  übrigen  hinzutreten. 

§.  8.  Die  Summe  2T  =  Zmv^  der  lebendigen  Kräfte  mv^  der  System- 
punkte heisst  die  lebendige  Kraft  des  Systems.  Wir  wollen  diese 
Grösse  bilden  und  ihre  Beziehungen  zu  der  Beduction  der  Momentankräfte 
aufsuchen.  Ist  r  der  Abstand  eines  Systempunktes  von  der  Momentanaxe  c, 
Bo  wird  das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit 

t;*  =  M*  +  i»*r* 

und  mithin  die  lebendige  Kraft 

2T  =  2:w  (tt*  +  a)*r«)  =  Jfcfu«  +  a>*2:mr*, 

oder  wenn  wir  das  Trägheitsmoment  um  die  Axe  c  durch 

Mii^  =  ilf  (?  +  M%1 

ausdrücken,  wo  x,  Xq  die  Trägheitsradien  für  die  Axen  o,  c^  und  d  den 
Abstand  dieser  Axen  bezeichnen: 

2  T  =  Jlf  (w« +  ««(?)+' »«3fx2 . 

In  diesem  Ausdrucke  stellt  u'  -f-  u^d^  das  Quadrat  der  Gescb windigkeit  v^ 
des  Massenmittelpunktes  S  dar  und  ist  daher  M  (u^  -|~  ^^^)  die  lebendige 
Kraft,  welche  dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die  ganze  Masse 
des  Systems  vereinigt  wäre.  Bezeichnen  wir  sie  mit  2Tq^  v?M%\  aber 
mit  2^1,  sodass  also-  2^^  =  JfcfvJ,  2^^  =  f»^M%\,  T  =  T»  +  T^  wird, 
so  folgt  der  Satz: 

Die  lebendige  Kraft  2T  eines  in  Bewegung  begriffenen  un- 
veränderlichen Systems  zerfällt  in  zwei  Theile,  2Tq  und  2T|, 
von  denen  der  erste  2Tq  die  lebendige  Kraft  Mv\  des  Massen- 
mittelpunktes darstellt,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  ver- 
einigt gedacht  wird,  während  der  andere  Theil  2T|  die  leben- 
dige Kraft  ist,  welche  das  System  besitzen  würde,  wenn  es  die 
Winkelgeschwindigkeit  oo  nicht  um  die  Momentanaxe,  sondern 
um  eine  zu  ihr  parallele  Axe  des  Massenmittelpunktes  besässe. 

Mit  dem  Bestandtheile  2Ti  hängen  die  Componenten  G^^^  Gy^  G,  des 
reeultirenden   Paares   der   Momentankräfte   sehr   einfach   zusammen.    Nach. 
B.  I,  8.  104  ist  nämlich  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe  c,  deren  Bich- 
tungsoorinusse  u^  ß^  y  seien: 

M%1  —  il««  +  5^  +  Cy*  —  2I)ßY  —  2Eya  —  2Faß. 
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Mit  Hülfe  von  ia^  =  am,  &,  =  ßa.  c9.  =  y»  erhSit  man  daher: 

DiffereDtiiren  wir  die^e  Gleichang  nach  u^.  o«.  »..  so  folgt: 

er, 


reo. 


=       -4«x  —  /'o,  —  Eu-  =  Gg , 


^  -^  =  —  F«r  +  ^«.  —  />«..  =  G,  . 

■    ^ 

d.  li.  die  partiellen  Differentialquotienten  der  H2lfte  des  Be- 
Btandtheils  der  lebendigen  Kraft,  welcher  der  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Axe  des  Massenmittelpunktes  entspricht,  naeh 
den  Coiuponenten  a>x9  ^^j  ^:  der  Winkelgeschwindigkeit  genom- 
men, sind  die  Componenten  des  resultirenden  Axenmomentes  der 
MomentankrSfte  parallel  den  Axen  der  x,  jf,  f. 

Die  Grösse   T^   ist  eine  homogene   Function  zweiten  Grades   yon  «n 
(üy,  (a^,  daher  ist  nach  dem  Euler'schen  Satze  Über  die  homogenen  Functionen 

•2  7-,  =  «*3/*?.  =  1^'  .  «,  +  'A  •  «,  +  1^  •  «- 

und  wenn  man  einmal  für  tox,  (Oy,  co.-  die  gleichbedeutenden  Ausdrucke 
tfca,  ß<Oy  yto,  das  underemal  fQr  G^,  G^y  Gs  die  WerUie  i£r,  fiG,  vß 
H«;tzt,  80  wird 

uii'Mxl  =  n\=  ioiaO^  +  ßG,  +  yö.)  =  G  (A»,  +  ^«,  +  v«.). 

d.  h.  die  Komponente  ar/^  -f-  (STry  -f-  y6i^.  des  resultirenden  Axen- 
momentes der  Momentankräfte  parallel  der  Momentanaxe  ist  das 
Produkt  (oMkI  der  Winkelgeschwindigkeit  und  des  TrSgheita- 
momeutes  für  die  der  Momentanaxe  parallele  Axe  des  Massen- 
mjttftlpunktes.    Die  (^'omponente  k(Ox  4"  f^^y  H~  ^^^  ^^^  Winkelge- 

Hchwindigküii  um  die  Axe  des    resultirenden  Paares  ist  -rMn^' 

Niu;h  B.  I,  S.  100  int,   wenn  q  den  Semidiameter  des  Ceniralellipscnds 
dat'Htellt,  welcher  die  Jtichtung  der  Monientanaxe  hat,  q%q  »=  c*,  daher  wird 

2y\=Mi*^     oder    w  =  ^-^--=l, 

i\.  \i,  die  Winkelgeschwindigkeit  i»t  proportional  dem  Diameter 
doH  (Jeniralollipsoids  von  der  Richtung  ihrer  Axe  und  der  Quadrat- 
wurzel ans  dem  Bostandtheile  der  lebendigen  Kraft,  welcher  der 
Winkelgeschwindigkeit  um  diesen  Diameter  entspriehtt 
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Den  Satz  des  §.  5,  dass  das  resultirende  Axenmoment  die  Richtung 
der  Normalen  des  Centralellipsoids  im  Punkte  J  hat,  in  welchem  es  von 
der  Axe  c^  durchbohrt  wird,  beweist  man  leicht  analytisch  so.  Die  Glei- 
chung des  Centralellipsoids  ist 

Cr=  Ja;2  +  J?y2  ^  Cz^  —  22)«/^  —  "IT^zx  —  2-Frcy  =  Mz^ 

und  sind  die  Richtungscosinusse  der  Normalen  im  Punkte  {x^z)  proportional 
den  Grössen 

l^-^  =  Äx  —  Fy  —  Ez  =  {Äa  --  Fß  —  Ey)  q 

ox 

=  {Aa>^  —  Fwy  —  Ea>.)  -^  —  ^'^ 


(O  (O 


du       GyQ  dV_G,Q 


dy  (o  dz  OD 

woraus  die  Behauptung  folgt. 

Der    Cosinus    der    Neigung   t/;    der    Momentanaxe    gegen   das    Axen- 
moment Q  ist 


G^xCDx  +    G^yOy   +    ^zfO, 


cos  ^ 

woraus 

ff  CO  cos  t/;  =  GafOx  +  Gy(Oy  +  ff,»,  =  2  Tj , 

d.  h.  das  geometrische  Produkt  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
des  resultirenden  Axenmomentes  ist  gleich  der  lebendigen  Kraft^ 
welche  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  Cq  entspricht. 

§.  9.  WShlt  man  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  zu  Coor- 
dinatenaxen,  so  wird  2)  =  ^  ==  JF*  «=  0  und  vereinfachen  sich  die  Glei- 
chungen.   Setzt  man,  wie  üblich,  hierfür 

80  wird 

Gx=Äp,     Gy  =  Bq,     G,  =  Cr, 

2!r,  =  Äp^  +  B^  +  Cr",      G^  =  ^V  +  B^q^  +  C^r\ 
Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  entwickelten  Theorien  sind   so 
wichtig,  dass  wir  sie  in  einigen  Einzelfällen  weiter  verfolgen  und  Beispiele 
und  Anwendungen  dazu  geben  werden. 

§.  10.  Eine  homogene  materielle  Linie  AB  (Fig.  107)  von  der  Länge 
tl  and  der  Dichtigkeit  q  wird  im  Punkte  c  von  einer  Momentan- 
kraft P  unter  dem  Winkel  a  getroffen;  um  welche  Momentanaxe  und 
mit  welcher  Winkelgeschwindigkeit  beginnt  die  Linie  zu  rotiren? 

Die  Beduction  der  Kraft  P  fär  den  Massenmittelpunkt  S  liefert  daselbst  P 
und  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  G  »-  Pa  senkrecht  zur  Ebene  ist,  welche  P 
und  AB  enthält,  wo  a  der  kürzeste  Abstand  SC*  der  Kraft  P  von  S  ist.  Das 
Centralellipeoid  der  Linie  AB  ist  nach  B.  I,  S.  135  ein  Rotationsoylinder  xxm  AB 
und  sind  alle  Azen  von  8  senkrecht  za  AB  Hauptaxen  mit  dem  Tr&gheitsmomentA 
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Mn-  =»  \  MPy  so  dass  x^  =*  }  7*  ist.    Da  G  die  Richtung  einer  Hanptaze  lui, 

so  fällt  die  Rotationsazec,,  mit  der  Richtung  von  G  zusammen.    Die  Gerade  AB 

erlangt  also  eine  Translationsgeschwindigkeit  u^PzMf 
.  «'T<i^-,         ^M  der   Richtung  und  dem   Sinne  nach  mit  P  übereiD- 

/'    ;  ^v' "^«.^  stimmend  und  eine  Winkelgeschwindigkeit 

^'"  um  die  zur  Ebene  Ton  P  und  AB  senkrechte  Aze  ^ 

Y'  des  Punktes  5.     Beide,  die  Tianslationsgesch windig- 

.  keit  M  und  die  Winkelgeschwindigkeit  •,  sind  zoflun- 

men  äquivalent  der  Winkelgeschwindigkeit  «d  um  die 
Momeutanaxe  r,  welche  CS  im  Punkte  C  auf  entgegengesetzter  Seite  mit  C  im 
Abstände  :^C  ^=^a  schneidet«  so  dass  ad  =^  x^  «s  i/*  wird.  Setzt  man  cS^t^ 
so  wird  a'  =■  f  sin  a  and  da  Af  :»  2^7  ist, 

,  Pc  sin  a  ,7» 

«  =  I  — -yj— ,     a  «  i 


qP  r  sin  a 

Nimmt  man  SD  ^^  l  zur  Höhe  eines  gleichseitigen  Dreiecks  KDK*^  so  wird 
ST^  =x  ^  7*  »  x^  und  liefert  die  zu  CK  senkrechte  Gerade  KC  den  Punkt  C,  in 
welchem  die  Momentanaxe  c  die  Ebene  ^P,  ^B)  rechtwinklig  schneidet. 

Für  a  =»  ^  w  fallt  C  in  AB  selbst  und  wird  m  bei  gegebenem  e  ein  Maximom 
in  Bezug  auf  a.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  C,  welche  bei  demselben  Ab- 
stände e  den  Terschiedenen  Richtungen  der  Kraft  P  entsprechen,  ist  eine  zu  ilJB 
senkrechte  Gerade,  welche  AB  auf  entgegengesetzter  Seite  mit  c  in  einem 
Punkte  c  schneidet  sodass  filr  ^c  »»  x  ihre  Gleichung  ist  ex  »  )  7*.  Denn  es  ist 
ad  =»  ^1*  und  u'  =*  e  sin  a,  a  =»  x  :  sin  a  u.  s.  w.  Der  Ort  aller  Momentanazen  c 
iil  also  eine  Ebene. 

Soll  die  Momentanaxe  c  die  Gerade  ^1?  im  Endpunkte  B  treffen,  so  ist 
a  »  »  V.  a  »  7.  also  d  ^  iL  o  «  eP :  Ml 

§.  11  Ein  ebeces  Sjgtem  wird  tou  einer  in  seine  Ebene  fallenden 
y«mentankraft  P  im  Abstände  d  Tom  Massenmittelpunkte  getroffen, 
ocan  soll  den  Geschwindigkeitsiustand  bestimmen,  welchen  dasselbe 
hierdurch  erlangt. 

Redncirt  man  die  Kraft  P  für  den  Massenmittelpunkt  5,  ao  ertheilt  sie  da- 
selbst angreifend  dem  System  eine  Translations^eschwindigkeit  m  >»  P :  Jf ,  der 
Richtung  und  den:  Sinne  nach  mit  P  übereinstimmend,  wenn  Jt  die  Masse  des 
Systems  bezeichnet  Das  Axenmoment  Pa'  des  Reductionspaarea  ist  aenkzecht 
znr  Ebene  des  Svsu^ms.  Kun  sind  alle  zur  Ebene  des  Systems  senkrechte  Azen 
Hji&ptaxen  desselben:  denn  für  alle  solche  sind  Smjrs  «>  0,  Smyi  s»  0,  wenn 
die  :  senkrecht  nur  Ebene  irenommen  werden,  da  alle  r  Xdl  sind.  Daher  eneogt 
wie  §.  10  ^Fig.  107  Pd  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  znr  Ebene  senkrechte 
Axe  Cj   Toc  ^  Ton  der  Gr^«se  •,  welche  sich  aus   •.  .Vm^  »  Pd  ergibt,  wenn 

S;  den  Tr^heit^radius  für  dieae  Axe  bedeutet.  Der  Sinn  tob  •  hannoiiiit  mit 
dem  Sirjie  des  Paares.  Die  TranslaiioQsiiiv^'hwindigkeit  «  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit m  sind,  da  «  z;:  <*,  senkrecht  ist,  msammen  iqnirale&t  der  Winkel- 
gesohwindigkeit  »  um  die  zu  c,  parallele  Momentanaxe  c,  welche  mit  c^  die  linie 
de*  kür««len  Abstände«  ^C""  des  Punktes  ^  T\^n  i*  in  einem  Pmkte  C  anf  der 
Seite  Ton  5,  wo  C  nicht  liegt,  trifft,  sodaM  fib^  c^C»  «  die  GWäeba^  ««  —  a« 
bcateht.    Enichlet  asan  in  der  Ebene  des  Sytlm*  in  ^  die  Slicck»  S JT  —  4 
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senkrecht  in  CS  uml  xieht  CK,  to  liefert  die  zu  ihr  «enkrecht«  Gerade  KC 
den  Funkt  C  auf  CS,  in  welchem  die  Momentanoie  die  Ebene  des  Systems 
schneidet.  Vertauschen  die  Punkte  C,  C  ihre  Bedeutung,  d.  h.  geht  F  durch  C, 
%o  «t«bt  die  Momeulonaxe  c  in  C  senkrecht  auf  der  Ebene. 

Die  Punkte  C,  C  iiiad  homologe  Punkte  einer  gleich  liegenden  Involution, 
«odaas,  vKina  C  die  Gerade  C.S  durcblüuft,  der  Punkt  C  ihm  in  demselben  Sinne 
folgt  und  umgekehrt.  Die  rechtwinkligen  Straten  KC,  KC  bestimmen  die  Punkt- 
posre  der  Involution.  Geht  P  durch  iS',  so  rückt  G  ins  Unendliche  und  geht  die 
Rotation  um  c  in  eine  Translation  u  =  P :  M  über,  da  a>  verschwindet.  Fällt 
C'  ins  Ünendliehe,  so  tritt  <7  in  6'  ein;  wird  dabei  P  unendlich  klein,  sodass  Pa 
ein  endliches  Paar  bleibt,  so  wird  m  eine  endliche  Winkelgeschwindigkeit  um 
die  durch  S  gehende  Aje  c.  Ein  Momentankrlftepaar  ertheilt  dem  Sjstera  stets 
!  Winkelgeschwindigkeit  nin  die  durch  den  MaBsenniiltelponkt  gehende,  sur 
I  des  Systems  senkrechte  Axe.  Der  Abstand  CC  homologer  Punkt«  kann 
t  beliebige  Gritsse  erreichen,  aber  unter  ein  gewisses  Minimum  nicht  berunler- 
ainken.  Der  Werth  dieses  Minimums  ist  CC  =  2v„.  Die  Auf- 
gabe n&mlich,  die  Punkt«  C,  C  so  zu  fiudeu,  dasH  C'A'  +  ÄG  ' 
ein  Minimum  werde  und  C'S,  SC  die  Bedingung  CS-SC  =  n\ 
erfülleD,  ist  identisch  mit  der  Aufgabe,  unter  allen  Becht«cken 
von  constantem  Inhalte  k'  dasjenige  zu  bestimmen,  dessen 
Umfang  2  (CS  +  SC)  ein  Minimum  werde  (Fig.  108).  Dieser 
Aufgabe  genügt  blos  das  Quadrat  SK  S'  K',  dessen  Seite 
SK  =  »„  ist;  denn  soll  das  Eechteck  SC  VC  ihm  an  Fläche 
gleich  sein,  so  müssen  die  Rechtecke  CKSW  und  K' UVC 
peich  sein  und  da  die  Seite  KS'  des  einen  gleich  x„,  während  die  eine  A"  W  des 
iderea  kleiner  als  »„  ist,  so  mos»  CA'  <  Ä"6"  sein.  "Daher  ist 

CS  +  i:C  ~  K„  -f  K'C  +  X,  —  CK  =  ax„  +  {K'C  ~  CK)  >  «%„. 
»d  der  halbe  Umfang  des  Quadrates  gleich  3«  ist. 

Sind  /,  J'  die  homologen  Punkte  kleinsten  Abstände«  ~2xg,  beschreibt  mau 
diuB  einen  Kreis  Dud  sucht  auf  JJ'  in  C  den  gegen  S  s;m' 
metrisch  gelegenen  Punkt  0" ,  so  sind  JJ',  CC"  harmonische  Punkt«  nnd  C,  C" 
conjugirte  Pole  bezüglich  des  Kreises. 

LOs^t  mau  P  ata  einen  Punkt  C  der  Ebene  des  Systems  bei  constanter 
isit&t  sich  drehen,  so  beschreibt  die  Momentonaxe  c  eine  in  C  auf  CS  aeok- 
fbte  Ebene,  indem  sie  parallel  mit  sich  fortrückt.  Denn  für  irgend  eine  «weite 
/,  Y  die  homologen  Punkte  auf  dem  Perpendikel,  welches 
b  5  auf  P  gefeilt  werden  kann,  dann  ist  y'S-Sy^  CS  •  SC,  woraus  folgt,  das» 
7  auf  >^C  senkrecht  steht,  weil  yC'  auf  y'S  senkrecht  ist. 

Wir  fassen  die  Resultate  dieser  Untersuchung  in  den  Sati  zusammen; 
;rleidet  ein  ebeucs  Punktsystem  den  Stoss  einer  in  seine  Ebene 
Eilenden    Homentankraft    P.    so    erlangt    dasselbe    eine     Winkel- 

ndigkcit  um 
%flrseste  Ahstand  dei 
MaB.enmittelpunkt   S,   soda 
kartesteo  Abstandes  fllllt  n 


le  xac  Ebene  i 
Lichtungslinit 


Jitr    Kraft    P   so    theilt,    dai 
Quadrate  des  Tragi 


abbängi) 


entanaxe  c.  De 
geht  durch  dei 
ninkte  C,  C  de 
in  der  IntensitH 


Produkt    C'S-SC    dei 


lente 


«für 


Df  d 


r  Ebei 


I  Senkrechten  gleich  ist.    Die  Wiukelg. 
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das  System  um  c  erlangt,  wi^d  erhalten,  indem  man  das  Moment 
F'C'S  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt  durch  das 
Trägheitsmoment  um  die  zu  c  parallele  Aze  des  Massenmittelpunktes 
dividirt.  Die  Momentanazen  c,  welche  den  yerschiedenen  Stralen 
eines  Stralenbüschels  C  in  der  Ebene  als  Richtungslinien  der  Kraft  P 
bei  gleicher  Intensität  entsprechen,  erfüllen  eine  zu  CS  senkrechte, 
durch  C  gehende  Ebene. 

§.  12.  Wirkung  eines  Momentankräftesystema,  welches  einer 
Einzelkraft  P  äquivalent  ist,  deren  Richtung  eine  Hauptebene  "KY 
des  Massenmittelpunktes  S  eines  räumlichen  Punktsystems  in  einem 
Punkte  C  einer  Hauptaze  <SiX  im  Abstände  iSfC  =  a  normal  trifft  (Fig.  109). 

1.    Die  Kräftereduction  fflr  den  Punkt  S  gibt  die  Kraft  P  an  5  und    das 

Paar  Pa,  dessen  Aze  parallel  SY.  Von  ersterer 
erlangt  das  System  die  Translationsgeschwindigkeit 
u  =3  P :  M,  letzteres  gibt  ihm  die  Winkelgeschwin- 
digkeit (o  »  Pa  :  üf  x^  um  die  Hauptaze  S  F,  wo 
Xq  den  Trägheitsradius  für  diese  Aze  bedeutet, 
u  und  09  sind  zusammen  der  Winkelgeschwindigkeit 
(D  um  die  Momentanaze  c  äquivalent,  welche  in  der 
Hauptebene  XF  der'Aze  ÄF  im  Abstände  SC^^a 
parallel  läuft  und  auf  die  Seite  von  SY  fällt,  aof 
welcher  C  nicht  liegt.  Wie  in  §.  10  ergibt  sich 
x^  und  liefert  ein  rechtwinkliges  Dreieck  die  reciproken  Punkte  C,  C\  Die 
Geschwindigkeit  v  eines  Systempnnktes  in  der  Entfernung  x  von  SY^  x  positiv 

im  Sinne  SC  gerechnet,  ist 

'        P    ,     Fa  P 


Fig.  109. 


aa 


m7^  («2  +  «*)■ 


0  0 

2.  Es  treffe  das  System  mit  einem  Punkte  T  der  Hauptaze  SX^  im  Abstände 
ST  s^  X  von  S  auf  einen  festen  Punkt  des  Raumes.  Der  momentane  Widerstand, 
den  dieser  Punkt  leistet,  vernichtet  plötzlich  die  Geschwindigkeit  von  T  und 
nOthigt  die  Systempunkte,  die  Geschwindigkeiten  zu  ändern.  Um  die  Inten- 
sität  —  Q  dieses  Widerstandes  zu  bestimmen,  fügen  wir  denselben  der  Kraft  P 
hinzu  und  stellen  die  Bedingung  auf,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  T 
gleich  Null  werde.  Da  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  T  im  Momente, 
wo  sie  verrichtet  wird,  senkrecht  zur  Ebene  XY  ist,  so  ist  auch  >-  Q  senk- 
recht zu  dieser  Ebene.  Die  Reduction  für  S  ergabt  daher  die  Kraft  —  Q ,  welche 
mit  P  an  Ä  zu  P  —  Q  sich  verbindet,  und  das  Paar  —  Qx^  welches  mit 
Pa  zusammen  ein  neues  Paar  Pa  —  Qx  bildet.    Die  Kraft  P  —  Q  ertheilt  dem 

P—  0 

System  die  Translationsgeschwindigkeit  u  =  — Tür~   ^^^   ^**  ^mx  Pa  —  Qx 

Pa  —  Qx 


die  Winkelgeschwindigkeit  oo 


Afx^ 

0 


um  die  Hauptaze  SY  und  u  und  od 


zusammen  sind  äquivalent  der  Winkelgeschwindigkeit  o>  um  eine  neue  Momentan- 
aze c ,  deren  Abstand  —  x  von  S  der  Bedingung  —  xx'  &»  x'  genügen  muss. 
Ein  Systempunkt  im  Abstände  £  von  SY  erlangt  dadurch  die  Geschwindigkeit 

£ .    Für  i  =  X  erhält  man  die  Geschwindigkeit  des 


P^Q  ^Pa^Qx 


M 


0 


P '—'  Q      Pa  —  Qx 

Punktes  T,  welche  verschwinden  muss.  Aus  der  Gleichung  — =^  -  -) ,-  ^   «  -■  0 
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ergibt  sich  demnach  die  Stärke  Q  des  Momentanstosses,  welchen  das  System  in 
T  erleidet,  nämlich  0  =«  P  -J— f — 5 ,  welche   mit  Rücksicht   anf  aa   ==  y."^  die 

Form  Q  tM»  Pa    ^  T — «  annimmt. 
*  «2  _j_  a;* 

ü    ' 

3.    Die  Intensität  des  Momentanstosses  Q  in  T  varürt  mit  dem  Abstände  x; 

sie  verschwindet  für  x  =^  —  a\  d.  h.  wenn  der  feste  Punkt  in  der  Momentanaxe  c 

liegt^  wie   selbstverständlich.    Für  alle  ä  >  —  a    ist  Q  positiv,  für  a;  <  —  o' 

negativ.    Der  Stoss  erfolgt  daher  in  verschiedenem  Sinne,  je  nachdem  der  feste 

Punkt  diesseits  oder  jenseits  C  liegt.    Im  einen  Falle  fällt  der  feste  Punkt  auf 

die   vordere   Seite   der   Ebene    XY,   im   anderen   auf  die    Hinterseite.    Um   die 

Pimkte  T  des  Maximalstosses  zu  finden,   ist  ihr  Abstand  x  aus   der  Gleichung 

^  «B  0,  d.  h.  ans  x^'{'2ax  —  x^  =  0  zu  suchen.  -Man  erhält  hieraus 


X  =  —  a  -{-  y  yi^  4-  a  *, 
welche  Gleichung  die  Formen 


x+a^±  Y~%1  +  ä'*  =  ±  Va  (a  +  a)  =  ±  yCS-'CC 


annehmen  kann.  Es  ist  aber  Yk^  4~  ^^  ^^^  Trägheitsradius  für  die  MomentanajLe 
und  X  -^  a  der  Abstand  CT  der  Punkte  T  von  der  Momentanaxe.  Daher  gibt 
es  zwei  Punkte  T,  T'  des  Maximalstosses  auf  der  Axe  SX^  welche 
diesseits  und  jenseits  in  gleichem  Abstände  von  der  Momentanaxe  c 
abliegen.  Sie  sind  die  Schnittpunkte  von  SX  mit  einem  um  C  be- 
schriebenen Kreise,   dessen   Radius  C' K  (Fig.  110)    das   geometrische 

Mittel  ist  aus  den  Abstän- 
den CS  und  CC  der  Momen- 
tanaxe vom  Massenmittel- 
punkte 5und  der  Momentan- 
kraft P,  oder  was  dasselbe 
ist,  dessen  Radius  den 
Trägheitsradius  der  Mo- 
mentanaxe darstellt.  Beide 
Punkte  unterscheiden  sich  von  einander  durch  den  Sinn,  in  welchem  sie  stossen, 
indem  sie  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Momentanaxe  liegen.  Da  die  beiden 
Werthe  von  x,  welche  ihre  Abstände  TS,  T'  S  vom  Massenmittelpunkte  angeben, 
das  Produkt  x'  liefern,  so  sind  T,  T'  homologe  Punkte  der  involutorischen  Reihen 
C,  C.  Der  eme  von  ihnen  liegt  immer  zwischen  S  und  C. 
Die  Intensität  des  Maximalstosses  ist,  absolut  genommen, 


(e)  =  ip(>/.  +  ^±i)- 


Für  o;  am  0  und  o;  =.  a  wird  die  Stossintensität  Q  beidemal  dieselbe,  nämlich 
Q  s^  P,  Es  stossen  demnach  der  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  und  der  Massen- 
mittelpunkt gleich  stark,  aber  nicht  mit  dem  Maximum  der  Intensität;  ein  Punkt 
des  Maximalstosses  

fUlt  Bwischen  beide  Punkte,  ein  anderer  Maximalstoss 
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(C) 


=»p(i/,+«_.) 


entspricht  einem  jenseits  C  gelegenen  Stosspunkte. 

4.    Fällt  der  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  in  den  Massenmittelpunkt  5,  so 
ist   a  =s  0   und   stösst   das    System  im    Abstände   x   von    S  mit   der   Intensität 


x2 


(>  =s  P  — - — ^ — - ,    Von  den  Punkten  des  Maximalstosses  fällt  der  eine  m  S,  der 

andere  ins  Unendliche.  Ein  in  Translation  begriffenes  System  stösst 
also  mit  dem  Massenmittelpunkte  am  heftigsten. 

5.    Geht  die  Momentanaze  durch  ^S^,  ist  also  a  =  0  und  folglich  a  s=  oo,  wel- 
cher Fall  einer  yerschwindend  kleinen,  unendlich  fernen  Kraft  P,  oder  also  einem 

Paare  lim,  Pa  =■  N  entspricht,   so  wird  Q  ==  -^— j—j- — r    Qod    das    Maximum 

X      "^  X 

des  Stosses  findet  im  Abstände  o;  »  +  x^  statt.  Da  aber  das  Paar  beliebig  in 
seiner  Ebene  gedreht  werden  kann,  so  kann  jeder  Punkt  in  der  Ebene  senkrecht 
zur  Momentanaxe  SY  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  vom  Radius  x^  als  Punkt 
des  Maximalstosses  angesehen  werden.  Ein  System,  welches  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes  be- 
sitzt, stösst  also  in  allen  Punkten,  deren  Abstand  von  der  Rotations- 
axe  gleich  dem  Trägheitsradius  derselben  ist,  mit  dem  Maximum  der 
Heftigkeit.  Bei  einer  homogenen  parallelepipedischen  Stange,  welche  sich  um 
die  zur  Länge  22  senkrechte  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes  dreht,  wird   der 

Abstand  des  Maximalstosses  o;  =>  Xq  »=  2  y  | ;    bei   einer   homogenen  Kugel  vom 

Radius  r,  welche  um  einen  Durchmesser  rotirt,  ist  x  =■  x^  =  r  |/^. 

Man  kann  den  vorliegenden  Fall  direct  behandeln.  Es  sei  N  das  Paar  der 
Momentankräfte  des  Systems,  T  der  Stosspunkt  in  der  Entfernung  x  von  der 
Hauptaxe  SY  und  Q  der  Momentanwiderstand  des  festen  Punktes  oder  die  Inten- 
sität, mit  welcher  das  System  anstösst.  Die  Reduction  der  Kräfte  für  S  gibt  —  Q 
und  das  Paar  N —  Qx,  welche  in  2'  die  Geschwindigkeit 

M^     3f  x2      ^       ^ 

0 
X 

hervorrufen,  woraus  Q  =»  N  — ^-j- — %  folgt. 

X  I     X 

u      ' 

6.    Der  Widerstand  —  Q,  welchen  der  feste  Punkt  zu  leisten  hat,   auf  wel- 
chen das  System  mit  dem  Punkte  T  der  Haupt- 
_     axe  5X  in  der  Entfernung  AT««  trifft,    hat 

x^  +  ax 

p      *^      die  Intensität  Q  =  P  -  -^^~  - — .  .    Wir  zerlegen 
-r  *'  x'  -4-  x* 

Fig.  111.  0     ' 

die  Kraft  P,  welche  in  C  angreift  (Fig.  111)  nach 
der  Theorie  der  Parallel kräfte  in  zwei  parallele  Componenten,  von  denen  die  eine 
die  Intensität  Q  besitzt,  gleichen  Sinnes  mit  P  ist  und  in  T  angreift,  während 
die  andere  (/  und  ihr  Angriffspunkt  T'  gesucht  werden  sollen. 

Man  hat  dann  §'  -|-  ö  ="  -^  ^^^  wenn  x'  der  Abstand  des  Punktes  T'  von  S 
ist,  Q  {x  —  a)  =  Q'  {a  —  x'),  woraus 

ö'-»p.5lzi^     und     -x«'-x2 

^  X2    +  X*  0 

0      ' 


C    T      S  c 

-»     ■  I        ■  ■ . — 


V 
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folgt.  Demnach  ist  T'  der  zu  T  reciproke  Punkt  in  der  Involution  der  Punkte 
(C,  C).  Die  Componcnte  Q  an  2'  wird  durch  den  Widerstand  —  Q  des  festen 
Punktes  yemichtet  und  bleibt  daher  yon  P  nur  Q'  übrig,  welche  Componente  den 
Geschwindigkeitszustand  des  Systems  bestimmt,  den  dasselbe  nach  dem  Anprallen 
an  den  festen  Punkt  besitzt.  Bei  der  Rednction  von  Q'  für  S  ergibt  sich  die 
Translationsgeschwindigkeit 

'        C'  _  ^  x^.-ax 
"  ""  ilf  ""  M  x2  +  o;» 
und  die  Winkelgeschwindigkeit 

Q'  x  r     a  —  X 


(O 


itfx2  M    X2   +  ä' 

0  Ü      ' 


um  die  Hauptaxe  S  Y  und  beide  zusammen  sind  derselben  Winkelgeschwindigkeit 
id'  um  eine  zu  5Y  parallele  Momentanaze  äquivalent,  deren  Abstand  von  S  ist 

—  £  =  — 7-  =»  — ^ ,  sodass  —  ix'  =»  x'   und  folglich  {  =  a;  wird.     Die  Momen- 
(0  X  ^ 

tanaze  des  Geschwindigkeitszustandes  nach  dem  Stosse  geht  daher 
durch  den  Stosspunkt  T,  wie  selbstverständlich,  da  dessen  Geschwindigkeit 
durch  den  Stoss  auf  Null  reducirt  wird  und  ist  parallel  zur  ursprünglichen 
Momentanaze.  Die  Grösse  und  der  Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  a  nach 
dem  Stosse  hängt  von  der  Lage  des  Stosspunktes  ab.  Für  x  ^=^  a  ist  a  =»  0, 
d.  h.  wenn  der  Stosspunkt  mit  dem  Angriffspunkte  C  der  Kraft  P  zu- 
sammenfällt, 80  kommt  das  System  zum  Stillstand.  Für  x<^a  ist  to 
gleichen  Sinnes  mit  der  ursprünglichen  Winkelgeschwindigkeit  (o,  für  o;  }>  a  hat 
sie  entgegengesetzten  Sinn.  Das  Maximum  von  to  tritt  ein  für  die  Werthe  von 
a:,  welche  der  Gleichung  x*  —  ^ax  —  x'  =0  genügen.    Für  sie  wird 


a;  —  a  =»  Hh  ^a*  +  x*  . 


Da  die  Grösse   ^a^  +  x^  den  Trägheitsradius  CK  der  mit  SY  parallelen,  durch 

C  gehenden  Aze  darstellt  (Fig.  110),  so  folgt,  dass  ein  um  C  mit  dem  Träg- 
heitsradius CK  beschriebener  Kreis  auf  SX  die  Punkte  G,  G'  be- 
zeichnet, mit  welchen  das  System  auf  einen  festen  Punkt  auftreffen 
muBS^  wenn  seine  Winkelgeschwindigkeit  m  nach  dem  Stosse  so  gross 
als  möglich  sein  soll.  Beide  Punkte  unterscheiden  sich  durch  den  verschie- 
denen Sinn  von  co'.     Soll  (o  s»  co'  werden,  so  mnss 

Fa    ,    F  (a  —  x)     ,    ,        ,  ,. 

-it£-i  +  ^iT     n  -, — i ,  d.  h.  x  {ax  —  xj)  =—  0 , 

ü    ' 

X2 

also  o;  «i-  0  oder  o;  ^a  -^  =»  a  sein.  Die  Differenz  der  Winkelgeschwindigkeiten 
I»  und  m'  vor  und  nach  dem  Stosse  ist 

P    /  a  a  —  x\  P     x{ax-  xjj) 


P    /a^  _    a-  x  \  ___     P 
M   1x2        x2+^V  "■  jif  X 

\     ü  0     '         / 


2  X2    +  X* 


7.    Die  Geschwindigkeiten  r,  v    der  Punkte  T,  T\  an  welchen  Q^  Q'  an- 
greifen vor  dem  Stosse,  sind: 

o'  —  «  .  CT  —  (0  (a  +  X),     »'=-(».  C'2"  =  0)  (a  +  x)  =  w  U'  ~  ""A  - 
Setzt  man  nun  in  die  Ausdrücke 
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Q=P 


+  ax 


+  x 


2   » 


Ö'    =    P 


x"  —  ax 


'+  X* 


die  Werthe  a  =  —r  and  P  =  Mm  a  ein,  so  nehmen  sie  die  Form 


a 


9  =  M 


Ö'=Jtf 


X 


2  +  X'' 

ü     * 


a;' 


0)  {a  +  .r)  =  3/ 


+  x* 


V, 


+  a;^ 


CD 


(-:•)- 


M 


% 


X' 

2+V* 
0     ' 


V 


an,   sodass,  wenn  man  die  Masse  M  des  Systems  in  zwei   Theile  m,  m   theilt, 


welche    sich    wie    x^  :  x*,    d.    h.    wie    —  :  a;  =  ( — x)  :  a;    yerbalten ,    nämlich 


0 
X 


m 


3fx2 

0 


Mx' 


x2_}-a;*'  x2  +a:^ 


setzt,   Q  =s  mv,  §'  =  m'ü    wird.    Denkt  man  also 

0     '  Ü      ' 

an  die  Stelle  des  stossenden  Systems  blos  die  beiden  Punkte  T,  T\  resp.  mit  den 
Massen  m,  m  behaftet,  die  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Abstände  T' S  :  TS 
dieser  Punkte  von  S  stehen  und  beide  durch  eine  unveränderliche  Linie  ver- 
bunden, so  kann  das  gegebene  System  durch  dies  einfachere  ersetzt  werden,  wenn 
es  sicU  darum  handelt,  in  T  denselben  Stoss  Q  auszuüben.  Diese  Gerade  mit 
den  beiden  Massenpunkten  hat  mit  dem  System  die  Masse,  den  Massenmittel- 
punkt und  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe  SY  gemein.  Denn  die  letztere 
Grösse  ist: 

4*4  v2  4/2 


m  x^  +  w'  -^ 


m 


X 


x^  +  w'x 


X 


m'x2  4-  J»x2 

0      '  0 


(m  +  m)  x2  ==  M%', 


da  m  :  m  ^^  %^  :  x^.  Dieselbe  Momentankraft  P  auf  diese  Linie,  wie  auf  das 
System  wirkend,  besitzt  demnach  dieselbe  Momentanaze,  dieselbe  Winkelgeschwin- 
digkeit und  vermag  in  allen  ihren  Punkten  zu  stossen,  wie  die  entsprechenden 
Punkte  des  Systems.  Die  Punkte  des  Maximalstosses  für  den  Fall,  dass  P  ins 
Unendliche  verschwindet,  aber  das  Paar  lim.  Fa  bleibt,  z.  B.  stossen,  da  für  sie 
o;  >=  J:  Xq  ist,  als  ob  in  ihnen  die  Massen  \M  vereinigt  wären. 

§.  13.  Wirkung  eines  Momentankräftesystems,  welches  einer 
Einzelkraft  P  äquivalent  ist,  deren  Richtung  eine  Uauptebene  XY 
des  Massenmittelpunktes  S  in  irgend  einem  Punkte  C  normal  trifft 
(Fig.  112). 

1.    Die  Eräftereduction  für  den  Punkt  S  liefert  dortselbst  die  Kraft  P  und 

das  Paar  G  =  P  -  SC,  dessen  Ebene  senk- 
recht zur  Hauptebene  XY  und  dessen  Axe 
mithin  dieser  Ebene  parallel  ist.  Nach  §.  5 
hat  diese  Axe  die  Richtung  der  Normalen 
des  Cauchy-Poinsot'schen  Centralellip- 
soids  in  dem  Punkte  J,  in  welchem  die  der 
Momentanaxe  c  parallele  Axe  SJ  des  Massen- 
mittelpunktes diese  Fläche  durchdringt.  Da 
die  Richtung  SH  der  Axe  des  Paares  in  die 
Uauftebene  fällt,  so  steht  die  Tangenten- 
ebene  in  /  senkrecht  auf  der  Hauptebene, 
fällt  die  Momentanaxe  selbst  in  sie  hinein  und  ist  ooi]gugirt  zu  SC,    Die  Kraft  P 
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p 

an  8  gibt  die  Translationsgeschwindigkeit  u  =>  — ,  das  Paar  G  aber  die  Winkel- 
geschwindigkeit «0  um  die  Axe  CJ^  deren  Sinn  mit  G  harmonirt  und  deren  Grösse 

(§.  6}   I»  »  ^-g  .  Jd  =  -^  .  Id,  wenn  SJ^  l,  5ir«  d,  SG^d  gesetzt  wird. 

u  und  (D  zusammen  liefern,  da  sie  senkrecht  zu  einander  sind,  eine  Winkel- 
geschwindigkeit «0  um  die  mit  SJ  parallele  Momentanaxe  c,  welche  auf  die  Seite 
Ton  SJ  ßUlt,  auf  welcher  C  nicht  liegt.  Wir  ziehen  durch  den  Angriffspunkt  C 
der  Kraft  P  ebenfalls  eine  Parallele  zu  CJ  und  bezeichnen  den  Durchschnitt  von 
SC  und  der  Momentanaxe  c  mit  C,  sowie  den  Abstand  C'S  mit  d\  Die  Schnitt- 
punkte dieser  Parallelen  und  der  Axe  c  mit  einer  durch  S  gelegten  Senkrechten 
seien  C^  und  Cj  und  SCq  =  a,  C^S  =  a.  Der  Abstand  a  der  Momentanaxe 
vom  Massenmittelpunkte  ist  nun  a  =>  u  i  a  =»  b^  i  Idd ,  oder  weil  für  den  Träg- 
heitsradius Xg  der  Axe  CJ  %'^J}  =  i^  hai,  a  =^  ti^l :  dd,  oder  vermöge  der  Pro- 
portion a  :  d  «B  ^  :  2,  a  <=»  x^  :  a,  sodass  also  aa  »>  x'  wird.    Daher: 

Die  Momentanaxe  und  eine  ihr  parallele,  durch  den  Angriffs- 
punkt der  Kraft  P  gelegte  Gerade  stehen  vom  Massenmittelpunkte 
am  Strecken  ab,  deren  Produkt  gleich  dem  Quadrate  des  Trägheits- 
radius für  die  ihnen  gleichfalls  parallele  Axe  des  Massenmittel- 
punktes ist. 

Die  Punkte  Cq,  Cj  sind  reciprok.  Es  sei  V  der  zu  l  conjugirte  Semidiameter 
5/',  welcher  in  die  Richtung  SC  fällt,  femer  seien  a,  ß  die  Halbaxen  des  vor- 
liegenden Hauptschnitts  des  Centralellipsoids  und  &  der  Winkel  zwischen  l  und  V, 
Dann  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Ellipse  IV  sin  &  =  aß.  Zugleich 
ist  diltsa  \m  d.   Bedenkt  man  nun,  dass  d  sin  0*  =3  a,  d'  Biu^^^a   ist,  so  geht  die 

Gleichung  aa  =  xj  über  in  dcfsin'd  =  x^ ,  oder  dd*«  (-^-^)  =  ^^  (— ^)  ,  oder, 

weil  %qI  oi  c'  ist,  in  dcTss  ( — -.1  ,  d.  h.  die  Punkte  C,  C\  nämlich  die  An- 
griffspunkte C  der  Kraft  P  auf  einer  durch  den  Massenmittelpunkt 
gehenden  Geraden  SC  und  die  Schnittpunkte  C  derselben  mit  der 
Bugehörigen  Momentanaxe  bilden  eine  Involution  gleichartiger 
Lage  (Cund  C*  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  S)  für  den  Massen- 
mittelpunkt als  Mittelpunkt  derselben.    Das  Produkt  der  Abstände 

CS  und  SC  ist  das  Quadrat  (  .  "^)  des  Trägheitsradius  %.,  für  die  der 

\sm  &/  °  .  " 

Momentanaxe  parallele  Axe  von  5,  dividirt  durch  den  Sinus  des 
Winkels,  welchen  die  Momentanaxe  mit  der  ihr  conjugirten  Rich- 
tung bildet 

Denkt  man  sich  den  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  nach  und  nach  alle  Lagen 
des  Hauptschnitts  einnehmend,  so  erhält  man  für  jede  Lage  der  Geraden  SC  eine 

«T 
Strecke  l  «>  — - ,  welche  den  Abstand  zweier  Punkte  auf  SC  diesseits  und  jen- 
ap 

seits  von  S  bezeichnet,  welche  homologe  Punkte  C,  C  der  Involution  auf  SC 
(ideelle  Doppelpunkte)  sind.  Da  jedes  X  dem  Semidiameter  V  der  Centralellipse 
(mff)  proportional  ist,  welche  mit  ihm  in  dieselbe  Richtung  fUUt,  so  bilden  die 
ideellen  Doppelpunkte  der  Involutionen  eine  der  Centralellipse  ähnliche  und  ähn- 
lieh liegende  concentrische  Ellipse.  Das  Aehnlichkeitsverhältniss  ist  XiV^^e^iaß 
und  die  Azen  der  neuen  Ellipse  sind  e*:ß  und  e':a,  resp.  in  den  Richtungen 
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der  Azen  a  und  §  der  Centralellipse.  Constroirt  man  für  jeden  Punkt  C  zur 
Momentanaxe  c  die  symmetrisch  gegen  S  gelegene  Gerade  c\  so  ist  letztere  die 
Polare  yon  C  in  Bezug  auf  diese  neue  Ellipse  und  ergibt  sich  der  Satz: 

Auf  jedem  Diameter  der  Centralellipse  bilden  die  Angriffspunkte 
C  der  Kraft  P  und  die  Schnittpunkte  C  mit  der  zugehörigen  Momen- 
tanaxe c  eine  Involution  gleichartiger  Lage.  Der  Ort  der  ideellen 
Doppelpunkte  aller  dieser  Involutionen  ist  eine  der  Centralellipse 
concentrische,  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipse.  Die  mit  den 
Momentanaxen  c  symmetrisch  gegen  den  Massenmittelpunkt  S  ge- 
legenen Geraden  c'  sind  die  Polaren  der  Angriffspunkte  C  in  Bezug 
auf  diese  Ellipse.  Die  Punkte  C  und  die  Momentanaxen  sind  daher 
reciproke  Systeme,  sodass  allen  Punkten  C  einer  Geraden  Momentan- 
axen entsprechen,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden  und  um- 
gekehrt. 

Beschreibt  C  einen  Kegelschnitt,  so  umhdllt  c  ebenfalls  einen  Kegelschnitt. 

Die  Gleichung  A  =  x^  :  sin  0-  oder  Xo  =  A  sin  &  lässt  eine  einfache  Interpre- 
tation zu.  X  sin  d"  ist  der  Abstand  des  Endpunktes  von  X  von  der  Richtung  des 
ihm  conjugirten  Diameters.  Dieser  Abstand  ist  demnach  der  Tx^heitsradius  für 
diesen  conjugirten  Diameter. 

2.  Es  treffe  das  System  mit  einem  Punkte  T  der  Hauptebene  X  Y  auf  einen 
festen  Punkt,  welcher  durch  seinen  Widerstand  —  Q  den  Geschwindigkeitezostand 
modificirt.  Um  die  IntensiiAt  desselben  zu  bestimmen ,  führen  wir  —  Q  ein  und 
setzen  die  aus  P  und   —  Q  entspringende  Geschwindigkeit  des  Punktes  T  gleich 

Null,  welche  Bedingung  zur  Bestimmung 
von  Q  für  die  verschiedenen  Lagen  von  T 
in  der  Ebene  X  Y  führt.  Zu  dem  Ende 
ziehen  wir  (Fig.  113)  TE  parallel  SJ  und 
bringen  an  E^  dem  Schnittpunkte  von 
TE  mit  SC  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  -  ^  und  §  an.  Die  Kraft  ~  Q 
an  Ey  welche  mit  P  entgegengesetzten 
Sinnes  ist,  behandeln  wir  mit  P  zusam- 
men, das  Paar  —  Q  .  TE  appart.  Die 
Reduction  von  P  und  Q  für  den  Punkt  S 
liefert  nun  zunächst  dortselbst  eine  Kraft 
P  —  Q  und  ein  Paar  Pd  —  Qe^  wenn 
SE  =a  e  gesetzt   wird.    Erstere  gibt  die 

— Tf^  und  letztere  die  Winkelgeschwindigkeit 


Fig.  US. 


Translationsgeschwindigkeit  u 
_  Pd-  Qe 


m 


Mb 


Zd  um  SJ,    Von  beiden  zusammen  erlangt  der  Punkt  T  die  Ge- 


schwindigkeit 


P-Q  _^{Pd--Qe)ldb 


T  von  SJ  ist    Vermöge  der  Relationen  x^^J  =  t',  ^  =   -   =  "-     geht     dieser 
Ausdruck  über  in  — :=r^  + .  ^       ,  wobei  also  to  unter  der  Form  cp  =» — ,^   y 


,  wenn  &  «>  T^  6'  der  Abstand  des  Punktes 
,     a         h         S 


0 


erscheint.   Das  Paar  —  Q '  TE,  dessen  Ebene  der  durch  SJ  gehenden,  zur  Ebene 
XY  senkrechten  Diametralebene  des  Centralelliptoids  parallel  ist,  erzeugt  eine 
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Winkelgeschwindigkeit  m  um  den  zu  8J  conjngirten  Diametir  SC  und  wenn  wir 
TE  —  /•,  den  Abstond  TL  des  Punktes  T  von  SE  mit  ä,   SH'  aber  mit  d'  be- 

zeichnen,    so   wird   cd'  =  —   -^  .  •  T^,    oder   wenn   x, T  =»  «',      -  =  — r,  auch 

Mb*  f         l 

«'  =■  -^g^2  •    ^^'^^  *'''  erlangt  T  die  Geschwindigkeit ^^-y  •  h ;  dieselbe  ist, 

wie  die  von  u  und  cd  herrührende,  senkrecht  zur  Ebene  XY,  aber  jener  entgegen- 
gesetzt. Setzen  wir  demnach  die  Gesammtgesch windigkeit  von  T  der  Null  gleicht 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  (j  die  Gleichung 


P^Q       jPa^Qb    ,       Q'h 


X 


M 
woraus 


F^  +  —irr-^-  •  &  -  -ik-,  ==  0, 


M 

X2 

U 

'   v 

3f« 

[2 
1 

1 

+ 

ab 
x2 

n   P 

•- 

h^ 

0 

1  + 

X2 

U 

1 

« 


folgt.     Q   erscheint   hier   als   eine   Function    von   h  und  b,   den   Abständen   des 

Punktes  T  von  dem  durch  den  Angriffspunkf  C  der  Kraft  P  gehenden  und  dem 

diesem  conjugirten  Diameter  SJ'  und  8J,    Für  dasselbe  P,  denselben  Punkt  C 

und  dasselbe  b  wird  daher  Q  ein  Maximum,  wenn  7»  »r  0,  d.  h.  wenn  T  in  den 

durch  C  gehenden  Diameter  föllt.    Ist  diese  erste  Bedingung  des  Maximums  von 

x2  +  ab 
Q  erfüllt,  so  bleibt  nur  noch  der  Ausdruck  §  =»  P    \    ,    . ,    in   Bezug   auf  den 

Abstand  b  zu  einem  Maximum  zu  machen.   Dies  führt  zu  der  weiteren  Bedingung 

2x2 

^    a  0  ' 

welche  mit  Hülfe  von 

b        a  S        *^^^ 

in  e'  -1-  ^^'^  —  ^^  '^  ^  umgesetzt  werden  kann.    Diese  Gleichung  liefert 


e  +  d'  '='±yd'  {d'  +  d), 

tfbdnrch  man  den  Satz  erhält: 

Die  Punkte  des  Maximalstosses  liegen  auf  dem  durch  den  An- 
griffspunkt C  der  Kraft  P  gehenden  Diameter  des  Centralellipsoids 
und  sind  die  Schnittpunkte  desselben  mit  einem  um  C*  beschriebenen 
Kreise,  dessen  Radius  das  geometrische  Mittel  aus  den  Abständen 
der  Punkte  S  und  C  von  C  ist. 

Die  Grösse 

yd'{d'+d) - ydd'+d'^ - ]/_^  _j.^', ^ -^>/x'  +  (<rsind)»=  J-i/jtm^» 

zeigt,  dass  der  Abstand  der  Punkte  des  Maximalstosses  von  der  Momentanaxe, 
nämlich  die  Grösse  (e  4~  d)  sin  &  gleich  dem  Trägheitsradius  für  die  Momentan- 
axe ist.    Man  kann  daher  den  Satz  auch  so  ausdrücken: 

Wenn  ein  System  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  in  einer 
Hauptebene  des  Massenmittelpunktes  gelegene  Momentanaxe  be- 
■itity   IG  liegen  die  beiden  Punkte  dieser  Ebene,  mit  welchen  das- 
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selbe  gegen  ein^  festen  Punkt  am  heftigsten  anstösst,  auf  dem  zur 
Richtung  der  Momentanaze  conjugirten  Diameter  in  gleichem  Ab- 
stände von  dieser  Aze  und  zwar  ist  dieser  Abstand  der  Trägheits- 
radius des  Systems  um  die  Aze. 

Beide  Mazimalpnnkte  sind  homologe  Punkte  der  Involution  des  Strales  SC^ 
da  das  Produkt  ihrer  Abstände  e,  e   von  S  gleich 

Für  die  Intensität  des  Mazimalstosses  ergibt  sich: 

«-ip(x±}/i'+|), 

der  positive  dieser  beiden  Werthe  entspricht  dem  zwischen  C  und  S  gelegenen 
Punkte  jT,  der  negative  dem  jenseits  C  gelegenen;  für  ersteren  hat  Q  gleichen 
Sinn  mit  P,  für  letzteren  entgegenge^tzten. 

Geht  P  durch  8,  so  wird  d  «=  0,  also  C=-  IP(1  ±  1),  die  Punkte  des 
Mazimalstosses  sind  der  Massenmittelpunkt  S,  welcher  mit  der  Kraft  Q  =  P  stösst, 
und  ein  unendlich  femer  Punkt,  in  welchem  die  Kraft  Q  verschwindet. 

Verschwindet  P  im  Unendlichen^  sodass  aber  lim.  Pd  sich  einer  bestimmten 
Grenze  nähert,  so  geht  die  Momentanaze  durch  S  und  liegen  die  Punkte  des 
Mazimalstosses  um  x^  von  ihr  und  mithin  um  x^  :  sin  0-  »■  A  von  8  ab.     Daher: 

Die  Punkte  des  Mazimalstosses  eines  um  einen  Durchmesser  des 
Centralellipsoids  rotirenden  Systems,  welches  in  eine  Hauptebene 
fällt,  sind  die  Endpunkte  des  ihm  in  dieser  Ebene  conjugirten  Durch- 
messers der  Ellipse,  welche  der  Ort  der  ideellen  Doppelpunkte  der 
reciproken  Systeme  (C7,  c)  ist. 

3.  Für  den  Ort  aller  Punkte  des  Hauptschnittes  XY,  in  welchen  das  System 
mit  gleicher  Intensität  Q  ^^  nP  stösst,  erhält  man  zwischen  h  und  h  als  Coor- 
dinaten  die  Gleichung: 

M'  +  ;^  +  i?J='+xj' 
oder  wenn  man  statt  h  und  h  die  Längen  ^E  =»  e  und  ET  =^  f  einführt  und  sie 
übersichtlicher  mit  i,  17  bezeichnet,   so   erhält  man  mit  Hülfe  der  Relationen 
a  :»  d  sin  ^,   2)  a>  {  sin  0-  und  ^  =  17  sin  0-  die  folgende:  • 

WO  für  Xq  :  sin  '8'  und  x^  :  sin  d  nach  Nr.  1  (Schluss)  X  und  iL'  gesetzt  ist,  sodass 
X  den  Xj   entsprechenden  Semidiameter  der  Ellipse  der  Doppelpunkte  bedeutet 

Verschiebt  man  nun  den  Ursprung  der  { ,  17  aus  8  in  den  Punkt  £  >=  ^  —  ,  17  »  0, 
so  kommt  vermöge  dd'  =»  X\ 

4n»  (1^  +  J^)  »  -|,  -  4n  (n  -  1). 

Der  Ort  der  Punkte  heftigsten  Stosses  ist  also  eine  Ellipse,  ähnlich 
der  Centralellipse,  deren  Mittelpunkt  auf  C8  im  Abstände  \  —  von  8 

liegt.    Für  |,  -  4n  (n  -  J)  —  0,  d.  h.  fBr  n  -  J  -  i  A  ±  j/|  _  x\ . 
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d.  h.  für  das  Maximum  (Q)  der  Stossinteusität  reducirt  sieb  dieselbe  auf  einen 

oder  den  anderen  der  Mittelpunkte  des  stärksten  Stosses  und  für  4n  (n  —  1)  >-  ^  , 

d.  b.  fOr  n  grösser  als  der  eben  angegebene  Wertb,  wird  sie  imaginär,  weil  Q 
nicbt  grös^r  als  das  Maximum  der  Stossintensität  werden  kann. 

4.  Als  Beispiel  zu  den  §§.  12 ,  13  kann  ein  ebenes  System  dienen ,  welcbes 
senkrecht  zu  seiner  Ebene  von  einer  Momentankraft  P  gestossen  wird. 

§.  14.  Stoss  eines  unveränderlichen,  in  Bewegung  begriffenen 
Systems  auf  irgend  einen  festen  Punkt.  In  Bezug  auf  die  Hauptaxen  des 
Systems  als  Coordinatenaxen  seien  x,  y^  z  die  Coordinaten  des  Systempunktes  T, 
welcher  auf  den  festen  Punkt  trifft  und  —  Q  der  Momentanwiderstand,  den  dieser 
Punkt  leistet.  Wir  reduciren  denselben  für  den  Massenmittelpunkt  S  und  erhalten 
als  Componenten  desselben  —  X,  —  Y,  —  Z  und  als  Componenten  des  durch  seine 
Verlegung  an  S  eingeführten  Paares  die  Axenmomente  —  (yZ^zY\  —{zX — xZ\ 
—  {xT — yX),  Sind  also  X^^  Y^,  Z^^;  io,  3f<,,  JV^  die  entsprechenden  Reductions- 
elemente  der  gegebenen  Momentankräfte  des  Systems,  so  bestimmen  die  Kräfte 
JS^—Xy  Y^  —  Y,Zq--Z  und  die  Paare  L^  —  (yZ  —  zY),  M^  —  {zX  —  xZ), 
2VJ,  —  {xY — yX)   die   Geschwindigkeiten   der   Systempunkte.     Die   ersteren  er- 

heilen    nun   dem   Punkte  x^  y,  z    die   Translationsgeschwindigkeiten  ^^-rj — , 

y   Y      Z         Z 

— ^-=y — ,      °  ^   ^,  wenn  M  die  Masse  des  Systems  ist,  die  drei  letzten  aber 

jOf  Ja. 

liefern  zunächt  die  Winkelgeschwindigkeitscomponenten 

L^j-yZ  +  zY  M,-zX  +  xZ  N,^xY+yX 

wenn  a,  b,  c-die  Trägheitsradien  für  die  Hauptaxen  der  x^  y,  z  sind.  Durch  sie 
erlangt  daher  der  Punkt  (xyz)  die  Geschwindigkeiten  qe  —  ry^  rx — pZj  py  ^  qx 
und  sind  demnach  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  überhaupt 

X,^X 
M 


v^  =•  =^7 \-qz  -  ry, 


«,  =  --^ — \-py-  q^y 

oder  also  mit  Hülfe  der  Werthe  für  |),  q,  r: 

Diese  Componenten  müssen  in  Folge  der  Wirkung  des  Widerstandes  —  Q  ver- 
schwinden; daher  folgen  dessen  Componenten  —X,  — F,  — Z  aus  den  Gleichungen: 

M6y+cV«+6«OX  +b^xyY  +c^xzZ^  b^yN^-c^zM^-^h^c'X^ 

— a*ÄyX+(c«if«+o«a;"+c*a«)  Y  -^c^yg  Z^  cHL^^-a^xN^ —c^a'  Y^ 
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wozu  noch  hinzakommen  fOr  —  Q  und  seine  Bichtong  (aßy): 

Für  den  speciellen  Fall,  welcher  sich  an  die  Betrachtnngen  des  §.  13  un- 
mittelbar hätte  anschliessen  lassen,  dass  nämlich  der  Punkt  T  in  der  äauptebene 
der  xy  liege  und  Zq  =  0,  X^  =  Y^  =■  0,  also  auch  JV^  =  o  sei,  gestaltet  sich 
die  Rechnung  einfach.    Man  erhält  X=>0,  T *==  0,  Z  =»  Q  und 

Hierin  ist  weiter,  um  die  Bezeichnungsweise  mit  §.  13  in  Einklang  zu  bringen, 

wenn  x^,  i/^  die  Coordinaten  Ton  C  sind. 

§.  15.  Stoss  eines  Punktes  von  der  Masse  m  normal  zu  einer 
Hauptebene  XY  des  Massenmittelpunktes  S  in  einem  Punkte  C  einer 

Hauptaze  SX  (Fig.  114).  Wir  nahmen  in 
den  §§.  10—14  an,  dass  die  Momentankr&fte 
des  Systems  einer  einzelnen  Kraft  P  äqui- 
valent seien,  ohne  dass  wir  über  den  Ur- 
sprung dieser  Kraft  eine  Voraussetzung  mach- 
ten. Jetzt  wollen  wir  annehmen,  dass  P  da- 
C       T  X   durch  gegeben  sei,  dass  ein  Punkt  von  der 

'        '  Masse  m   mit  der  Geschwindigkeit  v   senk- 

recht zu  SX  in  C  das  System  trifft.     Es  ist 
^•ig.  114.  dann  aber  nicht  etwa  die  Momentankraft  mv, 

welche  der  Masse  tn  ihre  Geschwindigkeit  v 
zu  geben  vermag,  die  Kraft  P  selbst,  sondern  nur  ein  Theil  derselben.  Im  Mo- 
mente des  Anprallens  bildet  nämlich  m  mit  dem  System  ein  Gesammtsystem,  auf 
dessen  Punkt  C  die  Momentankraft  mv  wirkt;  man  hat  zu  bestimmen,  welche 
Geschwindigkeit  u  dieser  Punkt  C  annimmt;  dieselbe  Geschwindigkeit  nimmt  der 
mit  ihm  zusammentreffende  Punkt  m  an  und  da  dieser  vorher  die  Geschwindig- 
keit V  besass,  so  hat  er  v  —  u  verloren.  Es  ist  mu  die  Momentankraft,  welche 
der  neuen  Geschwindigkeit  von  m  entspricht  und  m  (v  —  u)  die  Momentankraft  P, 
welche  im  Stosse  auf  das  System  wirkt. 

1.    Es  sei  nun  8  der  Massenmittelpunkt  des  Gesammtsystems  der  Massen  M 

und  m.    Man  hat  dann   —  «=■  — -  s=  -  -  —  — ,  also,  wenn  SC  ^=b  x  gesetzt  wird: 

tn         Ja        ßl  -f-  tn 

mu  /p  JB^  X 

^'*  "^  WIL — '  «^=  IlTm —  •    ^^°  ^^^  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  s 

für  das  Gesammtsystem  der  Massen  M  und  m  fällt  die  eine  mit  SX  zusammen, 
die  anderen  sind  parallel  SY  und  SZ,  Die  Kraft  mv  ertheilt  nun  dem  Gesammt- 
system eine  Translationsgepchwindigkeit  -=^— ^ senkrecht  zur  Hauptebene  XY 

Jn.  -\-  tn 

und  eine  Winkelgeschwindigkeit  m  «=    ^     — r— y^  um  die  Hauptaxe  «Y',  wo  % 

den  Trägheitsradius  des  Gesammtsystems  für  diese  Aze  darstellt.  Daher  erlangt 
der  Punkt  0  die  Geschwindigkeit 

mv       .       3Pnivx* 


M  +  m^  {M  +  my*^ 
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und  wird,   wenn  %   den   Trägheitsradius   der  Masse   M  für  die  Axe  SY  dar- 
stellt, weil 

(If +  «)»'•  =  lfi.'«  +  Jlf. Sii  +  »,.«-C«  =  Mx«+ Jtf  (^_*-)'+»..  (■^-)', 

and  also 

ist,  diese  Grösse 

X*  +  o:*  j  3ft?x* 

sowie  endlich 

p  3fx« 


C-Äf  +  m)  X*  4-  mx* 

2.    Die  Kraft  P  oder  der  Theil  von  mv,  welche  die  Bewegung  des  Systems 

bestimmt,  ist  mit  der  Lage  des  Punktes  C  veränderlich,  sie  ist  ein  Maximum  für 

X  B-  0,  wenn  also  C  in  den  Punkt  S  fallt,  sie  nimmt  mit  wachsendem  x  ab  und 

M 
▼erschwindet  für  o:  -«oo.    Der  Werth  des  Mazimmus  ist  P  =  i»r  •  -^j^—, —    .    Man 

M  +  w» 

kann  nun  m  nnd  v  so  als  Functionen  von  x  bestimmen,  dass  mv   constant  bleibt 

and  P  für  alle  Punkte  C  der  Geraden  SX  denselben  Werth  hat,  wie  in  S.   Hierzu 

ist  vermöge  des  Ausdrucks  für  diese  Grösse  erforderlich,  dass 

m  (x«  +  x^)  =  Const,  =*  MB^, 

wodurch 

MB*         ,  mv  X«  +  X* 

m  =  -=— , — »  und  f?  =■  —  =  wt;  — itfs«— 
X*  +  ^  w  M^* 

wird.    Die  Constanten  B  und   mt;  bequemer  auszudrücken,  seien  m^  und  r^  die 

3/JB*  X* 

Werthe  von  vi  und  r  für  a:  «■  0,  nämlich  m^  =■--,— ,    Vq  ■=  mv  ^p, ,    woraus 


X-  -  3fB' 


t»»x* 


f  BB    -^     und  mt;  SB  m^^Q    folgt.    Man  erhält  hierdurch  für  m,  v  und  P  die 
Formen : 

x'  x"  -^  Ä-'*  ^I 

,„  =  ,„^  ___  .^ ,    „  _  ,„  _  ^^  .. ,    p  -  «„ «.  j^  ^- ^  • 

•  p 

Diese  Kraft  P  ertheilt  dem  System  eine  Trauslationsgeschwindigkeit  -^^  "^  m  j^   '  > 

unabhängig  von  x  und  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  8  Y\  welche  Funktion  von 
X  ist,  nämlich: 

^  _       mv '  sC      mvx 

Cm  +  m)  V*  "■  (S  +  m)~x«  +  w«^*  * 

deren  Ausdruck  mit  Hülfe  der  Werthe  für  m  und  t;  die  Form  annimmt: 

X 


«   =   Wlo  ^i,    /-7i 


(M  +  m,)  X« 

8.  Der  Theil  P  von  mr,  welcher  die  Bewegung  des  Systems  bestimmt,  wird 
in  dem  extremen  Falle,  dass  m  verschwindet  nnd  v  unendlich  gross  wird,  jedoch 
80^  dass  mv  constant  bleibt,  gleich  mt;  selbst  und  mu  <»  0. 

4.  Wir  nehmen  jetzt  an,  das  System,  welches  von  der  Masse  m  mit  der 
Geschwindigkeit  t;  getroffen  wird,  stosse  zugleich  auf  einen  festen  Punkt  T  in 
der  Linie  SX  und  wollen  den  Stoss  Q  auf  T  bestimmen.  Wir  fanden  §.  12,  dass 
die  Kraft  P,  welche  in  der  Entfernung  HC  ^b»  a  angreift^  auf  T  in  dem  Abstände 
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ST  den  Stoss  §  =  P  -^-j- — |  hervorruft.    In  dem  vorliegenden  Falle  tritt  $  an 

die  Stelle  von  S,  %\  sC  ^  ^  und  sT  ==  ST  ^  Sa  ^  h  —  Sa,  wo  ST  =>  h,  sind 
für  Xq,  a  und  o;  zu  setzen,  sodass  wir  zunächst  erhalten: 

worin  aber  P  den  betreffenden  Theil  von  mv  bedeutet.    Nun  hat  man  aber: 


mit  Hülfe  welcher  Werthe  erhalten  wird: 


P  =  mt? 


H«  +  Ä«  +  g(S_Ä)« 


Für  £  =»  A,  d.  h.  wenn  C  mit  T  zusammenfällt,  wird  P  =^  mv\  für  £  =»  0  ist 

P=  - 


mt^x* 


X« 


+(•+») 


X« 


und  wächst  P  von  J  =■  0  bis  {  «=«  ä;  f ür  J  =■ =-  ist  P««  0  und  ebenso  für  £  a.  a> 

n 

P  s>  0.    Es  gibt  daher  ein  Maximum  von  P.    Dasselbe  entspricht  einem  Werthe 

£y  welcher  der  Gleichung 

V  +  2Ä'£  -  (Ä?  (l  +  ^  +  hK)  ^  0 

genügt,  wo  —  =  V   und  A  -)-  ^'  '^^  ^  gesetzt  sei.    Diese   Gleichung   gibt   zwei 

«  • 

Punkte  des  Mazimalstosses  in  gleichem  Abstände  von  dem  Punkte  a:  <=>  —  K. 

Beispiel.    Es  sei  ^°=I»   A  =>  x,   also   T  ein  Punkt  des  Maximalstosses 

des  gegebenen  Systems  (abgesehen  von  m)  bei  der  Drehung  von  SY.    Aus  der 
Gleichung   £'-|-2^£  —  5x's»0   folgen  die   Abscissen    der   Mazimalstosspunkte 

{  =  — x±x/6,  wofür  0=0  mt?      ±^^     . 

I2q:  4  ye 

§.  16.  Wenn  das  System  nicht  frei,  sondern  an  Bedingimgen  ge- 
bunden ist,  z.  B.  einen  festen  Punkt  zu  besitzen,  um  eine  feste  Axe  sich 
zu  drehen,  mit  gewissen  Theilen  feste  Flächen  zu  berühren  u.  s.  w.,  so 
leistet  dasselbe  vermöge  dieser  Bedingungen  im  Momente  der  Einwirkung 
momentaner  Kräfte  gewisse  momentane  Widerstände.  Führt  man  dieselben 
als  Momentankräfte  ein  und  fügt  sie  den  gegebenen  Momentankräften  hinzu, 
so  kann  alsdann  das  System  als  ein  freies  behandelt  werden.  In  manchen 
Fällen  kann  man  jedoch  die  Bedingungen  durch  Einführung  unendlich 
grosser  Massen  in  das  System  ersetzen.  Diese  Idee  wurde  zuerst  von 
Poinsot  ausgesprochen  [Sur  la  manihe  de  ramener  d  la  dynamique  des 
Corps  libres^  ceUe  des  corps  gu'on  suppose  ginis  par  des  ohstades  fixes.  Liou- 
ville,  Joum.de  Math6m.  2^*»«  Serie,  T.  IV  (1869),  p.  171];  ihrer  Wichtig- 
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keit  wegen  wollen  wir  auf  dieselbe  hier  in  einem  Falle  etwas  näher  ein- 
gehen. 

Das  System  besitze  einen  festen  Punkt  Ä^  d.  h.  einen  solchen^  welcher 
durch  kein  System  von  Momentankräften  eine  Geschwindigkeit  erlangt.  Re- 
duciren  wir  ein  beliebiges  gegebenes  System  von  Momentankräften  für  den 
Massenmittelpunkt  S  und  untersuchen  wir,  welche  Masse  der  Punkt  Ä  be- 
sitzen muss,  wenn  er  die  Holle  eines  festen  Punktes  spielen  soll,  während 
das  System  als  ein  freies  angesehen  wird.  Die  Kräftereduction  liefert  eine 
Resultante  R  und  ein  resultirendes  Paar  G]  erstere  ertheilt  dem  System 
eine  Translationsgeschwindigkeit  u  =  B  :  Jf ,  letzteres  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit (0  =  6r  :  Mt^I  um  eine  durch  S  gehende  Axe  c  und  wenn  S  den 
Abstand  des  Punktes  Ä  von  der  Axe  c  bezeichnet,  so  sind  u  und  aö  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  desselben.  Bildet  nun  B  mit  der  Axe  c 
den  Winkel  or,  so  ist  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  von  A  gleich 
u^  -\-  coi^ö^  —  2 u 09 d  sin  er;  damit  dasselbe  unabhängig  von  a,  welcher  Winkel 
mit  der  Wahl  des  Kräftesystems  variirt,  verschwinde,  muss  w  =  0  und  6  =  0 
sein.  Dies  liefert  die  Bedingung  M  =  oo,  J  =  0.  Der  Punkt  Ä  muss 
mithin  auf  der  Momentanaxe  liegen  und  die  Masse  des  Systems  muss  un- 
endlich gross  sein.  Da  die  Axe  c  durch  S  geht  und  je  nach  Beschafifenheit 
des  Kräftesystems  verschiedene  Richtungen  haben  kann,  Ä  aber  stets  auf 
ihr  liegt,  so  fällt  Ä  mit  S  zusammen.  Der  feste  Punkt  muss  also  der 
Massenmittelpunkt  sein.  Legt  man  daher  dem  Punkte  A  eine  unendlich 
grosse  Masse  bei,  so  sind  alle  Bedingungen  erfüllt  und  kann  das  System 
als  ein  freies  behandelt  werden. 

Es  sei  nun  fi  die  dem  Punkte  A  zuertheilte  unendlich  grosse  Masse, 
während  M  die  Masse  des  Systems  an  sich  bedeute ;  es  ist  A  der  Massen- 
mittelpunkt von  fi  -{-  M  imd  S  der  Massenmittelpunkt  von  M]  die  Ent- 
fernung AS  wird  unendlich  klein  sein.  Das  System  kann  nur  rotiren  um 
Axen,  welche  durch  A  gehen.  Auf  das  Trägheitsmoment  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Systems  um  solche  Axen  hat  die  Einführung  von  ^ 
keinen  Einfiuss,  da  A  auf  der  Axe  liegt.  Indessen  ist  es  räthlich,  den 
jetzt  vorliegenden  Fall  als  einen  Grenzfall  anzusehen  von  dem  Falle  eines 
Systems  (i  -\-  M^  in  welchem  ein  Punkt  A  eine  sehr  grosse  Masse  ft  be- 
sitzt. Der  Massenmittelpunkt  s  dieses  Systems  fällt  dann  zwischen  A  und 
8  and  theilt  AS  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Massen  M  und  ^^  sodass, 
wenn  .45  «==  i,  AS  ^=  d^  also  sÄ  =  d  —  i  gesetzt  wird: 

Md  .        ,        .  ad 
d  —  «  =  - 


ist.  Das  Trägheitsmoment  von  ^  um  eine  Axe  des  Punktes  s  senkrecht  zu 
A&iBi  ftf*|  das  von  M  ist  M%1  +  Jtf  (d  —  «)*,  wenn  x^  der  Trägheits- 
rtdins  für  die  Parallelaxe  des  Punktes  S  ist.    Daher  wird  das  Trägheits- 

8anii.z«,  Mfchaolk.    IT.  25 
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moment  von  fi  -{-  M  für  die  Axe  des  Punktes  s: 


Wird  nun  jti  =  cx),  so  ergibt  sich  Um  (jl  +  -Sf)  7?  =  M  (xjj  +  cP),  welches 
genau  das  Trägheitsmoment  des  Systems  M  um  die  Axe  des  Punktes  A  ist. 
Der  Trägheitsradius  x  nähert  sich  der  Null;  indessen  ist  i  unendlich  klein 
gegen  x,  wie  man  aus  der  Gleichung 


?  - «"?  [" +"'('+ f )] 


x^ 

ersieht,  welche  Zmi  ^  =  cx)  liefert.    Dagegen  ist. 


+  .:(•  +  ? 


^         ''-^=d  +  -<  =  Z 


(' + !^) 


eine  endliche  Länge  und  bedeutet  den  Abstand  des  zu  A  reciproken  Punktes. 


An  massgebender  Literatur  für  den  Inhalt  dieses  Capitels  führen  wir  noch  an : 

Po  in  8  et,  Theorie  nouvelle  de  la  rotcUion  des  corps  (Lionyille,  Joum.  de 
Math^m.  T.  XVI,  p.  9  u.  289  (1851);  ist  auch  separat  in  zwei  Ausgaben  1862  er- 
schienen). 

Bereits  1834  hatte  Poinsot  der  Pariser  Academie  die  Lösung  des  Rotations- 
Problems  eines  unvei^nderlichen  Systems  ohne  Einwirkung  continuirlicher  Kräfte 
in  einer  weniger  ausführlichen  Bearbeitung  vorgelegt.  Dieselbe  wurde  auch  als 
Anhang  seinen  El^nens  de  statique  beigefügt 

Poinsot,  Questions  dynamiques.  Sttr  la  percussion  des  corpa,  [Liouyille, 
Joum.  2i*m«  S^rie,  T.  II  (1867),  p.  281  und  T.  IV  (1869),  p.  421 ;  die  erste  dieser 
Abhandlungen  auch  in  Schlümilch's  Zeitschrift  f.  Mathem.  u.  Physik,  III, 
S.  143  u.  274.] 

Poinsot,  Sttr  la  quantiie  de  mouvement  qui  est  transmise  ä  un  corps  par  le 
choc  d'un  paint  massif  qui  vient  le  frapper  dans  uns  direciion  donnUe.  (Liouyille, 
Joum.  2i6me  S^rie,  T.  IV,  p.  161.) 

Folie,  Theorie  nouvelle  du  mouvement  d'un  corps  libre  [Bulletin  de  VÄcad, 
des  Sciences,  des  lettres  et  des  heaux  arts  de  Betgique,  2**™«  S^rie,  T.  XX  (1866), 
p.  435]. 

Chelini,  Intorno  a  prifidpii  fondamentcdi  della  dinamica  con  applicazioni  al 
pendolo  ed  dlla  percussion  de*  corpi  secondo  Poinsot.  [Mem,  delV  Äccad,  di  Bologna, 
Ser,  3«»,  T.  VI  (1875),  pp.  409  —  469.]  —  Sopra  alcune  questioni  dinamiche.  Me- 
moria che  fa  seguito  a  quella  intorno  ai  principii  fondamentM  della  dinamica.  [Ibid. 
T.  VIII  (1877),  p.  273-306.] 

Diese  Schriften  sind  zugleich  für  die  nächstfolgenden  Capitel  Ton  Bedeutnng. 
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II.  Capitel. 

Kinetik  der  Kräfte  erster  Ordnung  am  unTeräaderlichen  System ; 

I  Aeqoiv&lenz  und  Beduotion  deraelben.     Die  Bewegiingsgleiohungen 

von  Euler. 

Der  GeEchwiDiiigkeitszuBtaJid  clues  uuverSndei'licban  SyaLems 
I  snr  2eil.  (  wird  durch  den  dieser  Zeit,  entep redenden  Beachleunigungä- 
L  austivnd  desselben  unendlich  wenig  geändert,  indem  zu  den  Gescbwindlg- 
I  leiten  v  der  Systempankte  die  Elementarbeschleunigiuigen  du  =  <pdl  hinzu- 
t  beten,  um  die  der  Zeit  /  -\-  dt  enteprcchonden  Geschwindigkeiten  v  zu 
I  liilden.  Die  Momentank rufte  mv,  welche  die  Geschwindigkeiten  v  zu  geben 
t  TenuOgen,  gehen  ebenso  in  die  Momentankräfte  mv  Über,  welche  den  Ge- 
L  «oh windigkeit en  v'  entsprechen,  indem  eicb  mit  ihnen  die  unendlich  kleinen 
u  =  mtpdt  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  verbinden.  Diese 
RlementarkrBfte  durch  das  Zeitelement  dividii-t,  stellen  die  continiiirlichen 
rSrte  »if  dar,  durch  welche  der  Descbleiinigungszu stand  <les  Systems  be- 
fitimmt  wird.  Wir  werden  dieselben  im  Folgenden  reduciren,  den  Be- 
I  BChletinigangszu stand  bestimmen ,  welchen  ein  gegebenes  ErSftesystem  her- 
J  Torrofl  und  zusehen,  wie  die  Bewegung  des  Systems  unter  EinfluBs  gegebener 
|L]&&fte  sich  von  Zeitelement  zu  Zeitelement  Sndert. 

§.  2.     Besitzt   das  System   zur  Zeit  t    eine  Tranelationsgesch windig- 
keit V  von  bestimmter  Grösse  und  Richtung,  zur  Zeit  /  -j~  ("   ^ina  andere 
Tran« lationsgeach windigkeit   von  der  Grllsse  v  -)-  f^"   und   unendlich    wenig 
geänderter  Richtung,  so  giiid  die  Beschleunigungen  qj  aller  Punkte  geome- 
'   triach  gleich.     Daher  bilden  die  Kräfte  ntip  ein  System  von  Parallel  kr  Sften 
LglMchen    Sinnes    und    sind   proportional    den    Massen    der  Punkte.    Sie  sind 
•  Squivaleut  einer  Einzelresul tauten  üp  ^  M<p  von  derselben  Richtung, 
iselben  Sinne  und  einer  luteusitUt,  gleich  dem  Produkte  aus  der  Gesammt- 
Use  des  Systems  nnd  der  gemeinschaftlichen  Beschleunigung  aller  System- 
kkte,  welche  durch  den  Massenmittelpunkt  des  Systems  hindurchgeht. 

§.  3.    Das  System  rotire  zwei  Zeitelemente  hindurch  um  dieselbe  Axe  c; 

16  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  (  sei  w,  zur  Zeit  l  +  dt  gleich  tu  -j-  da, 

gtch  B,  I,  S.  443  besitzt  ein  Syatempunkt  M  in  der  Entfernung  r  von  c 


=  Ar,  wo  ^ 


=  (»*  +  «"/ 


,  unter  dem  Winkel 


I  BeBeUeanigung  tp  = 

g  (u' :  Cd')   gegen  r  geneigt.     Sie    fällt  in   die  7ii    r   senkrechte    Ebene 

I  Punkt«8  il  und  spaltet  sich  in  die  Tangentialbeschleunigung  mV  seuk- 

■    und  die  Cen tri petal besohl eunigting  ti>*r   In  der  llichtimg  von  r, 

9  Aza  R  rechtwinklig  schneidend  und  ihr  zugewandt.    Daher  zerfallen  die 

I  mtf,  welche  den  Punkten  die  Beschleunigungen  tp  xu  ertheilan  vei- 

tn    die    Tange ntiiilkrllfte    mia'y    und    die    ('entri petal krSfte  »ica'r, 
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erstere   senkrecht  zu  den  Ebenen  (c,  M)^  letztere   in   diesen  Ebenen  senk- 
recht zu  c  (Fig.  115). 

Durch  den  Massenmittelpunkt  S  legen  wir  eine  Ebene  senkrecht  zu  c^ 
welche  diese  Axe  in  0  schneiden  wird  und  betrachten  0  als  den  Ursprung 

eines      rechtwinkligen     Coordinatensjstems, 
^  dessen    positive    a;-Axe  mit  08  zusammen- 

^>5^  fällt,  dessen  jßr-Axe  c  ist,  positiv  mit  dem 

*-*^  Sinne  von  w  harmonirend  und  dessen  y-Axe 

dem  Sinne  der  Rotation  entspricht.  Zunächst 

^    reduciren  wir  die  Tangential-    und   Centri- 

petalkräfte  für  den  Punkt  0.  Die  Reduction 
der  Tangentialkräfte  mar  unterscheidet  sich 
von  der  Cap.  I,  §.  3  ausgeführten  Reduction 
der  Momentankräfte  moDr  in  nichts,  als  darin,  dass  a/  an  die  Stelle  von 
0)  tritt.  Sie  liefert  daher  an  0  eine  Einzelkraft  Mto  f^  wenn  /*=  OS  den 
Abstand  des  Massenmittelpunktes  5  von  der  Axe  c  bezeichnet  und  weiter 
drei  Paare  w'Jlfx^,  — (oMl^^  — (o'Mfi^,  der  Reihe  nach  parallel  den  Axen 
der  z^  Xf  y  und  es  bedeuten  darin  die  Grössen  x,  >l,  fi  den  Trägheitsradius 
für  die  Axe  c  und  die  Deviationsradien  für  die  Ebenen  der  xz  und  ye 
wofür  die  Gleichungen  bestehen:  Älx^  =  £mr^y  Mk^  =  2mxz,  M^i?  =  Zmys 

Das  Paar  der  Tangentialkräfte  hat  das  Axenmoraent  co'ilf  (x*  +  A.*  -j"  f**)^ 
und  sind  dessen  Richtungscosinusse  proportional  —  }?^  —  ft^,  x^ 

Die  Centripetalkräfte  tnco^r  haben  die  Richtungscosinusse  —  x  ir^ 
— «/ :  r,  0  und  zerfallen  daher  in  die  Componenten  — iww^ic,  — ww^y,  0 
parallel  den  Coordinatenaxen.  Sie  liefern  die  Summen  — ts?Ilmx^  — ta^Smy^ 
0  oder,  weil  Zmx  =  Mf^  £my  «=  0  ist,  die  Einzelkraft  co^Mf  von  der  Rieh- 
tung  SO,  Sie  liefern  femer  Paare,  deren  Axenmomente  ma^re  senkrecht 
sind  zu  den  Ebenen  (c,  M)  und  Richtungscosinusse  y  :  r,  —  rc  :  r,  0  be- 
sitzen, sodass  sie  sich  spalten  in  Axenmomente  mfx?yz^  — mon^xe^  0  parallel 
den  Coordinatenaxen.  Die  Summation  derselben  liefert  als  Componenten 
des  Axenmomentes  der  Centripetalkräfte  w^Jlf  ^^,  —  (o^Ml^,  0.    Das  Axen- 

moment  der  Centripetalkräfte  ist  daher  on^M  (jl*  +  ^r  ^^^^  seine  Rich- 
tungscosinusse sind  proportional  ft^,  — >l^,  0.  Dies  Axenmoment  ist  senk- 
recht zu  dem  Axenmomente  der  Tangentialkräfte,  dessen  Richtungscosinusse 
proportional  —  A,*,  —  ^i?^  if?  sind,   indem  die  Produktensuinme 

-- AV'  +  K't^  +  x^.O  —  O 
wird.     Die  Richtigkeit  dieses   Resultates  erkennt   man   auch   leicht   direct. 
Die  Axenmomente  m^rz  der  Centripetalkräfte  sind  nämlich  senkrecht  zu 
den  Axenmomenten  mcoV;?,  welche  mit  moV^  die  Axenmomente  mta'ÖM 
der  Tangentialkräfte  bilden.    Die  Seiten  des  ebenen  Polygons  der  Axen- 
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momente  mm^rz  stehen  daher  senkrecht  auf  den  Selten  des  Polygons  der 
Axenmomente  mca'rz  und  sind  einander  proportional.  Daher  sind  diese 
Polygone  ähnlich  und  stehen  auch  ihre  Schlusslinien^  d.  h.  die  Axenmomente 

rn^M  (X*  4"  f*^)  ^^^  ^'^  (^*  "f"  f**)  ^^^^  einander  senkrecht,  von  welchen 
letzteres  aus  den  moi'rz  hervorgeht  und  mit  (o'3Ix^  das  Gfesammtaxen- 
moment  der  Tangentialkräfte  bildet.  Der  Bestandtheil  g/Mk^  ist  aber 
parallel  c  und  mithin  ohnehin  senkrecht  zum  Axenmoment  der  Centripetal- 
kräfte. 

Die  beiden  Einzelkräfte  (oMf  und  a^Mf^  von  denen  die  erste  senk- 
recht zur  Ebene  (c,  S)  ist,  während  die  andere  die  Richtung  80  hat,  liefern 
zusammen  die  Reductionsresultante  Md'f^  welche  unter  dem  Winkel 
Arctg  ((0  :  w*)  gegen  f  geneigt  ist. 

Wir    fassen    das    Resultat    dieser    Untersuchung    in    den    Satz    zu- 
sammen: 

Die  Reduction  der  Kräfte  m(p,  welche  den  Punkten  eines 
zwei  aufeinander  folgende  Zeitelemente  hindurch  um  dieselbe 
Axe  c  rotirenden  Systems  ihre  Beschleunigungen  (p  zu  ertheilen 
vermögen,  liefert  eine  Resultante  R^^^^^^  M^f,  parallel  und  glei- 
chen Sinnes  mit  der  Beschleunigung  <&/*  des  Massenmittelpunktes, 
proportional  der  Gesammtmasse  des  Systems  und  der  Beschleu- 
nigung des  Massenmittelpunktes.  Das  Axenmoment  G^^^  der  Re- 
duction, welches  im  Allgemeinen  mit  dem  Reductionspunkt 
variirt,  setzt  sich  zusammen  aus  dem  Axenmomente  der  Tan- 
gentialkräfte m(or  und  dem  Axenmomente  der  Centripetalkräfte 
mm^r.  Wählt  man  zum  Reductionspunkt  den  Punkt  0,  in  wel- 
chem die  Axe  c  von  der  zu  ihr  senkrechten  Ebene  des  Massen- 
mittelpunktes geschnitten  wird  und  betrachtet  0  als  Ursprung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  rc,  y^  z^  deren  x- 
und  ;?-Axen  mit  OS  und  c  zusammenfallen,  so  zwar,  dass  der 
positive  Drehungssinn  von  der  a;-Axe  zur  y-Axe  mit  dem  Sinne 
der  Winkelgeschwindigkeit  od  harmonirt,  so  bilden  die  drei 
Axenmomente  w'ilfx*,  —  (oMl?^  —  aM(i^,  parallel   den  Axen  der 

z^  Xj  y  das  Axenmoment  w'-Äf  (x*  +  ^* -|"  l'*^)  ^^r  Tangentialkräfte 
und  sind  seine  Richtungscosinusse  gegen  die  Axen  der  x^  y,  z 
den  Grössen  —  X*,  —  fi*,  x^  proportional,  wo  x,  Jl,  (i  den  Trög- 
heitsradius  für  die  Axe  c  und  die  Deviationsradien  für  die  Ebenen 
der  xz  und  der  yz  bedeuten,  sodass  nämlichitf3c*=2^wir^,  Ml^=£mxZy 

M(i* '^  £myz  ist  Das  Axenmoment  (o^ M {k* -}- fi^p  der  Centri- 
petalkräfte ist  senkrecht  zum  Axenmomente  der  Tangential- 
kräfte,  hat  zwei  Compouenten  m^Mfi^,  — m^Mk^  parallel  den  Axen 
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der  X  und  y    und    seine    Richtungscosinusse   sind    proportional 
(i',  -l\  0. 

Bei  der  üebertragnng  der  Reduction  auf  den  Massenmittelpunkt  tritt 
zu  dem  Axenmomente  g/Mk^  ein  Axenmoment  — B^^^h  (Fig.  116)  YÖDxa^ 

wo  h  der  Abstand  des  Punktes  S  von  B^^^  ist. 

\Da  g/  :  d"  der  Sinus  des  Winkels  ist,  den  ^ 
'M^'^     mit  OiS  bildet,   so  wird  h  =  f&  :  e  und  da 

j^       3^  *^^^^   moment  — GiMf^,  Bezeichnet  x^^  den  Trfigheits* 
•gfi  radius    für    die    mit    c   parallele  Axe  c^  de« 

^**-  "^-  Massenmittelpunktes  Ä,   so   ist  x*  =  xj  +  /* 

und  hiermit  erhält  man  für  das  Axenmoment  der  Beduction  für  S  paralld 
zu  Cq  den  Ausdruck  (ü  Mv?  —  a/Mf^  =  oo'JtfxJ.  Da  femer  Zmxx^  wem 
man  mit  Beibehaltung  der  Axenrichtungen  S  zum  Coordinatenurspnmg 
wählt  durch  Zm  {f  -^  x)  z  =  fZmz  +  Zmxz  =  Zmxz  zu  ersetzen  ist, 
so  folgt: 

Die  Kräftereduction  für  den  Massenmittelpunkt  unterschei- 
det sich  von  der  Reduction  für  den  Punkt  0  blos  dadurch,  dass 
an  die  Stelle  des  Trägheitsradius  x  der  Axe  c  der  Trägheits- 
radius Xq  der  Axe  c^  des  Massenmittelpunktes  tritt,  welche  der 
Axe  c  parallel  läuft. 

Um  die  Centralaxe  der  Kräfte  und  die  Reduction  für  sie  zu  finden, 
verlegen  wir  B^^^  von  S  aus  parallel  mit  sich  an  den  Punkt  (/  auf  der 
Richtung  O/S",  den  wir  mit  0  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  S  liegend 
so  bestimmen,  dass  das  aus  der  Verlegung  entspringende  Paar  —  BP^^^ 
das  Paar  taM^l  tilgt.  Bezeichnen  wir  OS'  mit  f^  so  ist  sein  Arm  U  die 
Projection  von  f  auf  die  zur  Beschleunigung  des  Punktes  8  senkrechte 
Richtung.    Daher  ist  //  =  f(o  :  0-  und  liefert  die  Bedingung 

(oM%l  —  B^^W  =  0 
mit  Hülfe   von  JR^*^  =  M%f  die  Gleichung  ff  =  %l .     Die  Punkte  0,  C 
sind  daher  homologe  Punkte  einer  Punktinvolution  gleichartiger  Lage  auf 
der  Linie   OS  und  %\    ist  die   Constante   derselben.    Um   JR^^^  durch  eine  • 
weitere  Verlegung  in  die  Richtungslinie  der  Centralaxe  zu  bringen,  zerlegen 
wir  die  noch  übrigen  Axenmomente  parallel  und  senkrecht  zu  B^^K  Parallel 
den    Axen    der    x,    y    haben    wir    an    Axenmomenten    Jlf((o*|Li* —  w'it^; 
—  ilf  (co^A,^  +  ^V^))  während  parallel  der  z-knQ  kein  Axenmoment  mehr 
vorliegt.    Ihre  Projectionssumme  für  die  Richtung  von  J2^'^  liefert  das  der 
Centralaxe   entsprechende  Axenmoment  G^^\    Um  dasselbe  zu   bilden,  sind 
die  genannten  Axenmomente   mit  den  Richtungscosinussen  —  o>^  :  ^,  o>' :  ^ 
von  B^^^  gegen  die  Axen   der  x  und  y  zu  mnltipliciren  und  zu   addiren. 
Wir  erhalten  hierdurch  G^^^  =  —  ^MfiK   Die  Projectionssumme  für  die  sa 
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senkreobia  Richtung  gibt  das  zur  Verlegung  dienende  Axenmoment  //'''. 

erbalten  «s,  indem  nir  jene  Axenmomente  mit  den  KirbtungBCoainuasen 

sr  fiiuhtung,   näoilicb    mit  (a':#    und  w^ :  &  miiUipUdien  und   addireii, 

Jioh  fl<"  =  — »21/*.^    Dio  Strecke  y,  um  welulie  ii!'"  in  der  Richtung 

r  zu  verlegen  ist,  d.  li.  der  Abstand  der  Centnilaxe  von  der  j-y- Ebene, 

l  welcher  sie  pai-allel  llluft,   genügt  daher  der   Bedingung  U'-^lq  =  i/"\ 

Entwickelung  ku  /"g  =  —  i}  filbrt.     Daher  der  i^U: 

ieht    man    in   der    Ebene   der    Axe    c    und   des    Massenmittel- 

[Dktes  S  mit  c  auf  entgegengesetzter  Seite   von  S  eine  Parallele 

Abstände  f"  von  S,  sodass  /'/'  ^^  xl   wird,  so  trifft  die  Central- 

le   der  Kräfte   diese    Linie   und   zwar   in   einem  Alistande  •/   von 

ir  Geraden  OS,  welcher  der  Bedingung  ff]  =  —  i"  genügt.    Das 

Centralaxe    entsprechende   Aienmoment   —  dM/i^   ist   iinab- 

ingig  von  dem  Deviationsradius  l. 

Ist  die  Äxe  c  eine  llauptaxe,  so  werden  k*  und  fi"  Null  und  liefert 
Beduction  für  den  Massenmittelpunkt  Jf<'i  =  3fö/",  ff<"  =  io'Jtfx=;  in 
lem  Falle  wird  das  Axcnmoment  der  C'entralaie  Null.  Daher  sind  die 
fte,  welche  blos  BeEcblcumgung  um  eine  Ilauptaxe  geben,  stets  einer 
»Ikraft  Sqiiivalent.  Da  i'  =  0  ist,  so  wird  '7=0  und  milt  dieselbe 
B  in  die  zu  c  senkrechte  Ebene  von  &'. 

§.  4,  Dus  System  rotire  nu  den  Zeiten  /  Lind  (  -|-  dt  um  die  beiden 
tnder  unendlich  nahen,  parallelen  Axcn  ',■,  c  mit  den  Winkelgesch windig- 
en »  und  a  +  do).  Da  jeder  senkrecht  xu  den  Axen  geführte  ebene 
Bitt  des  Sjrstems  sich  wUhrend  zweier  Zeitelemente  in  seiner  Ebene  be- 
;t,  80  ergibt  sich  nach  11.  I,  S.  450  und  8.  477  a.  E.,  dass  die  Be- 
ileunignng  ia  diese  Ebene  f^Ut.  In  ihr  Bind  die  Schnittpunkte  der  Ebene 
I  den  Axen  c,  c  die  beiden,  den  Zeiten  t,  l  -\-  dt  entsprechenden  Mo- 
itencentra  C,  C,  liegt  auf  CC  der  Mittelpunkt  H  der  Winkelbesclileu- 
ing  «  =  w'  und  in  ihr  findet  sich  der  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen. 
irend  bei  dem  Falle  des  §.  3  dieser  Mittelpunkt  mit  dem  Punkte  C 
mmenßUt,  ist  er  hier  von  ihm  um  eine  endlicbo  Strecke  entfemt.  Da 
t  Schnitte  senkrecht  zu  t,  c  identische  Bewegungen  ausfuhren,  so  liegen 
I  Punkte  O,  sowie  alle  Funkte  IJ  auf  cieraden  parallel  c,  nämlich  den 
a  g,  h  der  Beschleunigung  und  der  Winke Ibeachleunigung,  Die  ße- 
Imnigung  eines  Systerapuuktes  3t  im  Abstände  p  =  MG  von  der  Be- 
leunigungsaxe  ij  ist  &p,  wo  ft  =^  (w'  +  w'*)*  und  ist  gegen  ]>  unter 
i  Winkel  Arutg  (w' :  la*)  geneigt.  Sie  lerl'Bllt  in  die  Componenten  top 
a*p  senkrecht  zu  p  und  in  der  Richtung  von  p,  dem  Punkte  G  zu- 
vadt.  Indem  wir  die  Rrllfto  m^  in  ihre  Componenten  wa'p  und  t»a*p 
DgCD  osd   bedenken,  dass  zwischen  dem  vorliegenden  Falle    und   dem 
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Falle  des  §.  3  nur  der  unterschied  besteht,  dass  die  Beschleunigongsaxe  g 
dort  mit  der  Momenianaxe  c  zusammenfiel,  während  sie  hier  in  endlichem 
Abstände  parallel  läuft,  übersieht  man  leicht,  dass  das  dort  gefundene  Re- 
sultat unmittelbar  auf  unseren  Fall  übertragen  werden  kann.  Wir  erhalten 
hierdurch  den  Satz: 

Die  Kräfte  mq>,   welche   den  Punkten   eines  um  zwei  aufein- 
anderfolgende  fkirallele   Axen  c,  c    zu   den   Zeiten   t  und    t  -^  di 
mit    den    Winkelgeschwindigkeiten    <o    und    o  -{-  da    rotirenden 
Systems    ihre    Beschleunigungen   zu    ertheilen    vermögen,    sind 
äquivalent  einer  Resultanten  JR^^^  und  einem  Paare  G^^K    Die  Re- 
sultante stimmt  nach  Richtung  und  Sinn  mit  der  Beschleunigung 
des    Massenmittelpunktes    S    überein     und    ihre    Intensität    ist 
22(1)  =  M^f,  wo  0  =  (w*  -j-  a^p  ist  und  fden  Abstand  des  Massen- 
mittelpunktes von  der  Beschleunigungsaxe  </  bedeutet.    Das  Paar 
G^^  bildet  sich  aus  den  beiden  Paaren,  welche  aus  der  Reduction 
der  Tangential-   und  Centripetalkräfte  in   Bezug  auf  die  Axe  g 
entspringen.     Wählen    wir    den    Schnittpuoikt  G    der   zur    Axe  g 
senkrechten  Ebene  des  Massenmittelpunktes  und  dieser  Axe  zum 
Ursprung    eines    rechtwinkligen  Coordinatensystems,    dessen  x- 
und  ;8:-Axen  GS  und  g  sind,  von  dem  Drehungssinne    in  der  xy- 
Ebene  harmonirend  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o,  so  hat  für 
G  als    Reductionspunkt   das   Axenmoment    des  Paares    der   Tan- 
gentialkräfte die  Componenten  w'ilfx*,  — c/Mk^,  — u/M^i?  parallel 
den   Axen    der  z^  x^  y    und    das    Paar    der   Centripetalkräfte    die 
Componenten  (o^M(i^,  —  tol^Mk^y  0  parallel   den  Axen   der  a;,  y,  z. 
Darin  bedeuten  x,  Jl,  [i  den  Trägheitsradius  des  Systems  für  die 
Beschleunigungsaxe  g  und  die  Deviationsradien  für  die  Ebenen 
der  xz  und  yz.    Für  die  Reduction  in  Bezug  auf  den  Massenmittel- 
punkt S  tritt  an  die  Stelle  von  x  der  Trägheitsradius  für  die  zu 
g  parallele  Axe  g^  dieses  Punktes,  während  1,  fi  dieselben  Werthe 
haben.    In   Betreff   der    Reduction    für   die   Centralaxe    hat    man 
auf  GS  jenseits  S  den  Punkt  G'  so  zu    bestimmen,   dass,   wenn 
SG'  =  f  gesetzt  wird,  die  Gleichung   ff  =  %l    erfüllt  wird;   die 
Centralaxe,   parallel  der  Resultanten  i2^^\  schneidet   eine   durch 
G'  zu  g  parallele  Axe g'  im  Abstände  q  von  G\  sodass  fq  =  —  >l*  ist. 
Das  der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment  ist  G^*^=  — -  &3Ifi^. 

§.  5.  Für  ein  ebenes  Punktsystem  ist  jede  zur  Ebene  senkrechte  Axe 
eine  Hauptaxe  und  werden  daher  A*,  fi^,  q  und  G^^^  für  die  Centralaxe  Null. 
Die  Centralaxe  fällt  in  die  Ebene  des  Systems  und  sind  die  Kräfte  mg)  im 
Allgemeinen  einer  Einzelresultanten  JHf^^^  =  M^f  äquivalent.  Für  die  Re- 
duction in  Bezug  auf  8  wird  G^^^  =»  m'Mnl . 
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Eb  Beien  (',  (■''  (Fig.  117)  der  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  und 
r  SabntttpLinkl.   der   Ceutralaxe  der   Momentankräfte  mit  der  Linie  CS. 
Dann   ist    (Cup.  1,  §.  3)   au'  ^  x'.     Da  mm    miish 
ff  =  ^l  ist,  ao  folgt  aa  =  ff-    Daher: 


Im   ebei 


in   seiner 


ch    be 


/ 


die  Mittelpunkie 
rindigbeiten  und  der  Ue- 
üt    den    Punkten    C' ,    (}', 


nkräfte 


irdnnng  getrc 


wogenden    System 
r,    Ü    der    Geachw 
schleunienngen 
in     welcben     die 
und  G    mit    dem 
den    Centralaxen 

nud    der    continuirlictien    Krfiftc    mtp    erster 

werden,  auf  demselben  Kreise. 

Drei   der   vier    Punkte  C,  G,  6",  G'    bestimmen    daher   den   vierten, 

NlUt  der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  mit  S  zusammen,  so  rllukt 

i  Unendliche   und   geht   der  Kreis    in  die  Gerade  GG'  über;    die  Mo- 

mtankrfifte   sind  einem   Paare  oiMmI    äquivalent.     Füllt  C  in  S,    so  hat 

I   System    eine    Transtationsgeecbwindigkeit.     Aehnlicbes    tritt  ein,   wenn 

f  Mitt«lp"nkt  G  der  Beschleunigungen  mit  S  zusammenfällt;  dann  rllokt 

'  ins    Unendliche   nnd    werden    die  Krjtfte  m(p   einem  Paare  a'Mtil   Uqui- 

^ent.    Fällt  ß'  mit  S  zusammen,  so  geht  Ä'"  durch  .S',  rtlckt  G  ins  Un- 

idtiche  nnd  werden  die  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  gcometriscb 

Treten  C   imd  (V  beide   in  S  ein,   so    wird  das  .System  von   einem 

kmentankrUftepaar  ergriffen  und  von  einem  continuirlichen  l'uare  beschleu- 

ft;  f&tlen  C"  und  C  beide  zusammen  in  Ä,  sn  besitzt  das  System  Trans- 

Uionsgeacb  windig k ei t  und  erlangen  alle  Systempunkte  parallele  und  gleiche 

EChleuuigungen  desselben  Sinnes  (Translationsboschleunigung). 

In  dem  allgemeineren  Falle  des  §.  4  bestimmen  die  Axen  c  und  ij 
HS  ;iwei  Ebenen,  welche  von  den  Resultanten  IC  und  Jt^''  in  zwei  Punkten 
uthnitten  werden,  die  mit  i:  und  ff  auf  einem  Cylinder  liegen. 

Rotivt   das  System   zu  den  Zeiten  (  und  (  -|-  lil   um  zwei  sich 

\  einem    Punkte    0  schneidende    Axen   c,  c    mit   den    W inkelgesch windig- 

ItEten  M  und  to  ■\-  tlto,    so  ist  nach  H.  I,  S.  479  der  Punkt  O  Mittelpunkt 

r  Beschlounigung«<n ;  durch  ihn  geht  die  Axe  A  der  Winkel  beschleunig  ung 

■(«'*  + «*V*'),    welche  in    die    Ebene    {cc)    filUt    und   gegen   i:    unter 

1  Winkel  Arctg  (nij; :  to)  geneigt  iat,  wo  i^  die  Wechselgesch  windigkeit 

r  Axe  c  bezeichnet,    Itolirt.  das  System  um  zwei  sich  krenjiende  Axen  c,  e, 

t  liegt  der  Mittelpunkt  r>  der  Beschleunigungen  nicht  auf  derAxec,  zieht 

I  aber  durch  G  zwei  Axen  parallel  zu  i-  und  h,  so  bildut  sieb  die  Bc- 

Uflouigang  eines  ByBt«mpuukte8  mit  Hülfe  dieser  Axen  in  derselben  Waise, 

I  in  dem  Falle,   daaa  v,  c   sich  schneiden.    Wir   kennen  daher  uns  auf 
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den  allgemeineren  Fall  beschränken.  Die  Beschleunigung  eines  System- 
pnnktes  M  hat  eine  centripetale  Componente  col^r  und  eine  yon  der  Winkel- 
beschleunigung  a  herrührende  ar\  wo  r  und  r  seine  Abstände  von  den 
Axen  c,  h  des  Punktes  G  bezeichnen.  Die  erstere  schneidet  c  rechtwinklig 
und  ist  c  zugewandt,  die  letztere  ist  senkrecht  zur  Ebene  (hy  M)  und  har- 
monirt  mit  dem  Sinne  von  cc.  Die  diesen  Componenten  entsprechenden 
Kräfte  moD^r  und  mar  können  für  den  Punkt  G  nach  den  im  Vorstehen- 
den entwickelten  Methoden  leicht  reducirt  werden.  Sie  liefern  eine  Re- 
ductionsresultante  JR^^^  gleich  dem  Producte  aus  der  Masse  des  Systems 
und  der  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  5,  von  derselben  Richtung 
und  demselben  Sinne,  wie  diese.  Sie  liefern  ferner  ein  Paar,  dessen  Axen- 
moment  aus  den  Axenmomenten  der  Centripetalkräfte  und  denen  der  Kräfte 
mar  nach  Anleitung  des  §.  4  gebildet  werden  kann,  indem  diese  letzteren 
sich  wie  Tangentialkräfte  in  Bezug  auf  die  Axe  h  yerhalten. 

Grösserer  üebersicht  halber  wollen  wir  jedoch  die  Winkelbeschleu- 
nigung a  in  ihre  tangentiale  und  normale  Componente  od'  und  cotf;  um  die  Axe  c 
und  die  Axe  n,  welche  in  der  Ebene  (ch)  senkrecht  zu  c  ist,  spalten  und 
dabei  den  Punkt  G  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
der  Xy  yy  z  ansehen,  dessen  ^er-Axe  mit  c  und  dessen  x-Axe  mit  n  zusammen- 
fällt, positiv  im  Sinne  von  od  und  cotf;  genommen  und  dessen  Drehungssinn 
um  die  z-Axe  mit  o  harmonirt. 

Die  Centripetalkräfte  mto^r  (Fig.  118),  deren  Richtungscosinusse  — x:r, 
—  yfr,  0  sind,  haben  die  Componenten  — mm^Xy  — mco^y,  0  und  liefern 

zur    Bildung    der    Reductionsresultanten  B^^^    die    Com- 
ponenten 

X^})  =  —  fQ^Zmx  =  —  (o^Mx^, 

7(1)  =  _  ^^2:„,y^  =  _  ^^My, ,       Z(^)  =  0, 

wo  Xiy  y^y  Zi  die  Coordinaten   des  Massenmittelpunktes 
S  bedeuten.    Dieselben  gehen  zusammen   zu   der  Kraft 
*■'«•  "»•  2j(i)  =  ^ij^  (^2  ^  ^2)1  ^  ^ij^f^  ^^^  f  ^gn  Abstand 

des  Punktes  S  von  c  bezeichnet  und  diese  hat  die  Richtung  und  den  Sinn 
der  Centripetalbeschleunigimg  cai^f  des  Massenmittelpunktes.  Die  Centri- 
petalkräfte liefern  femer  Paare,  deren  Axenmomente  mtol^rz  die  Richtungs- 
cosinusse y  :  r,  —  jc :  r,  0  besitzen  und  sich  vereinigen  zu  den  Componenten 
parallel  den  Coordinatenaxen: 

L[^)  =  a^Zmyz  =  Z)G)^     ^^  =  —  (o^Zmzx  =  -  Eto^y     i^<^>  =  0, 

wenn  wir  die  Bezeichnungs weise  von  B.  I,  S.  104  in  Anwendung  bringen« 
Es  ist  daher  das  Axenmoment  der  Centripetalkräfte  G^}^  «>  o>^  (l)'  +  E^)^ 
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und  seine  Richiungscosinusse  sind  proportional  D,  — ^,  0;  es  steht  also 
senkrecht  auf  c. 

Die  Tangentialkräfte  mcoV  (Fig.  119)  besitzen  die  Richtungscosinusse 
—  y:r,  x:r^  0   und  die  Componenten  — ww'y,  mca'Xj  0;   sie  liefern  zur 

Bildung  der  Beductionsresultanten  die  Beiträge 

^^^^  Y^p  =  (üZmx=^o}Mx^,     Z^P  =  0, 

aus   welchen  die  Kraft  JRJ^^  =  <aMf  entspringt   von  der 

Richtung    und   dem  Sinne  der  Tangentialbeschleunigung 
/     ^""\J^^       (of  von  S,   Die  Axenmomente  ma/r  .GM  der  Tangential- 
Fiffii9  kräfte   zerfallen  in  ma/re  mit   den  Richtungscosinussen 

—  05  :  r,   —  y  :  r,  0   und  ma/r^  parallel  der  z-Axe^    so- 
dass das  Paar  G^^^^  der  Tangentialkräfte  zu  Componenten  hat 

i(i)  =  —  a}'£mzx  =  —  Eg>\     Jlf  {*)  =  —  to'Zmyz  =  —  Da,     N^^^  =  (7« 

und  sein  Werth  G\'^  =  co'  {C^  +  D^  +  1^^)^  ist,  mit  den  Richtungs- 
cosinussen proportional  —  E,  —  D,  C, 

Die   Paare   G^^^  und   G^'^  der  Centripetal-  und  Tangentialkräfte  sind 

senkrecht  zu  einander  und  können  daher  in  ein  Paar  vereinigt  werden,  für 
welches  das  Quadrat  des  Axenmomentes  (D*  +  E^)  (ca*  +  oo'^)  +  C^g/^ 
ist    Seine  Richtungscosinusse  sind  proportional 

Dg)*  —  ^w',    —{Efa^  +  I)(a'),    Cm\ 

Die  Kräfte  mta^r   (Fig.  120),  welche  der  Normal winkelbeschlennigung 
entsprechen,  liefern,   da  sie  die  Richtungscosinusse  0,   —  e  :r\  y  ir   und 

die   Componenten    0,    —  mcDtltz,   maiijy    besitzen,   als 
Beitrag  zur  Bildung  von  B^^^: 

^n^  =  (o^Zmy  ==■  (otlfMy^ 
und  treten  zusammen  zu  der  Kraft  JR^*^  =  cot/;Jtfd,  wenn 

d  den  Abstand  d  «=  (yj  +  ^])    ^^^  Massenmittelpunktes 
von  der  Axe  n  bedeutet.    Dieselbe  stimmt  nach  Rich- 
Fig.  12a  tung    und    Sinn    mit   der    Beschleunigung  g}^6    dieses 

Punktes  überein. 
Das  Paar   der  Normalwinkelbeschleunigungskräfte  bildet    sich   analog 
dem  Paare  der  Tangentialkräfte.    Man  erhält  seine  Componenten  aus  denen 
jener,  indem  man  m'  mit  cotf;  und  e^x^y  resp.  mit  x^y,  z  vertauscht,  nämlich 
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Das  Axenmoment  des  Paares  selbst  ist  ff^^^)  =  «t/;  (Ä*  +  j&*  +  F^p  und 

seine  Richtungscosinusse  sind  proportional  Ä,  — F^  — E. 

Aus  den  Grössen  I{^^\  Ei^\  JR<*);   G^^\  Gi^\  G^^^  setzen  sich  die  Re- 

ductionselemente  JR(*\  G^^^  der  Krftfte  mtp  zusammen.  Sind  nftmlich  X^*), 
r<»),  Z(i);  n^\  MS^\  JV(^)  die  Componenten  von  JR^^)  und  G^»),  so  haben  wir: 

T^)  =  —  ui^Mx^  —  (o'-afyi,  X(i)  =  Dm*  —  JEJcd'  +  ^wtf;, 

yd)  =  —  ö^jjfy^  ^  ^'Mx^  —  ©i/;jyr^i,     Jlf (^)  =  —  JEJco*—  Dco'—  Fwiff, 

Die  für  den  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen  ausgeführte  Kräfte* 
reduction  können  wir  leicht  auf  den  Massenmittelpunkt  S  übertragen.  Die 
Resultante  22 ^^^  erleidet  dabei  keine  Aenderung,  zu  dem  resultirenden  Paare 
G^^^  tritt  aber  das  aus  der  Verlegung  entspringende  Paar  ( — JR^^-^,  U^^^) 
hinzu,  dessen  Componenten 

—  (yiZ(^)  —  z^Y^^))  =  —  m^My^z^  +  toMx^z^  -  wt/zM {y\  +  zX), 

—  {z^X^^^  —  x^ZA^^)  =       (a^Mx^z^  +  ioMy^z^  +  ^t\>Mx^y^j 

sich  mit  X(*\  Jtf^^\  Ä^^^J  verbinden.  Um  sie  leichter  mit  ihnen  zu  ver- 
einigen, wollen  wir  S  als  Ursprung  eines  Coordinatensystems  der  x^  p,  z 
von  denselben  Axenrichtungen,  wie  das  bisherige  ansehen.  Dann  sind  x^y^  z 
durch  x^-^^x,  y^-^y^  z^-^z  zxji  ersetzen  und  worden  dadurch -4.== -Zw (y*-(-^)i 
C  =  2m  {a?  +  i/*),  -D  =  Zmyz,  E  ==  Zmzx,  F  =  JSmxy  mit  Rücksicht 
auf  £mx  =  2my  =  Zmz  =  0  für  die  neuen  Coordinaten  übergehen  in 
die  Formen 

A  =  Zm  (y'  +  z')  +  M  (yj  +  z]),     C  =  2:«.  {x*  +  y»)  +  If  {x\  +  yj). 

JJ  =  £myz  +  Myi^i     E  =  Zmzx  +  Jtf-efjiCi,     F  =  Zmxy  +  itfariy^. 

Hiermit  werden  die  obigen  Grössen  L^^^,  M^^^,  N^^^  zu 

L^^)  c=      (o^Zmxz — G}'£mzx-\- atl} £m{y^ -{- z^) -}- (o^ My^Zi  —  g/Mz^x^ 

+  (OiifM{y\  +z\), 

jlf  ( 1 )  =  —  (o^Zm  zx  —  (o£myz  —  w  t/;  Zmxy  —  w*  JWxri  a?!  —  (oMy^  z^ 

—  cD^Mx^yi, 

N^^^  =  GiZm{x^  +y^)  —  (oijjZmzx  +  w'Jlf  (j?J+yJ) 

—  toil}Mx^Zi 

und  sieht  man,  dass  durch  den  Zutritt  von  ( — R^^\  JR^^^)  die  Componenten 
des  resultirenden  Paares  für  S  dieselbe  Form  wie  für  G  annehmen  und 
die  obigen  Formeln  für  beide  Fälle  benutzt  werden  können,  wenn  man 
unter  ^4,  C,  JD,  E,  JP  die  Werthe  der  Trägheits-  und  Deviationsradien  för 
die  betreffenden  Axen  der  x,  z  und  der  Ebene  yz^^  ex^  xy  versteht. 
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Die   Rednction   der   KrSf'te,    wel 
^a  BeBuhleauignngszLiataiides   einet 
bestimmtem  Mittelpankte  G    de 
fan    im   Stande    sind,   liefert   ei 
Bchtung,     gleichen     Sinnes      und      proportional      mit     der     Be- 
bbleunigung  deti   Massenmittelpuaktes   und   ein    Faar  G^'\    wel- 
die    Iteduction    in    Bezug    auf  den   Mittelpunkt  G   der 
teschlennigungeu    aus   drei    Faaren    entspringt,   dem   Paare    der 
ntripetalkrUfte,    dem   der  Tangentialkräfte    und    dem   von    den 
pinkelbeachlennigungakrüften  herrührenden  Paare,  gebildet  in 
f  auf  die  durch  G  parallel  zur  Momontanaxe  und  zur  Winkel- 
^achleunigungsaxe  li  gelegten  Axeu.    Die  Axenmoniente  der  hei- 
len   ersten    Paare    sind    vtnter    einander    und    zur    Momentanaxe 
\»krecht.     FUr  die  Beduotion  be/üglich  des  Massenmittelpunktes 
k'behStt  ß'''  dasselbe  Bildungsgesatvi  bot,    und    gehen  die  darin 
Ifcftretenden  Conatanten  A,  C,  D,  JE,  F  (Trägheitsmomente  und 
Isviationsmomenle)  in  die  entsprechenden  Grössen  für  iS'  Über. 
Fallen  die  Punkte  (l  imd  .S'  zusammen,  so  werden  o^, ,  y, ,  £,   und  da 
X<",  r<",  Z">   und   alao   auch    K'"  =  0,   d.   h.   die   Kräfte   einea 
bTerSnderlichen    Systems,    dessen     Mittelpunkt    der    Beschleu- 
■gnngen  mit  dem  Massenmittelpunkt  ziisammenfIlUt,  sind  einem 
iro  äquivalent  und  umgekehrt, 
Sind  Xj  und  ;/,   Null,  so  werden  X<"  =  0,  Z">  =  ü  und  redncirt  sich 
If'*  auf  1'"'  c=  —  la^Mi^ ,  d.  h,  liegen  G  und  :S'  auf  einer  zm  Momentan. 
»  pEurallelen  Geraden,  so  iat  A">  senkrecht  zur  Ebene  der  Axen  i:  und  h, 
Plh.  es  hat  /('"  die  Richtung  der  Orthogonalgesch windigkeit  des  Systems. 
Die   Rediiction   ftlr   die    Centralaxe   ist   Kwar   nach    B.  I,  S.  52    duroh- 
irbar,   liefert  jedoch  für    die  Component«n   deu  Paares  ö'''  etwas    unge- 
ige  Formeln. 
^  7.     Die    bisherigen    Untersuchungen  setzen    uns   in   den  Stand,   die 
irkong  eines  KrSftesystems  za  bestimmen,  welchea  an  einem  uuveränder- 
Bhen  Punktsystem  angreift.    Dieselbe  kann  in  do|ipelter  Weiae  ausgedrückt 
Man  denke  sich  das  System  der  Momentankrftfte  jhp,  welches  den 
jjjwindigkeitsüu stand  dea  Punktsystems  zur  Zeit  /  hervorzurufen  vermag 
.'u  dusxelbe  fjlr  irgend  einen  Punkt,  z.  B.  für  den  Maaaonmitlel- 
tbkt  6'  auf  Resultante  [li]    Mud  Axenmomeut  [G].    Man    redui'ire   ebenao 
I  Uomentankräfte ,  welche   den  0  euch  wind  igkettszustand  zur    'Amt  i  -{~  '" 
I,   für  S  «nd  wird  erhalten  \n\  -|-  \dn\  und  \G\  +  \dG\,   d.  h. 
I  sich  II  und  0  um  gewisse  geometrische  Uifferentialien  geändert 
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haben.  Nun  entsteht  der  G^schwindigkeitszustand  des  Systems,  weleher  der 
Zeit  t  -{-  dt  entspricht  aus  dem  Oeschwindigkeitszustand  fUr  die  Zeit  /,  in- 
dem der  Beschleanigungszustand,  entsprechend  der  Zeit  ^,  hinzutritt,  welcher 
zu  den  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  die  Elementarbeschleunigungen 
hinzufügt.  Denken  wir  uns  nun  die  Kr&fte  mq>,  welche  den  Beschleunigungs- 
zustand zu  geben  vermögen,  gleichfalls  für  den  Punkt  8  auf  Resultante  [B^^^] 
und  Axenmoment  [G^^^]  reducirt,  so  sind  [Ä<^J(f<]  und  [Q^^^dt]  die  unendlich 
kleinen  Kraftelemente,  welche  die  Elementarbeschleunigungen  geben  und 
da  dies .  auch  [dB]  und  [dG]  leisten,  so  folgt  die  Aequivalenz  ([cIJR], 
[dG])  =  ([B^^^di]^  [G^^^dt])y  welche  sich  sofort  in  die  beiden  geometrischen 

Gleichheiten  [dB]  ^[B^^^dt]  und  [dG]  =[G^^^dt]  oder,  [S""'^^^'^^' 
r^l  =[ffa)]  auflöst;  d.h.: 

Die  Reductionselemente  B^^\  G^^\  nämlich  Resultante  und 
Axenmoment  der  Kräfte  erster  Ordnung,  entsprechend  der  Be- 
duction  für  irgend  einen  Pjinkt  sind  die  geometrischen  Deri- 
virten  der  Resultanten  B  und  des  Axenmomentes  G  der  Momentan- 
kräfte bezüglich  der  Reduction  für  denselben  Punkt.  In  gleicher 
Weise  sind  die  Elementarresultante  B^^^dt  und  das  Elementaraxen- 
moment  G^^^dt  die  geometrischen  Differentialien  von  B  und  &. 

Indem  man  die  Reductionselemente  1^^\  &(^)  des  gegebenen  Kräftesystems 
mit  den  aus  dem  Beschleunigungszustande  in  den  §§.  2,  3,  4,  5,  6  entwickel- 
ten B^^\  G^^^  zur  Aequivalenz  bringt,  erlangt  man  die  nöthigen  Bedingungen, 
welche  zur  Bestimmung  der  Elemente  des  Beschleunigungszustandes,  ins- 
besondere des  Mittelpunktes  der  Beschleunigung,  der  Winkelbeschleunigong 
und  deren  Axe  führen.  Sobald  diese  Elemente  bekannt  sind,  kann  die  un- 
endlichkleine  Aenderung  des  Geschwindigkeitszustandes  und  also  der  ge- 
änderte, der  Zeit  t  -{-  dt  entsprechende  Geschwindigkeitszustand  selbst  als 
gefunden  angesehen  werden. 

Indem  man  diese  Betrachtungen  von  Zeitelement  zu  Zeitelement  fort- 
führt, sieht  man  deutlich,  wie  die  Bewegung  des  Systems  in  Folge  eines 
von  der  Zeit  oder  anderen  Grundvariabelen  abhängigen  Kräftesystems  in- 
finitesimaliter  zu  Stande  kommt. 

§.  8.  Wir  wollen  den  Grundgedanken  des  §.  7  an  dem  einfacheren 
Falle  eines  ebenen  Systems,  in  dessen  Ebene  ein  Punktsystem  angreift, 
ausführen. 

Der  Geschwindigkeitszustand  des  ebenen  Systems  zur  Zeit  ty  nämlich 
der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  und  die  Winkelgeschwindigkeit  no 
um  ihn  seien  bekannt.  Reduciren  wir  das  gegebene  Kräftesystem  für  den 
Massenmittelpunkt  8  auf  B^^^  und  0^^\  so  i^*  ^'"  -^nkrecht  zur  Ebene 
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items  und  bestehen  vermöge  der  Aequlvaleaz  von  Ji"'  und  G*''  mit  den 
dem  BeschleunigungezuGtand  entwickelten  Werthen  dieser  GrQBBtm  die 
icbiiDgen 

M9f  =  TiO,     «JKk;  =  GCt. 
iie  Kweibe  dieser  Gleichungen  gibt  die  Winkel  beschleunig  ung  M'=(f"l:^»t', 
wo  »g  der  TrägheitBradiiiB  in  Bezug  auf  die   zur  Ebene  senkrechte  Haupt- 
S  ist.    Da  ta  bekannt  ist,  so  erhKlt  man  hiermit  die  Beschleunigung  9 
der  Einheit  des  Äbstandes  vom  Mittelpunkte  G   der  Beschleunigungen 
;h    die   flleichung    ö  =  (qj*  -j-  «'*)■'    und  den  Winkel  1,    welchen   der 
G  und   ä'  verbindet,    mit   der  Richtung    von  9    bildet,    nSmlich 
w".     Dieser    Winkel    ist    niemals    stumpf.     Weiter    ergibt    sich 
hierzu  aus  der  ersten  Gleichung  der  Abstand  f  des  Punktes  G  von  S,  näm- 
lich f=  K'^'  :  M9.    Man  kann  daher  G  construiren,  indem  man  um  S  mit 
f  als  Radius    einen    Kreis    beschreibt    und    ihn    mit   dem   genannten  Sli-ate 
ihneidet.     Um    zu    entscheiden,    welcher   von    den    beiden    Schnittpunkten 
iBchleunigungsmittelpunkt  ist,    suche    man   die  C'eutralaxe  der   gegebenen 
rSfte;  sie  schneidet  den  Stral  in  G'  und    nur  derjenige  Schnittpunkt  mit 
Kreise  kann  G  sein,  welcher  mit  6'  auf  entgegengesetzten  Seiten  von 
liegt.    Auch  liefert  nach  %.  5  ein  Kreis  durch  C,  C'  und  G'  den  Punkt  G 
Tort,  wenn  man  den  Punkt  C,  in  welchem  die  Centralaie  der  Momentan- 
rllfte  den   Stral  CS  rechtwinklig  trifft,  bereits  bestimmt  bat.     Indem  mau 
Richtung  der  Beschleuni^^ung  des  Punktes  C  bestimmt  (durch  Antragen 
Winkels  k)  erhält  man  die  Itichtung   der  Normalen   an  die  Ciirre  (/') 
oder  (C)   der  Momentancentra  und   eine  zu  ihr   in  C   und  eine  andere  zu 
CG  in  G  rechtwinklige  Gerade  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  11  der  Winkel' 
ichleunigung  o'. 

Bringt  man  die  Riohtungeu  der  Ccntralaxen  der  Momentankrüfte  und 
ir  continuirlichen  Kräfte  Kum  Durchschnitt  D  und  aelat  dort  die  Resul- 
ite  IC  der  ersteren  mit  der  Elementarkraft  R^'UU  zusammen,  so  erhält 
die  Momentankraft  [R]  -j-  [dli]  für  die  Zeit  /  +  dl.  Ein  Perpendikel 
in  Ä  auf  ihre  Richtung  liefert  den  neuen  Punkt  f,  woiu  sich  vermöge 
Gleichung  CS  •  SC'  =  xj  jenseits  H  das  neue  Momentanoentriun  C 
irch  den  Abstand  CS  bestimmt  u.  e.  f. 

Baducirt  sich  das   gegebene  KrSftesystem   auf  ein  Paar  G'",    ist  also 

|*'J  =  0,  ao  wird  /■=0,  d.  h.  es  Mt  der  Mittelpunkt  G  der  Be*chleu- 

igen   mit    dem  Massenmittelpunkte  fi  ziieanunen,   d.  h.  ein   Paar   er- 

«ilt   dem  System   Beschleunigung    um    den  Massenmittelpunkt. 

System    äiguivalent  einer    durch    den  Massenmittelpunkt    gehenden 

«etkraft,    d.  h.   geht    die    Centralase    der    KrBfte    durch   .S,    so    föllt   G 

Unendliche    und    erlangt    das    System    eine    T  ranslatio  nahe  seh  leimig  ung 
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Durch  die  Reductionsresultante  22^^^  am  Punkte  S  wird  dortselbst  di 
Resultante  R  der  Momentankräfte   nach  Grösse  und  Richtung  abgeänderte 
indem  die  Elementarkraft  R^^^dt  sich  mit  R  zusammensetzt.    Ebenso  wi 
daselbst  das   Axenmoment   G  der  Momentankräfte    durch  Hinzuti*eten 
Elementarmomentes  G^^^dt  abgeändert.    Da  aber  G  in  allen  Fällen  zur  Ebene 
des   Systems   senkrecht  ist,   sowohl   zur  Zeit  t^  wie  zur  Zeit  t  -\~  dt^   so 
ändert  sich  G  blos  der, Grösse  nach  und  ist  G^^^dt  das  Differential  c^6r  im 
gewöhnlichen  Sinne. 

§.  9.  Um  den  Beschleunigungszustand  zu  bestimmen,  in  welchen  ein 
räumliches  Punktsystem  durqh  ein  gegebenes  Kräftesystem  versetzt  wird, 
reducire  man  das  Kräftesystem  für  den  Massenmittelpunkt  S.  Man  erhält 
eine  Resultante  R^^^  und  ein  resultirendes  Paar  G^^\  deren  Componenten 
mit  den  §.  6  gefundenen  äquivalent  sind.  Zerlegt  man  also  R^^^  und  G^^^ 
nach  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  der  x,  y^  z^  von  denen 
die  ;?-Axe  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat,  während  die  beiden  anderen 
sich  in  S  schneidenden  Axen  eine  beliebige  Lage  haben  können,  so  genügt 
eine  Coordinatentransformation  in  der  ^^- Ebene  um  die  sechs  Gleichungen 
des  §.  6  X<i),  r(i),  Z(i)  und  L^^\  M^^\  m^'>  für  die  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten  rr^ ,  ^^ ,  e^  des  Massenmittelpunktes  in  Bezug  auf  das  Beschleunigungs- 
centrum und  mithin  auch  die  Coordinaten  —  rCj ,  —  y^ ,  —  z^  des  Beschleu- 
nigungscentrums in  Bezug  auf  /S,  sowie  der  Grössen  o',  i/;  und  der  Lage 
der  dortigen  a;-Axe  gegen  die  jetzige  mit  Hülfe  eines  Winkels  X  zu  be- 
stimmen. Man  wird  nämlich  A^  D,  E^  F  durch  l  und  die  entsprechenden 
Grössen  für  die  neuen  Axen  ausdrücken  und  X^^),  Jl£^^^  durch  die  Com- 
ponenten von  G^^^  parallel  diesen  Axen  darstellen. 

Ist  jR(i>  =  0,  also  X<*)  =  r<^)  =  Z(^)  =  0,  so  verschwinden  x,  y,  z^ 
d.  h.  verschwindet  die  Resultante  der  Kräftereduction,  so  fällt 
der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  mit  dem  Massenmittel- 
punkte zusammen,  d.  h.  ein  Paar  6r(^^  ertheilt  dem  System  Be- 
schleunigung um  den  Massenmittelpunkt. 

Ist  G^(^)  =  0,  so  erlangen  alle  Systempunkte  geometrisch  gleiche  Be- 
schleunigungen 22^^) :  M. 

Sind  JR^'\  G^^^  Null,  so  bleiben  die  Resultante  R  und  das  Axen- 
moment G  der  Momentankräfte  ungeändert  nach  Grösse  und  Richtung. 

§.  10.  Die  bisherigen  Reductionen  der  Kräfte  geben  uns  eine  deut- 
liche Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewegung  des  Systems,  liefern  aber 
vermöge  der  speciellen  Wahl  der  Coordinatenaxen,  welche  nicht  unabhängig 
von  dem  Beschleunigungszustande  gewählt  sind,  unsymmetrische  Formeln. 
Um  die  Darstellungsweise  symmetrisch  zu  gestalten  und  insbesondere  die 
Componenten  des  resultirenden  Paares  in  einer  für  die  Rechnung  zweck- 
massigeren   Gestalt  zu   erhalten,  wählen  wir  drei    beliebige   rechtwinklige 
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Coordinatenaxen  des  Massenmittelpunktes  S^  welche  im  System  fest  und 
mit  ihm  beweglich  sind.  Indem  wir  die  Elementarbewegung  des  Systems 
zur  Zeit  t  auflösen  in  eine  Translation,  welche  durch  die  Bewegung  des 
Massenmittelpunktes  S  angegeben  wird  und  eine  Rotation  um  die  durch 
diesen  Punkt  7.ur  Momentanaxe  parallel  gelegte  Axe  q  (s.  B.  I,  S.  284)  und 
dasselbe  zur  Zeit  t  -{-  dt  gleichfalls  ausführen,  zerfällt  der  Beschleunigungs- 
zustand  des  Systems  in  eine  allen  Punkten  gemeinsame  Beschleunigung, 
gleich  der  Beschleunigung  des  Punktes  S^  die  Centripetalbeschleunigung 
nach  Cj  hingehend  und  die  von  der  Winkelbeschleunigung  um  eine  zur  Axe 
der  Winkelbeschleunigung  parallele  Axe  7^^  des  Punktes  S.  Die  lleduction 
der  Erftfte  für  S  liefert,  wie  bisher  eine  Resultante  R^^^  an  S  gleich  dem 
Produkt  der  Masse  des  Systems  und  der  Beschleunigung  von  S,  indem  die 
Ton  den  Centripetal-  und  Winkelbeschleunigungskrftften  herrührenden  Be- 
standtheile  der  Reductionsresultanten  yeimöge  der  Eigenschaften  £mx  =  0 , 
£iny  =  0,  \Smz  =.  0  verschwinden.  Die  Componenten  der  centripetalen 
Beschlennigung  des  Systempunktes  (xye)  sind  nach  B.  1,  S.  494 

War  (^G>ar  +  3/G>y  +  ^fi>j)  —  W*^» 
Wy  (xG}x  +  yWy  +  ZG),)  —  W^, 
CO.  (pCCÜjc  +  .yCOy  +  ^^s)  ^^^ 

nnd   ebenso   sind  die  von  der  Winkelbeschleunigung   herrührenden  Compo- 

d(Ox     dtOy     doig 
nenten,  wenn  für  a^y  or «,  «.-  ihre  Werthe  -— - ,    -— p ,  — —  eingesetzt  werden 

dt       dt       dt 

d(o«  doDt        dtOg  d(Ox        dwx  dcou 

dt  dt  ^'     dt  dt     *     dt  ^        dt 

Die  Componenten  der  Kraft,  welche  dem  Punkte  diese  Beschleuniguugs- 
componenten  ertheilt,  sind  daher 

Y  =  m  j^cöy  {x(Ox  +  ya^  +  zco,)  —  a^y  +  {^-^  ^~~^  ^)\  ' 

Zm  ==   l^w,  {xG)x  +  y(Oy  +  ^Wc)  —  (ö^xr  +  (^^-'  y  —  ^  J^^^jJ  • 

• 

Ihre  Summen,  über  das  System  erstreckt,  verschwinden;  dagegen  liefern 
sie  die  Paare  yZ  —  zY,  zX  —  xZ,  xY  —  yX,  welche  gleichfalls  durch 
das  ganze  System  hindurch  zu  summiren  sind.  Bilden  wir  zunächst  die 
Bestandtheile,  welche  von  der  Winkelbelschleunigung  herrühren.  Sie  liefern 
in  die  Summe  £{yZ  —  zT)  die  Glieder 

—  2:m  (y*  +  ,»)  -  ^f  Smxy  -  -  ^  Sn^zx, 

flkSSLba  iy**fc— ilfc-    TT-  9A 
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welche  mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnungsweise 

Zm{y^  +  ^)  +  Ä,     2:m(;^  +  rc«)  =  jB,     £m{a?  +  y^  =  C, 
Smyz  =  2),  Smzx  =  E,  Zmxy  =  F 

in  der  Form 

dt  dt  dt 

geschrieben  werden  können.  Ebenso  enthalten  die  Summen  £(jsX  —  xZ) 
und  £(xY —  yX)  von  Seiten  der  Winkelbeschleunigung  die  Bestandtheile 

d(Or  dcOu  dtüT  dcO'T  dou    .        dcjm 

—  F — ^  +  B^^^—D^-^  und  —  E~^  — B^^  +  C—^- 
dt  ^       dt  dt  dt  dt  ^       dt 

Die  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  mit  den  Ausdrücken  Cap.  I,  S.  366  zeigt 
aber,  dass  diese  Grössen  die  Differentialquotienten  der  Componenten  des 
resultirenden  Paares  G  der  Momentankräfte  nach  der  Zeit  sind,  nämlich: 


—  F 


dt 

JC 

dt 

J!j 

dt 

dt 

d(Ox 
dt 

+ 

B 

dOy 

dt 



D 

dODz 

dt 

— 

dGy 

dt 

icox 
dt 

— 

D 

d(Oy 
dt 

+ 

c 

dcog 
dt 

dG, 
dt 

—  E 


Für  die  Bestandtheile,  welche  die  Centripetalkräfte  in  jene  Summen  liefern, 
erhalten  wir,  wenn  wir  resp.  mcoy  •  rc*,  wco,  •  y*,  moDx  '  ^^  im  Minuend  und 
Subtrahend  addiren  und  subtrahiren,  z.  B.  für  die  erste  Summe: 


G). 


[ —  War  •  Zmzx  —  (OySmyz  +  (OzSm  {oi?  +  2^0] » 


—  (ö,  [—  (üx  •  Zmxy  +  o>yZm  (z^  +  x^)  —  w^-^^my^er], 
=  coy  [ —  E(Ox  —  D(Oy  +  ^wj, 

(Og  [ FfOx   +  Bo}y   +  ^^»  ]  =  O^yGg  —  (ÜgGy. 

Ebenso  ftlr  die  beiden  anderen  Summen  cOzCrx  —  ^xG,^  <OxGy  —  cDyGx» 
Fügen  wir  alle  Theile  zusammen,  so  ergeben  sich  die  Componenten  G^^\ 
G^^\  G^O)  des  resultirenden  Paares  G^^^  für  den  Massenmittelpunkt 


dt  ^ 

G)y     (Oj 

Gy       Gg 

QU)      ^^y   I 
y         dt  ^ 

Cd«    (JDx 

Gg  Gx 

aw      -  ^^  4- 
dt  ~ 

Oix       (Oy 

Gx     Gy 

Wählt  man  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  zu  Coordinaten- 
axen,  so  werden  die  Componenten  des  Paares  G  der  Momentankräfte 
Gx  =  AcDx^  Gy  =^  BcDyy  Gz  =  CfOa  rCap.  I,  §.  9),   oder,  indem  wir  nach 
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der  üblichen  BezeichnungBweise  cdx  =i?,  «y  =  ff,  co,  =  r  ßetzen,  Gx=Ap^ 
Gy  ^=  Bq^  Gt  =^  Cr  und  nehmen  die  Componenten  des  resultirenden  Paares 
der  continnirlichen  Krftfte  die  Forfti  an: 

G(»^B^^  +  rp{A-C), 

welche  Form  zuerst  von  Euler  gegeben  wurde. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,   den  Inhalt  und  die  Bildungsweise  der  Aus- 
drücke für  G^^\  G^^\  G^^^  genau  zu  kennen.    Die  Bedeutung  der  drei  ersten" 

Glieder   -— ^  ,  -— ^ ,   -— ^ ,  welche  von  der  Winkelbeschleunigung  herrühren, 
dt        dt        dt 

ist  sehr  einfach.  Construirt  man  im  Reductionspunkt  das  resultirende  Axen- 
moment  G  der  Momentankräfte,  so  sind  Gx^  Gy,  Gg  die  Coordinaten  vom 
Endpunkte  der  Strecke,  welche  dies  Moment  in  Bezug  auf  die  beweg- 
lichen Axen  darstellt  Dasselbe  ändert  aber  mit  t  seine  Grösse  und  Lage  im 
System  und  es  stellen  die  drei  Differentialquotienten  die  relativen  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  des  Endpunktes  dieser  Strecke  dar.  Nicht  viel 
complicirter  ist  die  Bedeutung  der  drei  Glieder  (OyGg  —  co^G^y,  WgGx  —  Wx^*» 
^x^y  —  ^yG'x'  Zieht  man  nämlich  durch  den  Endpunkt  von  G  eine  Gerade 
parallel  der  Momentanaxe  imd  trägt  eine  Strecke  geometrisch  gleich  o)  auf 
ihr  und  die  entgegengesetzte,  —  co,  an  S  auf,  so  erhält  man  ein  Paar 
(o,  — 0)),  dessen  Moment  eine  Translationsgeschwindigkeit  darstellt,  nach 
derjenigen  Seite  der  Ebene  des  Paares  gerichtet,  von  welcher  aus  gesehen 
die  Stellung  der  Pfeilspitzen  mit  der  -ührzeigerbewegung  harmonirt.  Das 
Moment  desselben  ist  das  Produkt  (oK  aus  o  und  der  Projeetion  K  des 
Axenmomentes  G  auf  eine  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene.  Da  K  gleich 
dem  Abstände  des  Endpunktes  von  G  von  der  Momentanaxe  q  des  Ke- 
ductionspunktes  ist,  so  ist  aK  zugleich  die  Geschwindigkeit,  welche  der 
mit  dem  Endpunkte  von  G  zusammenfallende  Systempunkt  der  Winkel- 
geschwindigkeit Cd  um  q  verdankt.  Mit  Hülfe  der  Componenten  co^,  coy,  co^ 
von  CO  und  der  Coordinaten  Gx^  Gyy  G,  des  Endpunktes  von  G  erhält  man 
die  Componenten  dieser  Geschwindigkeit  oder  des  Axenmomentes  coX  in 
Bezug  auf  die  beweglichen  Axen  nach  B.  I,  S.  273,  nämlich 


CDy 

C9j 

61, 

«X 

G>jt 

COy     ' 

G, 

G, 

» 

G. 

Gx 

» 

Gx 

Gy 

Sie  stellen  die  zweiten  Glieder  in  den  obigen  Ausdrücken  für  G^(^\  G^^\  G^p 
dar.    Demnach  drücken  die  obigen  Gleichungen  Folgendes  aus: 
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Das  resultirende  Paar  der  continnirlichen  Kräfte ,  ent- 
sprechend  der  Kräftereduction  für  den  Massenmittelpunkt,  stellt 
die  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  vom  resultirenden  Axen- 
momente  djBr  Momentankräfte  dar,  wenn  dasselbe  im  Beduetions- 
punkte  construirt  wird  und  zwar  stellt  die  Componente,  welche 
von  der  Winkelbeschleunigung  veranlasst  wird,  die  relative 
Geschwindigkeit  dieses  Punktes  im  System,  die  Componente 
aber,  welche  von  den  Centripetalkräften  herrührt,  die  Geschwin- 
digkeit des  mit  diesem  Punkte  zusammenfallenden  Systempunk- 
tes dar. 

Auch  kann  man,  wenn  man  will,  bei  der  Bildung  der  drei  obigen 
Gleichungen  von  dem  eben  verfolgten  Gesichtspunkte  ausgehen,  gleich  ein- 
fach für  die  allgemeine,  als  für  die  Euler' sehe  Form.  Da  nämlich  G^^^dt 
das  geometrische  Differential  von  G  ist,  so  ist  G^^^  die  absolute  Geschwindig- 
keit des  Endpunktes  des  Axenmomentes  G,    Die  relativen  Coordinaten  des- 

dp 


selben  sind   nun   für    die    Hauptaxen   z.  B.  Äp^  Bq,  Cr,    mithin    Ä 


dt' 


B  —\    (7  —  die  Componenten  seiner  relativen  Geschwindigkeit.  Das  System 

besitzt  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  co  um  die  Momentanaxe  und  p,  q,  r 
sind  deren  Componenten.  Sie  ertheilen  mithin  dem  Systempunkte,  der  mit 
jenem  Endpunkte  zusammenfällt,  die  Geschwindigkeitscomponenten 


q      r 
Bq    Cr 

=  qr(C-B), 

r      p 
Cr  Äp 

'^^rpiA^  C), 

p       q 
Äp  Bq 

=  pq{B--Ä) 

Demnach  sind 

A^  +  qr(C-B),    Bf^-\-rp{A-C),    C^^^-j-pq^B -A) 

die  Componenten  G^^\  ^l}\  ^i*^  ^^r  absoluten  Geschwindigkeit. 

Saint-Guilhem,  dessen  Abbandlungen  [Nouvelle  eUide  sur  la  tlUorie  des 
forces  in  Liouville,  Joum.  de  Math^m.  T.  XVI  (1861),  p.  347  und  Nouvelle 
determination  synthetique  du  mouvement  d*un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe, 
Liouville,  Jonrn.  T.  XIX  (1854),  p.  356]  diese  Betrachtungen  zu  Grunde  liegen, 
gibt  noch  folgende  Methode  an,  um  zu  demselben  Resultate  zu  gelangen.  Man 
denke  sich  durch  den  Reductionspnokt  drei  Coordinatenaxen  der  x\  y,  z  von 
fester  Richtung.  Durch  die  Rotation  des  Systems  um  die  Momentanaxe  erlangt 
nun  dasselbe  gegen  diese  Axen  zur  Zeit  ^  -|~  ^^  dieselbe  Lage,  die  es  gegen  sie 
einnehmen  würde,  wenn  es  nicht  rotirte,  dagegen  jene  Axen  sich  um  die  Momentan- 
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aze  in  entgegengesetztem  Sinne  um  denselben  unendlicb  kleinen  Winkel  gedreht 
hätten.  Nimmt  man  nun  auf  einer  dieser  drei  Axen,  z.  B.  auf  der  Axe  der  x\ 
einen  Punkt  m  an  und  bezeichnet  mit  £,  17,  £;  seine  Goordinaten  bezüglich  der 
Axen  der  x^  y,  z,  so  sind  —  (w^f  —  oa^rj),  —  (mj  —  w^ö,  —  {(o^ri  —  o^g)  seine 

Oeschwindigkeitscomponenten  und  da  dieselben  auch  durch  37 1  zn  1  ji  äargestellt 
werden,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

Nun  seien  a,  a ,  a"  die  Richtungscosinusse  der  Axe  der  x  mit  den  Axen  der  x, 
y,  z  und  G^',  G  »,  G^  die  Componenten  von  G  bezüglich  der  Axen  der  o;',  y',  /, 

sodass  z.  B. 
und  folglich 


dG>  dG^  dG^,  dG^  da  da  da' 

.  __*  «  a -  4-  a  ^  4-  a    -  4-  G  4-  G   —  4-  ö^  — - 

dt         ^  dt    ^        dt    ^        dt   ^^  dt^  ^y  dt  ^  ^*  dt 

wird.  Nimmt  man  nun  m  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  vom  Reductions- 
punkte  an,  so  werden  5  =»  a,  »2  =  « i  f  =»  «"»  also  nach  den  obigen  Formeln: 

da  ,  „da  ,  da  , 

Da  man  aber  über  die  Wahl  der  Axen  x^  y\  z  beliebig  verfügen  kanu,  so  lassen 
wir  die  Axe  der  x'  mit  der  Axe  der  x  zusammenfallen,  wodurch  a  =>  1,  a'  =  a"  =  0 

und  folglich  -^-  =  0,  -,t  =*  —  «>.  1     -^r*  =  ^.,  wird.    Hiermit  erhält  man 
**         dt  dt  *        dt  y 

dG^       dG^ 

s=s JL,  flu  Q    —  at  G  , 

dt         dt    ^"^y^'      ""^^y 

dG^' 
Es  ist  aber  —7—-    die   Geschwindigkeitscomponente    des    Punktes   G^',   (r  »,   G^> 

parallel  den  festen  Axen,  d.  h.  die  absolute  Geschwindigkeitscomponente  des 
Punktes,  welcher  im  System  die  Goordinaten  ö^,  G  ,  6r,  besitzt,  d.  h.  des  End- 
punktes von  G  und  diese  ist  zugleich  G^^K    Daher  folgt 


X 

dG 
i''  =-  -^  +  to  G.  —  <o  G 


QÜ)  "-« 


dt    *     y  '       '  y 

Aehnlich  für  die  anderen  Gomponenten. 

§.  11.  Die  Reduction  der  Kräfte,  wie  wir  sie  §.  10  aufgestellt  haben, 
gibt  anmittelbar  die  sogenannten  Differentialgleichuiigen  der  Bewegung  des 
unveränderlichen  Systems.  Sind  in  Bezug  auf  ein  festes  Coordinatensystem 
der  Xy  y,  0  die  Goordinaten  des  Massenmittelpunktes  S  zur  Zeit  t  gleich 

d^Xt     ^Vi     d^z* 
a?i,  ^1,  jE*!,   so   sind    -jjr^  liW^   lü^    ^®    Componenten    seiner    Beschleu- 
nigung.   Sind  daher  ZX^  £Y^  SZ  die  Componenten  der  Keduciionsresul- 
tanten  B^^^  der  gegebenen  Kräfte  für  /S',  so  bestehen  die  Gleichungen: 

dPxt  ä^Vi  d^Zt 

M^^i:x,     m-^^:ey,     m^^hz. 
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Hierzu  treten  die  Euler'schen  Gleichungen 

Ä^  +  (B-Ä)pq  =  G^^\ 

welche  sich  auf  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  beziehen.  Diese 
sechs  Gleichungen  stellen  die  Aequivalenz  des  gegebenen  Kräftesystems 
mit  dem  aus  dem  Beschleunigungszustande  entwickelten  System  der  Kräfte 
m(p  dar.  Sie  können  daher  in  gewissem  Sinne  auch  als  eine  Darstellung 
des  Beschleunigungszustandes  angesehen  werden.  Ist  das  Kräfbesystem  für 
alle  Zeiten  gegeben,  so  gelangt  man  durch  ihre  Integration  zur  Kenntniss 
des  Geschwindigkeitszustandes  und  des  Ortes  des  Systems  für  jede  Zeit, 
sobald  noch  die  Lage  der  beweglichen  Hauptaxen  mit  Hülfe  der  Winkel 
(fy  if;,  O  (s.  B.  I,  S.  278)  gegen  das  feste  oder  auch  gegen  ein  in  Trans- 
lation begriffenes  Coordinatensystem  der  x^  y^  z  bestimmt  wird.  Zugleich 
sind  dann  die  Componenten  i?,  (7,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  co  durch  die 
B.  I,  S.  279  angegebenen  Formeln  auszudrücken: 

p  =        -j~-  cos  q>  -] — ~  sm  q>  sm  O, 
dt  dt 

q  = ;—  sm  op  H — j-  cos  w  sm  O, 

dt  dt 

dtp        dl/; 

Endlich  sind  ö^<»\  a^^\  G^^^  gleichfalls  durch  9,  t/;,  O  darzustellen.    Sobald 

dies  geschehen,  liefern  die  Euler'schen  Gleichungen  in  Verbindung  mit 
den  Ausdrücken  für  i?,  (?,  r  durch  eine  zweimalige  Integration  9,  t/;,  d 
und  j9,  q^  r  als  Functionen  der  Zeit  und  ebenso  geben  die  drei  ersten 
Gleichungen  die  Coordinaten  ar,  y,  5  und  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit des  Massenmittelpunktes.  Die  zwölf  Constanten,  welche  die  Integration 
der    sechs    Bewegungsgleichungen    einführt,    sind    durch    die    Werthe    von 

dw     dii)     dd'     dx.     dy.     dz.    ^     .         ,    .      „ 
'P,^,^;  ^uV^,  H:  ^,  -^,   ^;    ^,   -JJ,    -J  für  irgend  eme  Zeit  <„, 

d.  h.  durch  die  Stellung  des  Systems  und  die  Componenten  seiner  Trans- 
lations-  und  seiner  Winkelgeschwindigkeit  zu  dieser  Zeit  zu  bestimmen. 

§.  12.  Um  auf  reia  analytischem  Wege  zu  den  BewegungsglcichuDgen  zu  ge- 
langen, verfahrea  wir  folgendermassen : 

Da  die  Componenten  der  Besohl eunigong  <pi  des  Punktes  nu  (ov,  t/i,  ^erj) 
parallel  dreien  rechtwinkligen  Coordinatenaxen,  die  wir  im  Räume  fest  annehmen 
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wollen,    die    Werthe    -^,    -^,    -^^    aind,    so    stellen    ^-^^    ^  ~dt^' 

fit  -jj^  die  Componenten  der  Kraft  mipi  dar  und  liefern,  indem  wir  sie  für  den 

d^Xi 
Coordinatenurspmng  reduciren,  eine  Besultante  von  den  Componenten  Ztm  -ttt-i 

d     V'  d     Sm 

Zmi  -^~- ,    Zmi  -T-j-  und  ein  resultirendes  Paar  von  den  Componenten 

ZmL^^^z^^\       Zm(z'^-^-x^^)       Zmilx^-.r^''^) 

wobei  die  Summationen  über  alle  Punkte  des  Systems  zu  erstrecken  sind.  Sind 
andererseits  X*,  Yi^  Zi  die  Componenten  der  gegebenen,  am  Punkte  (xiyiZi) 
angreifenden  Kraft  P>,  so  liefert  die  Reduction  dieser  Kräfte,  die  sich  an  irgend 
welchen  Punkten  auch  auf  Null  reduciren  können,  ebenso  eine  Besultante  von  den 
Componenten  ZXi,  2Yi,  EZi  und  ein  resultirendes  Paar,  dessen  Componenten 

ZiyiZi-'  ZiYi),    2{ZiXfXiZi),    Z{xiYi-yiXi) 

sind.  Die  Aequivalenz  beiderlei  Kräfte,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Gleichgewicht, 
welches  zwischen  den  erstereiif  und  den  im  entgegengesetzten  Sinne  genommenen 
Klüften  der  zweiten  Art  bestehen  muss,  ergibt  daher  die  folgenden  sechs  Be- 
wegnngsgleichungen : 

^'"''  S^  =  •^^'  •    '^"••"  (s"  S"  -  *'  lä^  =  ^  ^'  ^'  -  '•  ^' )  • 

Sm  ^^^^l  -SYi,       S Mi  {zi  -^  -  xi -^l^ )  =  Z  {Zi  Xi  -  xi Zi ) , 

Zm,  '^^-'J  =.  EZi ,        Smi  (xi  ^if  -  y.-  ''J^' )  -  Z  (x.  Y.  -  y,  Xi ) . 

In  dieser  Form  sind  die  Bewegungsgleichungen  zur  Lösung  eines  Problems 
nicht  unmittelbar  zu  verwenden,  denn  sie  enthalten  die  Coordinaten  aller  System- 
punkte, während  die  Kenntniss  der  Bewegung  dreier  Systempnnkte  hinreicht,  um 
die  aller  übrigen  zu  bestimmen.  Sie  müssen  demnach  so  transformirt  werden, 
dass  blos  Bestimmungsstücke  der  Bewegung  dreier  Punkte  darin  vorkommen.  Als 
solche  Bestimmungselemente  können  die  Coordinaten  solcher  drei  Punkte  gelten. 
Deren  sind  neun.  Da  aber  die  drei  Punkte  unveränderliche  Abstände  behalten, 
welches  durch  drei  Bedingungsgleichnngen  ausgedrückt  wird,  so  bleiben  blos  sech^ 
jener  Coordinaten  als  erforderlich  übrig  und  zu  ihrer  Bestimmung  reichen  die 
sechs  Bewegungsgleich angen  hin.  Die  drei  Punkte  sind  beliebig  wählbar.  Ver- 
möge seiner  ausgezeichneten  Eigenschaften  empfiehlt  sich  für  den  einen  vor  allen 
der  Massenmittelpunkt  S.  In  der  That  lassen  sich  mit  Hülfe  derselben  die  drei 
ersten  Gleichungen  sofort  so  umschreiben,  dass  in  ihnen  seine  Coordinaten  or^,  i/^,  z^ 
allein  vorkommen.  Setzen  wir  nämlich  xi  =»  x^^  -\-  Ji ,  yi  =■  y^  -{-  j^i  ^  zi  =  jj  -f-  t«  > 
sodass  £t  •  rii ,  ii  die  Coordinaten  des  Systempunktes  xi ,  yi ,  zi  in  Bezug  auf  ein 
dem  festen  Coordinatensystem  paralleles  bewegliches  Coordinatensjstem  sind, 
dessen  Urdprung  im  Massenmittelpunkte  {x^ ,  y^ ,  z^)  liegt,  so  wird 

fl*  fp  •  Ol  ^  d  d  JC 

Smi  -^^:  -  Zmi  ^,'  +  ^^-,  Zrrn  li  =  M  ^ , 
Zm,^  =  Mj;.,       2mi-^^,  =^ä*" 
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da  Znii^i  z=  Smirji^»  £miti  ==  0  ist.  Man  erhält  demnach  an  die  Stelle  der 
drei  ersten  BeiBvegungsgleichungen  die  folgenden: 

^S?=^^''  ^?^=^^''  ^S=^^'' 

welche  die  Beschleunigungscomponenten  des  Massenmittelponktes  gleich  ZXuM^ 
Z  Yi :  M,  EZi :  M  geben  und  darch  ihre  Integration  die  Bewegung  dieses  Punktes 
bestimmen.  Diese  Gleichungen  sind  die  eines  Punktes  von  der  Masse  If ,  an 
welchem  die  Ki^te  ZXi,  ^Yi^  ZZi  angreifen.  Man  drückt  dies  gewöhnlich 
so  aus: 

Der  Massenmittelpunkt  des  Systems  bewegt  sich  so,  als  ob  alle 
Kräfte  des  gegebenen  Eräftesystems  mit  denselben  Intensitäten  und 
nach  denselben  Richtungen  an  ihm  angriffen. 

Legen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  S  zwei  zu  einander  senkrechte  Axen, 
welche  dem  beweglichen  Systeme  angehören  und  wählen  wir  auf  diesen  in  der 
Einheit  der  Entfernung  von  S  jene  beiden  noch  übrigen  Punkte.  Sind  a,  hy  c; 
d ,  b\  c  die  Richtungscosinusse  dieser  beiden  Axen  gegen  die  Axen  der  £,  17,  ( 
oder  der  x,  y,  s^  so  stellen  diese  Grössen  zugleich  die  Coordinaten  |,  17,  i;  der 
beiden  Punkte  dar.  Grösserer  Symmetrie  der  Formeln  wegen  nimmt  man  noch 
die  dritte,  zu  jenen  senkrechte  Axe  hinzu  und  bezeichnet  ihre  RichtnngscosinoBse 
mit  a\  b'\  c\  Zur  Wahl  dieser  drei,  dem  System  angehörigen  Axen  empfehlen 
sich  ihrer  ausgezeichneten  Eigenschaften  hinsichtlich  der  Kräftereduction  wegen 
die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes,  deren  wir  uns  daher  im  Folgenden  fort- 
während bedienen  werden- 

Führen  wir  zunächst  die  Substitution  Xi  =  «i  + 1» ,  yt  =  J/i  +  i?i ,  ^1  =  ^i  +  Si 
in  deu  drei  letzten  Gleichungen  aus,  so  wird  z.  B.  die  linke  Seite  der  ersten 
von  ihnen: 

und  die  rechte  Seite: 

Z  {yiZi  -  Zi  Yi)  ^Z{TiiZi  -  ii  Yi)  +  y.ZZi  -  z.ZYi. 

Wenn  man  aber  die  bereits  transformirten  drei  ersten  Gleichungen  benutzt  und 
die  Rechnung  vollständig  durchführt,  so  fallen  x^ ,  f/j ,  z^  heraus  und  nehmen  die 
drei  letzten  Bewegungsgleichungen  die  Form  an : 

S mi  [ii  ^  -  l<  '^D  =  2: di  Xi  -  {<  Zi ) , 

2  mi  (s.-  ^^•-  -  r,i  -^1,-)  =  £  ({.•  r.-  -  I,.-  Xi ) . 

Um  nun  die  Grössen  a,  5,  c;  a,  5',  c  ;  a",  6',  c"  in  diese  Gleichungen  ein- 
zuführen, nehmen  wir  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  als  Coordinaten- 
axen  der  x,  y,  z',  sodass  die  Coordinaten  £« ,  rii ,  ii  durch  x'. ,  y. ,  /^  mit  Hülfe 
der  Formeln  ausgedrückt  werden: 

f.  =  ex;  +  cy;  +  c'ä^ 
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worin  o^ ,  j^. ,  z\  die  Lage  des  Punktes  im  System  gegen  die  Hauptaxen  festsetzen 

nnd  von  der  Zeit  unabhängig  sind.  Die  linken  Seiten  der  zu  transformirenden 
Gleichungen  sind  nun  die  Derivirten  der  Componenten  des  resultirenden  Paares 
der  Momentankräfte,  nämlich  yon 

sodass  zunächst  diese  Ausdrücke  umzugestalten  sind.  Nun  liefert  die  Differentiation 
der  Torstehenden  Formeln: 

dt  ""  '^»  dt  ■*■  ^'  dt  ■*■  «•  "dT' 


tt 


dj]i         ,  db  ^^    ,  AI)   _,     ,  <lb' 
"dT  °°"  *•  rf7  +  ^-  "dl  +  ^  "rfF* 

dh  ,  de    .        de     .     ,  de" 

U  ^  ^»  dt  "^  y'i  dt   "^  ^'  "57' 

worin  aber  die  Differentialquotienten  der  H-ichtungscosinusse  durch  die  Compo- 
nenten Pf  q,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  den  Hauptaxen  auszudrücken 
sind  mit  Hülfe  der  Formeln  (B.  I,  S.  278) 

da         ,  '        „         da  „  da  , 

—  =^ar-aq,     —  =  a  j)  -  or,      -^  ^  aq  -  a  p  , 

db       w         w/         db'       ,„         ,  db"       ,  ,, 

_  =  6r-6g,      —^bp-br,      —  =  bq-bp, 

de         ,  „         de  „  de'  , 

—  =  cr-cq,      -^j  =  cp-cr,      -^  =  cq-ep. 

Sabstitnirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Derivirten  von  £/,  77»,  ii^  bildet  hierauf 
die  Grössen  Zmi  yii  -7^  —  f;  -rr)  u.  b.  w.  und  berücksichtigt  die  Eigenschaften 
Zm.af^y'.  =  0,    Zm.y'.z.  ==  0,    Zm^z'.x'^  =  0  der  Hauptaxen,  so  kommt  z.  B. 

Zmi  [rii^  -  Si  ^)  »  [(be  -  b'e)  r  -  {be"  -  b"e)  q\  Sm.a/.^ 

+  [{b'e'  -  6"c ) p  -  {b'e  -bc)  r]  Zm.y\^ , 
+  [{b"c  -  bc")  q  -  (b"c'  -  b'c")p]  Zm.z'^, 
welcher  Ausdruck  aber  mit  Hülfe  der  Kelationen  (B.  I,  S.  271) 

c    —  ö  c  =^  Oy      ca    —  c  a  =  ö,      ab    —  a  b  =^  Cj 
c  —  be    =a,      e  a  —  ea    —  0,      a   b  —  ab    ==c, 

6»  X.f  ff  t  f  mfl  ,   /  /    ••  H 

c    —  0  e  =^  a  t     ca    —  c  a  =^  b  ^     ab    —  ab  ='  c 

übergeht  in 

Zmi  {ni^  >-  ii  ^  =  {aq  +  a"r)  Zm,^^  +  (aV  +  ap)  Em,y^ 

+  («!>  +  «2)  Em.f^^, 
oder  mit  Hülfe  der  üblichen  Bezeichnung  der  Hauptträgheitsmomento 

2^^i^'^^^i^--A,  2:111. (.^;»  +  ^;.«)  =  jB,  2;,/.. (x;.»  +  y;.»)  =  c, 

und  den  daraus  folgenden  Relationen: 

nebft  den  beiden  analogen  Aasdrücken  die  Form  annimmt: 


\ 
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^^i{vi^  -  Si  ^)  =^Apa  +  Bqa'  +  Crd\ 

^^{i^Yf  "  *•  S)  =  ^^^  +  ^«^'  +  ^^^''' 

2mi  (ii  ^^jji^^  ^Apc  +  Bqc'  +  Crc\ 

Man  erkennt  in  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Projectionen  der  Com- 
ponenten  Äp^  Bq^  Cr  des  resnltirenden  Paares  G  der  Momentankräfte  auf  die  Azen 
der  x\  y\  z.  Mit  Hülfe  der  Derivirten  dieser  Aosdrficke  erhalten  wir  daher  f5r 
die  drei  letzten  Bewegnngsgleichungen  zunächst: 

•  ^  {Apa  +  Bqa  +  Cra)  «  Z  {raZi  -  &•  Yi), 
A  (^Apb  +  Bqb'  +  Crh")  =^Z(£iXi  -  iiZi), 

^{Apc  +  Bqc  +  qrc)  =  2;  (|i  Yi  -  ij.X,). 

Vollzieht  man  die  Differentiationen  und  combinirt  die  sich  so  ergebenden  Glei- 
chungen, indem  man  sie  der  Reihe  nach  mit  a,  6,  c;  a,  6',  c';  a",  6",  c'  multi- 
plicirt  und  addirt,  dabei  aber  die  Relationen  a*+&'+c*=l,  aa+&6'+cc'  =  0,... 

da    ,  ^  dh'    .      de  da",  .  dV    ,       de" 

.        "  di+^^  +  'dt^-"'    "-dT  +  ^^  +  ^dT  =  «•••• 

(B.  I,  S.  273)  berücksichtigt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  ent- 
stehenden rechten  Seiten  der  neuen  Gleichungsformen  die  Componenten  des  resul- 
tirenden  Paares  der  continuirlichen  Kräfte  bezüglich  der  Hauptaxen  sind,  die  wir 

früher  <?<?>,  G^,  G^  nannten: 

Ä^  +  (C-B)qr^GW, 


B 


dq 
d 


^  +  (^-C)rp -(?<,", 


Dies  sind  aber  die  Euler 'sehen  Gleichungen,  wie  S.  403. 

§.  13.  An  die  Reduction  der  continuirlichen  Kräfte  schliessen  wir 
einige  Sätze  an  über  den  Zusammenhang  dieser  Kräfte  mit  den  Momentan- 
kräften. 

1.  Das  System  der  Kräfte  m^,  welche  den  Systempunkten  M  ihre 
Beschleunigungen  (p  zu  verleihen  vermögen,  ist  äquivalent  dem  System  der 
Kräfte  P,  welche  am  Punktsystem  angreifen.  Reduciren  wir  daher  beide 
Kräftesysteme  für  denselben  Punkt  0,  so  stimmen  die  Reductionsresultanten 
und  die  resultirenden  Axenmomente  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  über- 
ein und  haben  mithin  auch  gleiche  Componenten  oder  Projectionen  in 
Bezug  auf  irgend  welche  Axen.  Projiciren  wir  zunächst  die  Reductions- 
resultanten auf  irgend  eine  Aze  x^  so  erbalten  wir,  da  ihre  Projectionen 


iy.Th.,Cap.II,  §.13.  Sätze  üb.  d.  Zasammenliang  d.  contin.  Kräfte  m.  d.  Momentankr.  41 1 


X9 


die  Projectionssummen  ihrer  Componenten  sind^  die  Gleichung  Smq>x  <=»  SP^ 

dv 
wo  der  Index  x  die  Projection  bezeichnet.    Es  ist  aber  q>x  =  -77 ,    mithin 

dt 

erhält  man  weiter: 

d'  £(mv:g)  =  £Pxdt 

nnd  indem  man  diese  Gleichung  über   ein  beliebiges  Zeitintervall   t  —  (q 

integrirt: 

t 

Smv  X  —  2:  {mv:t)  =  2  1  P^^dt. 

0  t/ 

Es   stellt  hierin  aber  ZmVx  die  Projection  der  Eeductionsresultanten   der 

Momentankräfte   auf  die  Axe  x  zur  Zeit  t  und  £  {mvx)  dieselbe  Grösse 

0 

fUr  die  Zeit  t^  dar  und  ist  Pxdt  der  Elementarantrieb   der  Projection  der 
Kraft  P  (vgl.  S.  12).    Daher: 

Die  Aenderangy  welche  die  Projection  der  Resultanten  der 
Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axe  im  Laufe  der  Bewegung 
während  irgend  eines  Zeitintervalles  erleidet,  ist  gleich  dem 
Totalantrieb  aller  auf  diese  Axe  projicirten  Kräfte  während 
derselben  Zeit. 

Man  kann  das  System  selbst  auf  die  Axe  projicirt  denken,  jedem  Pro- 
jectionspunkte  die  Masse  des  Hauptpunktes  beilegen  und  den  Satz  als  einen 
Satz  für  das  lineare  veränderliche  System,  welches  die  Projection  des  ge- 
gebenen ist,  auffassen.  Die  Gleichung  d  •  £mvx  ■=  2 Pxdt  sagt  im  Grunde 
nichts  weiter  aus,  als  dass  [dRx]  =  [R^^^dt],  wenn  B,  JP*^  die  Resultanten 
der  Momentankräfte  und  der  continuirlichen  Kräfte  sind. 

Ist  ZPx  =  0,  so  bleibt  Zmvx  constant,  d.  h.: 

Wird  das  System  nicht  von  continuirlichen  Kräften  oder 
nur  von  Paaren  afficirt,  so  bleibt  während  der  Bewegung  des- 
selben die  Projection  der  Resultanten  aller  Momentankräfte  auf 
eine  beliebige  Axe  und  mithin  diese  Resultante  selbst  constant 
Dach  Grösse  und  Richtung. 

2.  Projiciren  wir  das  resultirende  Axenmoment  der  Kräfte  m(p  und 
das  der  Kräfte  P  auf  die  Axe  x.  Wir  erhalten  die  Projeetionen  dieser 
Grössen,  indem  wir  m<p  und  P  auf  eine  Ebene  senkrecht  zu  x  projiciren 
und  die  Momente  ihrer  Projeetionen  für  den  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit 
der  Axe  x  nehmen.  Sind  9)^,  Q\  IS^  q  die  Projeetionen  von  q>  und  P  und 
ihre  Abstände  von  der  Axe  ic,  so  besteht  demnach  die  (j[\Q\Qh\mg2hn(p{ü5=ZQq. 
Nun  ist  aber  nach  B.  I,  S.  330,  wenn  v^p^  das  Moment  der  Geschwindig- 
keit ist,  — — ^  =^^7ar.    Daher  erhält  man: 

d  •  Smvy^p^  «=  ZQqdt 


\ 
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und  folglich  durch  Integration: 

t 

0  J 

•o 

Hierin  stellt  mv^pj^  das  Axenmoment  der  Momentankraft  mv^  und  folglich  ^ 
Smvj^Pi  die  Projection  des  resultirenden  Axenmomentes  der  Momentan-  — 
kräfte  auf  die  Axe  x  dar.    Daher: 

Die    Aenderung,    welche    die    Projection    des    resultirenden      j 
Axenmomentes  der  Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axe  im  Laufe 
der  Bewegung  des  Systems  während  irgend  eines  Zeitintervalles 
erleidet,  ist  gleich  der  Summe  der  Momente  aller  Eraftantriebe 
in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  während  derselben  Zeit. 

Man  kann  diesen  Satz  als  einen  Satz  über  die  Projection  des  Systems 
auf  die  zur  Axe  x  senkrechte  Ebene  auffassen,  wenn  man  den  Projections- 
p unkten  die  Masse  der  Hauptpunkte  beilegt.  Das  Projectionssystem  ist 
während  der  Bewegung  veränderlich.  Die  zu  Grunde  liegende  Gleichung 
sagt  nichts  weiter  aus,  als  dass  [dGx]  =  [O^^^dij^  wenn  G  und  G^^^  die 
resultirenden  Axenmomente  der  Momentankräfte  und  der  continuirlichen 
Kräfte  für  den  Punkt  0  bedeuten.  Ist  2;§g  =  G^(f)  =  0,  so  bleibt 
ZmviPj^  =  Gx  constant  für  alle  Axen. 

3.  Man  kann  den  vorigen  Satz  etwas  anders  formuliren.  Zu  dem  Ende 
ziehen  wir  vom  Reductionspunkte  0  aus  nach  allen  Systempunkten  M  die 
Radienvectoren  OM  und  betrachten  die  Elementarsectoren  OMM  =  dSy 
welche  sie  im  Zeitelemente  dt  durchstreifen.  Da  die  Projection  des  Bogen- 
dementes  MM'  gleich  v^dt  ist,  so  stellt  ^v^dt'p^  den  Inhalt  der  Pro- 
jection dSx  von  dS  'auf  die  zu  x   senkrechte   Ebene   dar   und   ist   mithin 

t;^^^  =         ^.    Hiermit  erhält  man  die  Ausdrücke  in  2.  unter  der  Form: 


^'«^'=i^«2  =  iöi". 


0  ^ 


d.  h.:  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  0  nach  allen  Punkten 
des  in  Bewegung  begriffenen  Systems  Radienvectoren  und  pro- 
jicirt  das  System  sammt  ihnen  auf  eine  Ebene,  so  ist  die  Summe 
der  Produkte  aus  den  Sectorenbeschleunigungen  der  projicirten 
Radienvectoren  und  den  Massen  der  Systerapunkte,  auf  welche 
sich  letztere  beziehen,  gleich  dem  halben  resultirenden  Axen- 
momente aller  Kräfte  für  den  Punkt  0  als  Reductionspunkt, 
projicirt   auf   die 'zur   Ebene   senkrechte   Axe.    Die  Aenderung, 
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welche  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Massen  und  den  See- 
torengeschwindigkeiten  der  projicirten  Radienvectoren  im  Laufe 
irgend  einer  Zeit  erleidet,  ist  die  halbe  Aenderung  der  Projection 
des  resultirenden  Axenmomentes  der  Momentankräfte  auf  die- 
selbe Axe,  über  denselben  Zeitraum  erstreckt. 

dSx 
Ist  insbesondere  G^^^  =  0,  so  bleibt  die  Grösse  Um  --—  constant  und 

*  dt 

wird  UmSx  der  Zeit  proportional.    Also: 

Ist  die  Projection  des  resultirenden  Axenmomentes  für  einen 
Beductionspunkt  0  auf  eine  Axe  während  der  Bewegung  Null, 
so  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Massen  der  System- 
punkte und  den  Sectoren,  welche  die  Projectionen  der  von  0 
nach  ihnen  gezogenen  Radienvectoren  auf  eine  zur  Axe  senk- 
rechte Ebene  während  irgend  einer  Zeit  beschreiben,  dieser 
Zeit  proportional.  (Princip  der  Flächen  für  die  zur  Axe  senk- 
rechte Ebene.) 

4.  Ist  ö^^^  =  0,  also  G^^"^  für  jede  Axe  Null,  d.  h.  reduciren  sich 
die  Kräfte  des  Systems  auf  eine  blose  Resultante  R^^\  so  gilt  der  vor- 
stehende Satz  für  alle  Ebenen.  Ist  aber  G^^^  =  0,  so  bleibt  das  resul- 
iirende  Paar  G  der  Momentankräfte  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  un- 
veränderlich   und    gilt   dasselbe   für   seine   Projection   G^   auf  irgend  eine 

Axe.     Da   nun    Zm--^  =  ^Umv^p^  =  I.  G^x  ^    also    in     diesem     Falle 

dt 

£mSx  —  Z  (wiSSrJ  =  JSm  {8^  —  Ä^)  =  ^  G^  (t  —  t^),  so  wird  die  Summe 
der  mit  den  Massen  multiplicirten  Sectoren  mit  Gx  gleichzeitig  ein  Maxi- 
mum. Der  grösste  Werth,  den  Gx  annehmen  kann,  ist  aber  G  selbst. 
Daher: 

Wenn  die  Kräfte  des  Systems  sich  auf  eine  blose  Resul- 
tante R^^^  reduciren,  so  gilt  das  Princip  der  Flächen  für  alle 
Ebenen  des  Raumes.  Für  die  zur  Axe  des  resultirenden  Paares 
der  Momentankräfte  senkrechte  Ebene  ist  die  Summe  der  mit 
den  Massen  multiplicirten  Sectoren  ein  Maximum.  Diese  Ebene, 
welche  sich  während  der  Bewegung  des  Systems  fortwährend  parallel  bleibt, 
heisst  die  invariabele  Ebene  des  Systems. 

5.  Die  Gleichung  2mq>x  =  2Px  in  Nr.  1  wollen  wii* durch  q>x  = -— ^ 

dt 

dx 
und  t'x  *="  TTt  wenn  dx  die  Projection  des  Bogenelementes  auf  die  Axe  a; 
dt 

ist,  welches  der  Bystempunkt  M  im  Zeitelemente  beschreibt,   umgestalten. 

«       .  ,  VgdVg       ..,.•    _  d'Z^mvi       .       ..        . 

Es  wird  Wjc  ■«  —z — ,  mithm  2mq>x= r und  weiter  also: 

äx  dx 


4 14  Sätze  üb.  d.  Zosammenhang  d.  contin.  Kräfte  m.  d.  Momentankr.  IV.Th.,Cap.Il,  §.13. 

Wenden  wir  das  Projiciren  noch  auf  zwei  andere  Axen  der  y,  e  ia  gleicher 
Weise  an,  so  kommt: 

d'i:^  mvy^  =  EFydy,     d-2\  mv]  =  EF^dz 

und  durch  Addition  aller  drei  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf 

d .  \Zmv^  =  E{P^dx  +  Pydy  +  P»de). 

Die  rechte   Seite  stellt  nun  die  Summe  der  Elementararbeiten  der  Kraft — 
componenten  P^,  Py,  P,  von  P  dar.    Diese  Grösse  ist  die  Elementararbei 
von  P,   welche   mit  Pdp  bezeichnet   werden   möge,  längs  des  Weges  ds 
den   der  Angriffspunkt  von  P  im  Zeitelemente  beschreibt.    Integriren 
die  vorstehende  Gleichung  und  bezeichnen  die  den  Werthen  Vq  entsprechen- 
den Werthe  oder  Bogenabstände  8  mit  s^y  so  erhalten  wir 

9 

i  Zmv^  —  i  Zmvl  =^  I  ^dp^ 

«0 

d.   h.    die    Aenderung,    welche    die    halbe    lebendige    Kraft    beim 

Uebergange   des  Systems   aus   einer  ersten  in   eine  zweite  Lage 

erleidet,  ist  gleich  der  Totalarbeit  aller  Kräfte  längs  der  Wege 

ihrer  Angriffspunkte.    (Princip  der  lebendigen  Kraft.) 

d?S  * 

6.    In   ähnlicher  Weise   kann   man   die   Gleichung  Zm  —^  =  ^  G^^^ 

umgestalten.    Setzt  man  nämlich,  wie  B.  I,  S.  331  die  Sectorengesch windig- 


keit — ^  =  i^a-,  die  Sectorenbeschleunigung  —£  =  -ry  =  t/;,,     so     wird 

6FSx        drix        rixdrx        ^'irJ        ,   .    ,  ,  .       j         . 

-nr  =  — r-  =  -  ttt-  =  — tt^ —  und  mdem  man  noch    zwei  andere  Axen 
di^  dt  dSx  dSx 

der  y,  e  hinzunimmt,  sodass  Qq  durch  yPg  —  ePy  dargestellt  werden  kann, 

so  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

d  •  Zmrii  =  Z  {yP,  —  zPy)  dS^ 

und  ebenso  erhält  man 

d'Zmril  =Z{zPx  —  xP,)  dS^,     d'Zmrii  =  Z  (xPy  —  yPx)  dS,. 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  folgt  dann,  wegen 

wo  t}  die  Sectorengeschwindigkeit  des  Badiusvectors  OM  darstellt: 
d'Zmti^  =  Z[{yP,-'zPy)dSx  +  {zPx—xP,)dSy  +  {xPy-yPs)dS,]. 

Es  sei  nun  dS  der  Elementarsector,  den  der  Aadiusvector  von  0  nach  dem 
Angriffspunkte  M  von  P  im   Zeitelemente  beschreibt,   dann  ist,   wenn  die 
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Normale  seiner  Ebene  die  Richtungswinkel  a,  ß^  y  besitzt: 

dSx  =  dS  •  cos  a,     dSy  =  dS  •  cos  ß,     dSg  =  dÄ  •  cos  y ; 

femer  wenn  das  Axenmoment  F  des  Paares  (P,  —  P)  die  Richtungswinkel 
a,  hy  c  hat: 

yP,  —  zFy  =  r«  cos  a,    zPx  —  äjPj  =r*  cosft,    arPy  —  yPa.  =  r'Cos  c. 

Hiermit  wird,  wenn  X  den  Winkel  zwischen  jener  Normale  und  F  bezeichnet, 
der  Inhalt  der  Elammer  unter  dem  Summenzeichen  rechts  gleich  FdS^ao^  X 
und  folglich 

d  •  Smri^  =  ^^  cos  X  •  dS, 


sowie 


Die  Grösse  P  cos  ^-(2/9  kann  der  Analogie  mit  der  Arbeit  von  P  wegen 
die  Elementararbeit  des  Paares  F  am  Sector  dS  genannt  werden.  Denkt 
man  dS  auf  der  Normalen,  wie  ein  Axenmoment  aufgetragen,  so  kann  die 
Elemen&rarbeit  F  f^osX-  dS  definirt  werden  als  das  Produkt  aus  dem 
Elementarsector  dS  und  der  Projection  des  Axenmomentes  F  auf  seine 
Ebene  oder  als  das  Produkt  von  F  und  der  Projection  von  dS  auf  die 
Ebene  dieses  Paares.  Die  Grösse  mr^  spielt  die  Rolle  einer  „lebendigen 
Sectorenkraft",  doch  dürfte  der  Gebrauch  dieses  Ausdrucks  nicht  zu  em- 
pfehlen sein. 

§.  14.  Ist  das  System  nicht  frei,  sondern  gewissen  Bedingungen  unter- 
worfen, so  wird  man  dieselben  durch  Kräfte  ausdrücken  und  dem  gegebenen 
Krftftesystem  hinzufügen.  Die  Darstellung  der  Aequivalenz  der  Kräfte  m(p 
imd  der  gegebenen  Kräfte  einschliestflich  der  zuzufügenden  Bedingungs- 
krftfte  führt  zur  Ermittelung  der  Bewegung  des  Systems  und  der  Intensität 
und  Richtung  der  Bedingungskräfte.  Besitzt  das  System  einen  festen  Punkt 
oder  eine  feste  Axe,  so  können  diese  Bedingungen  auch  durch  unend- 
lich grosse  Massen  eingeführt  werden,  wie  Cap.  I,  §.  16.  Im  Uebrigen 
wird  man  je  nach  der  Beschaffenheit  der  Bedingungen  die  Bewegungs- 
gleichungen transformiren.  So  z.  B.  wird  man,  wenn  das  System  einen 
festen  Punkt  besitzt,  diesen  statt  des  Massenmittelpunktes  zum  Ursprung 
und  seine  Hauptaxen  zu  Axen  des  beweglichen  Coordinatensystems  wählen. 


ni.  Capitel. 

Probleme  der  freien  Bewegung  des  unveränderlichen  Syatems. 

|.  1.    Ein  ebenes  unveränderliches  System  bewegt  sich  unter  Ein- 
flnss  von   Kr&ften,  deren  Richtungslinien  in  seine  Ebene  fallen;  zur 
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Zeit  t^  ist  der  Geschwindigkeitszustand  so  beschaffen,  dass  die  Ge- 
schwindigkeiten aller  Pankte  ebenfalls  in  die  Ebene  des  Systems 
hineinfallen.     Man    soll    die    Bewegung    des    Systems  bestimmen. 

Den  Massenmittelpunkt  S  wählen  wir  zum  Ursprung  und  seine  Hauptaxen  m 
Axen  des  beweglichen  Coordinatensystems  der  x'y  y,  z  und  zwar  die  beiden  m 
die  Ebene  des  Systems  fallenden  Hauptaxen  zu  Azen  der  x^  y\  sodass  die  Axe 
der  /  zur  Ebene  senkrecht  ist.  Die  Lage,  welche  6'  und  diese  Axen  zur  Zeit  i^ 
einnehmen,  seien  der  Ursprung  und  die  Axen  des  festen  Coordinatensystems  der 
Xy  yy  z.  Da  die  gegebenen  ErSfte  für  S  als  Reductionspunkt  eine  zu  allen  Zeiten 
in  die  x'j/'- Ebene  fallende  Resultante  22(0  liefern,  so  kann  der  Massenmittelpunkt 
die  feste  ^y- Ebene  nicht  verlassen.  Von  seinen  Coordinaten  a^i,  j/i,  Zi  ist  daher 
;?!  zu  allen  Zeiten  Null.  Da  femer  die  Kräfte  ein  Axenmoment  GiX)  liefern,  senk- 
recht zur  x'i/'- Ebene,  so  sind  von  den  drei  Componenten  G^^^^,  Gyy  G^^'  aesaelben 

die  beiden  ersten  stets  Null  und  ist  also  GO)  stets  senkrecht  zu  dieser  Ebene. 
Da  endlich  GiXi  stets  mit  einer  Hauptaxe  zusammenfällt,  so  werden  D,  E,  F 
fortwährend  Null,  reducirt  sich  das  aus  den  Beschleunigungen  dargestellte  Axen- 
moment auf  das  von  den  Tangentialkräften  herrührende  Axenmoment  N^^^  =»  Ct» 
(§.  G)  und  ist  die  Wechselgeschwindigkeit  ip  Null.  Es  findet  daher  blos  Winkel- 
beschleuniguug  a  =  m'  ^^^  dca  :  dt  um  die  /-Axe  statt  und  kann  die  Momentanaze, 
welche  zur  Zeit  f^  senkrecht  zur  Axe  der  xy-Ehane  ist,  sich  nicht  neigen.  Das 
System  bewegt  sich  daher  fortwährend  in  der  a;y- Ebene  und  ändert  sich  das 
Axenmoment  G  der  Momentankräfte  nur  nach  Grösse,  jeden  Augenblick  um  eine 
unendlichkleine  Grösse  G(^)dt  =  Ccadt.  Für  die  Gleichungen  der  Bewegung  sind 
daher  für  alle  Zeiten  z^  =0,  xr»  =»  0,  yiT«  =  0,  |)  =  g  =  0,  r  =  co  und  sind  die- 
selben, wenn  C==3fx*  gsetzet  wird,  wo  Xy  den  Trägheitsradius  des  Systems  für 

die  zu  seiner  Ebene  senkrechte  Hauptaxe  von  S  bezeichnet,  die  drei  folgenden: 

m'^^zx,    m^=i:y,   i^«jj-f-«a). 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  bestimmen  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 
und  führen  vier  Integrationsconstanten  ein,  welche  durch  die  Lage  dieses  Punktes 
zur  Zeit  t^  und  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  zu  derselben  Zeit  bestimmt 
werden  können;  die  dritte  Gleichung  liefert  die  Winkelgeschwindigkeit  und  den 
Winkel  ^,  welchen  die  Hauptaxe  der  x  oder  auch  eine  beliebige  Gerade  des 
Massenmittelpunktes  in  der  Ebene  der  x',  y  mit  der  d;-Axe  bildet.  Die  beiden 
durch  die  Integration  dieser  Gleichung  eingeführten  Constanten  ergeben-  sich 
ebenso  durch  die  Lage  und  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  zur  Zeit  t  es  0. 
Die  Integration  der  Gleichungen  liefert  die  Coordinaten  x^ ,  y^  und  die  Compo- 
nenten v^^\  v^^^   des   Punktes   5,   sowie   die   Winkelgeschwindigkeit   m    und   den 

Stellungswinkel  ^  des  Systems  fdr  jede  Zeit  f ,  abhängig  von  6  Constanten,  welche 
die  Special werthe  dieser  6  Grössen  zur  Zeit  <  =»  <o  sind. 

Sobald  die  Gleichungen  integrirt  sind,  hat  man  für  die  absoluten  Coordinaten 
Xy  y  eines  beliebigen  Systempunktes  (xy)  nach  bekannten  Formeln 

a:  =  .r,  -|-  aJ'  cos  &  —  y  sin  ö",       y  =  J/i  +  ^'  sin  ö*  -j-  y'  cos  9" 

und  hiermit  durch  Differentiation  mit  Rücksicht  auf  -~  =  t?U^  -~j  «=«  v^}\  -—  e»  • 

dt  ''dt  *     dt 

für   die  Componenten  v  ,  v     der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  (x'y)  paralle«« 
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den  festen  Axen 

V    =  v^^^  —  («'  sin  ^  -\-  y  cos  ^)  »,    t?    =  t?J/^  +  ('^*'  cos  &  —  y  sin  ö")  oo. 

*  y  y 

Für  das  Momentancentrum  (C,  F)  sind  i;^  und  v    Null  und   wenn  ^^ ,  y^  dessen  • 
Coordinaten  im  System  sind,  so  folgt 

ö)  (ojq  sin  ^  +  3/0  C'^s  9)  =  t?^^^ ,  cooJo  =  v^^^  sin  ö*  —  t>|^*^  cos  ö", 

a>  (dj'o  cos  <^  —  y;  sin  ^)  =  — 1?^„^^    ^^*^'     a>  y'^  =  v^^>  cos  -^  +  r^J^  sin  -^ . 

Eliminirt   man   aus  diesen   Gleichungen  t,   so  erhält  man  den  Ort  (F)   aller 

Moment  an  centra  im  System.     Setzt  man   die  Coordinatenwerthe  für  o^q,  y^ 

in   die  Gleichungen  für  x^  y  an  die  Stelle  von  a;\  y   ein,  so  ergeben  sich  die 

Coordinaten   x^^  y^  der   Lage  C  des    Momentancentrums   in   der   festen    Ebene, 
nämlich : 

Eliminirt  man  hieraus  t,  so  erhält  man  den  Ort  (C)  aller  Momentancentra 
in  der  festen  Ebene. 

Weiter  erhält  man  für  die   Componenten   der  Beschleunigung  des   System- 
pnnktes  {x  y)  parallel  den  festen  Axen: 

qp^  x=M  -— .  i=a  qp(,^)  —  {x  sin  ^  +  !/'  COS  9)  m  —  («'  cos  ^  —  y'  sin  &)  a»*, 

qp    =»  ;y^:?  =■  9>J/^  +  C'^'  C08  ö"  —  y  sin  ^)  co'  —  {x  sin  ö*  +  y  C08  ^)  «*• 

Für   den   Mittelpunkt  G   der  Beschleunigungen,   dessen   Coordinaten  x\y  y\    im 
System  seien,  verschwinden  qp^,  «p  ;  daher  hat  man  für  ihn 


(a)*  cos  <&  -f-  <d'  sin  -O")  0:2  —  (©*  sin  -^  —  w'  cos  -&)  y,  s=  9 


(1) 


(m*  sin  ^  —  m  cos  ö")  ojj  +  (*"**  cos  -O"  +  <»'  »i^  ^)  2/2  =^  9^1^^ 
oder 

(fl>*  +  »'*)  a?j  =  9^^^  (co*  cos  -O"  +  <»'  ßio  ö")  +  9«^  (<»*  ßi^^  ^  —  m'  cos  ö"), 

y 

(<D*  +  cd'«)  y'j  ==  —  cp^^)  (CO«  sin  -^  -  cd'  cos  Q)  +  yj/^  («0«  cos  9  +  <o  sin  ^), 
wo  o'  für  -r-  geschrieben  ist. 

MV 

Die  Elimination  von  t  aus  diesen  Gleichungen  fahrt  zur  Eenntniss  des  Ortes 
aller  BeschlennigungsmittSlpunkte  im  System.  Setzt  man  die  sich  er- 
gebenden Ausdrücke  für  x'^^  %/^  in  die  obigen  Gleichungen  für  x,  y  ein,  so  er- 
geben sich  ebenso  die  absoluten  Coordinaten  o;,,  y^  des  Mittelpunktes  der 
Beschleunigungen. zur  Zeit  i  und  nach  Elimination  von  i  der  Ort  aller  Be- 
schleunigungsmittelpunkte in  der  festen  Ebene. 

Noch  wollen  wir  erwähnen,  dass  durch  Quadriren  und  Addiren  der  Ausdrücke 
ffir  CO  0^0/  tty'o  ^^ch  für  den  Abstand  des  Momentancentrums  vom  Massenmittel- 
punkt ergibt:  (a?7  -f  y'^y  »  t^^  :  co,  wo  t^i  die  Geschwindigkeit  des  Massenmittel- 
pimktes  ist.  Dies  Resultat  ist  selbstverständlich,  denn  die  Winkelgeschwindigkeit 
iBiütiplicirt  mit  dem  Abstände  eines  Punktes  vom  Momentancentrum  g^bt  dessen 
Ocechwindigkeit.  Ebenso  erhält  man  ans  den  Ansdrücken  fttr  (o^  +  ^'')  ^\  ^^^ 
(si^  -4*  ^'^  ys    Air  den   Abstand  des   Mittelpunktes    der   Beschleunigungen    vom 


418  Bewegung  des  ebenen  Systems  in  der  Ebene.    IV.  Th.,  Cap.  III,  §.  8. 

Massenmittelpunkte:  (x'^  +  i/^y  =  9,  :  (ca*  -|-  c»'*)^.  Denn  auch  die  Beschleu- 
nigung eines  Systempunktes  ist  proportional  seinem  Abstände  vom  Mittelpunkte 
der  Beschleunigungen.     Ist  v^  :  to  oder  fp\  :  (o)^  -|-  (o^)  constant,  so  ist  der  be- 

*  .  .  4 

treffende  Ort  ein  Kreis  um  S  vom  Radius  v^  :  q>  oder  qpj  :  (o*  +  w'')^. 

Wir  wollen  einige  specielle  hierher  gehörige  Aufgaben  behandeln. 

§.  2.  Es  sei  die  Bewegung  des  ebenen  Systems  zu  untersuchen  für 
den  Fall^  dass  auf  dasselbe  keine  continuirlichen  Kräfte  oder  nur 
solche  wirken,  welche  sich  fortwährend  Oleichgewicht  halten. 

Hierfür   ist   SX^ZY  ^0,    GiX)  =-  0    und   mithin    ^  «-  0  ,  ^  —  0, 

-TT   =  0,  woraus  a;  ==  at  +  «,  y  s=a  5f  -|-  P»  ö>  =  «»oi  ^  =■  <"o*  +  ^0  ^^^i^    ^^ 

Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  gerade  Linie  mit  constanter  Geschwindigkeit 
und  das  System  dreht  sich  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Massen- 
mittelpunkt zugleich  um.  Für  die  Anfangslage  des  Massenmittelpunktes  als  Ur- 
sprung und  eine  durch  ihn  hindurchgehenden  Greraden  als  a;-Axe  ist  ae^^sBi^^siO, 
also  X  =^  at,  V  ^^  ht^  ^==»o)^f.  Man  hat  für  einen  beliebigen  Systempunkt 
[x  y)  die  absoluten  Coordinaten 

X  '^  at  -\-  x'  cos  (OqI  —  y  %m  (o^t,     y  =  6t  -j-  x  sin  m^t  -\-  y  cos  (a^t 

und  für  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  parallel  den  festen  Axen: 

V    =  a  —  (x  sin  öy t  -\-  y  cos  (o^t)  (0^^,      r    =»  6  -|-  (x  cos  m^t  —  y  sin  ta^t)  «^ , 

sowie  für  die  seiner  Beschleunigung: 

qp^  =  —  {x  cos  (o^t  —  y  sin  ca^t)  mj,       qp^  =—  —  {x  sin  fo^t  +  y  cos  m^^t)  aij. 

Hiermit  ergibt  sich  für  das  Momentancentrum: 

(ö^aTo  =  a  sm  (o^t  —  h  cos  (o^i,     x^  ^  at  -   -  ,     x^  +  yf^  —  — Lj  "  =-  (:r)  ' 

a  v^ 

ß>oJ/'ü  =  a  cos  ö)o«  +  6  sin  to^,t,      y^  =.  bt  -\ ,    bx^  —  ay^  +  —  —  0, 

d.  h.  der  Ort  der  Momentancentra  im  beweglichen  System  ist  ein 
Kreis  um  den  Massenmittelpunkt  iS  vom  Radius  1^1:100,  wenn  r^  die 
Geschwindigkeit  des  letzteren  ist;  der  Ort  der  Momentancentra  in 
der  Ebene  der  Bewegung  ist  eine  Gerade,  welche  von  S  um  diesen 
Radius  absteht.  Die  Bewegung  des  Systems  ist  demnach  äquivalent 
dem  Rollen  eines  Kreises  des  beweglichen  Systems  auf  einer  Ge- 
raden der  festen  Ebene,  welche  zur  geradlinigen  Bahn  des  Massen- 
mittelpunktes parallel  ist.  Sie  ist  also  eine  Cycloidenbewegung. 
Ohne  von  den  Gleichungen  Gebrauch  zu  machen,  kann  man  diese  Resultate  direct 
so  gewinnen.  Da  Ei^)  und  (r(0  Null  sind,  so  ändert  die  Resultante  B  =-  mMa 
der  Momentankräfte  weder  Grösse  noch  Richtung  und  bleibt  das  Paar  6r  =>  o>  M%1 
der  Momentankräftereduction  für  S  constant.  Daher  ist  00  und  die  Geschwindig- 
keit CO  a  des  Punktes  S  constant,  letztere  nach  Grösse  und  Richtung.  Der  Massen- 
mittelpunkt beschreibt  daher  eine  Gerade  gleichförmig.  Da  ma  constant  ist,  so 
bleibt  auch  der  Abstand  a  des  Punktes  S  vom  Momentancentrum  constant.  DaSüer 
ist  der  Ort  aller  Momentancentra  im  System  ein  Kreis.  Nach  der  Gleii 
aa  =^  %i  ist  auch  der  Abstand  der  Centralaze  der  Momentankr&fte  von 
staut  und  da  diese  stets  die  Richtung  von  R  hat  und  diese  Biohtnng  die 
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Bcbwindigkeit  von  S  ist,  so  folgt,  dass  der  Ort  des  Momentancentrums  in  der 
fodten  Ebene  eine  Gerade  ist,  welche  mit  der  geradlinigen  Bahn  von  S  im  Ab- 
stände a  parallel  ist  Demnach  besteht  die  Bewegung  des  Systems  in  dem  gleich- 
förmigen Bollen  des  Kreises  der  Momentancentra  auf  einer  Geraden  und  ist  also 
eine  Cycloidenbewegang. 

Für  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  hat  man,  da  qp^^^  =»  0,  9^/^  =»  0 

sind:  x\  »  0,  y\  =  0,  d.  h.  der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  fällt 
fortwährend  mit  dem  Massenmittelpunkte  zusammen. 

Ist  nicht  der  Geschwindigkeitszustand  d.  h.  Momentancentrum  und  Winkel- 
geschwindigkeit zur  Zeit  ^  =  0,  sondern  ein  System  von  Momentankräften  ge- 
geben, welche  denselben  zur  Folge  haben,  so  dient  Cap.  I,  §.  11,  S.  370  zur  Be- 
stimmmig  dieses  Znstandes. 

§.  3.  Das  System  erhalte  zur  Zeit  ^  =  0  von  einer  Momentankraft 
JT,  welche  in  seine  Ebene  fällt,  einen  Impuls  und  sei  der  continuir- 
lichen  Einwirkung  eines  Paares  in  seiner  Ebene  von  constantem  Mo- 
mente Gi^)  =31  N  unterworfen. 

Die  Bewegnngsgleichungen 

dt*        "'        dt*        "'       ^""^  dt        ^ 

liefern,  wenn  die  Lage  von  8  zur  Zeit  ^  =»  0  der  Ursprung  und  die  Richtung 
seiner  Geschwindigkeit  c  zu  dieser  Zeit  die  Axe  der  x,  die  mit  dieser  zusammen- 
fallende Gerade  des  Systems  die  Axe  der  x  ist, 

c'     =»  C,        1r^  =«0.       fl>  sat  ©rt  -I-    ,,    .  t  ^  flfln  -I-  llt,    wo    tt  =       —  . 

a?!  =  et,       J/i  =  0,       ^  «■  odJ  -f  \  fi«'. 

Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  Gerade  gleichförmig  und  das  System  rotirt 
zugleich  um  ihn  mit  gleichförmig  veränderlicher  Winkelgeschwindigkeit.  Haben  odq 
und  N  gleichen  Sinn,  so  wird  o  beschleunigt,  bei  entgegengesetztem  Sinne  verzögert. 
Zar  Zeit  t «»  —  oa^  :  (t  wechselt  im  letztem  Fall  o)  den  Sinn  und  wächst  von  da 
an  fortwährend.  Die  Constanten  c  und  to^  bestimmen  sich  mit  Hülfe  der  Mo- 
mentankraft K,  deren  Abstand  von  S  gleich  a  sei,  nach  Cap.  I,  §.  11.  Es  wird 
n&mlich  cM  s=>  if,  m^Mtil  es  Ka,  also  c  =»  K  i  M,  (Oq  *»  Ka:  3/ xj  und  stimmt 
e  nach  Richtung  und  Sinn  mit  iC  überein.  Das  Momentancentrum  für  co^  ent- 
sprechend t  =>  0  liegt  auf  dem  kürzesten  Abstände  von  K  und  S  und  mit  K  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  S;  der  Sinn  von  m^  ist  der  Sinn  des  Paares  Ka. 

Für  einen  beliebigen  Systempunkt  {x\  y)  hat  man 

dO" 
x^^ct-^-x'  cos 9"  —  y'  sin -0",  ^x "^  ^  —  (^'  ®^°  ^  H"  y'  ^^^  ^^lu  ' 

ya»         Ä'sin^-f-y'cos^,  r  =        (x'cos^  — y  sin^)-^.  » 


qp^  =»  —  (x  cos  9  —  y  sin  9)  yvr)  —  i,x  sin  9  -\-  y  cos  9) 

/d9\* 
y^  «  —  (x  sin  9  +  y  cos  9)  1^1  +  («'  cos  9—  y  sin 9) 


d*» 
dt*  ' 
d*9 
dt* 


Für  das  Momentancentrum  (d;» ,  y 0)  2^'  ^^^^  ^  ^^  System  erhält  man  hiermit,  in- 

27* 


dam  man  «    »  «.  »  0  setat : 
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(ö>o  +  f**)  ^'o  =  c  sin  (oo*  +  i  fi«*),         ÄTo  =-  et, 
K  +  f**)  y'o  ==  c  cos  {(oj  +  i  ^<«),         y^  ' 


Die  Elimination  von  t  ans  :r^  nnd  y^^  liefert  für  den  Ort  der  Momentancentra  in 
der  festen  Ebene  nach  einer  Verschiebung  des  Ursprungs  im  Sinne  der  x  am 
(OqC  :  fi  die  gleichseitige  Hyperbel  ft^o!^o  =="  ^'-  Behufs  Elimination  von  t 
aus  den  Gleichungen  für  x'q  ,  j/q  ersetze  man  diese  durch  die  Combinationen 

(0,,  +  lity  K?  +  yl)  =  c^         ^  -  tg  i  (2«io  +  ^*)  * 

und  betrachte  S  als  Ursprung  eines  Polarcoordinatensystems  der  q,  rif,  für  welches 
die  Axe  der  y  die  Polaraxe  ist.  Dann  wird  a^'J^  _|_  y'^  =»9*,  a:',)  :  2/0  ==*  %  V'  ™*<i 
erhält  mau  die  Gleichungen  {ohq  -}-  (it)  g  '=^  c,  2ilf  =»  (2(0^  -]-  i^t)  t  und  aus  diesen 

für  den  Ort  der  Momentancentra  im  System  die  Spirale  (  — )  sso>3-{-2^^. 

Verlegt  man  die  Polaraxe   um  den  Winkel  ^ ,    so    nimmt    ihre   Gleichung    die 

Form  an  q  Yip  =  a,  wo  a  =  c  :  ]/2/[i.  Die  Curve  heisst  der  Lituus  (Zinke). 
S.  Roger  Cotes,  Harmania  mensurarwn  (1722),  p.  85,  sowie  Magnus,  Samm- 
lung von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analyt.  Geometrie,  Berlin  1833,  S.  315 
und  346.  Sie  hat  die  Polaraxe  zur  Asymptote  und  windet  sich  asymptotisch  dem 
Po^o  zu.  Ihre  Gleichung  Q^'ip  »=»  a'  drückt  die  Eigenschaft  aus,  dass  der  Sector 
eines  mit  dem  Radiusvector  9  um  den  Pol  beschriebenen  Kreises  zwischen  9  und 
der  Asyimptote  constanten  Inhalt  hat. 

§.  4.  Ein  unveränderliches,  schweres,  in  einer  Verticalebene  be- 
wegliches ebenes  System  erhält  zur  Zeit  <  «»  0  von  einer  Momentan- 
kraft B  im  Abstände  c  vom  Massenmittelpunkte  S  unter  der  Neigung 
a  gegen  die  Horizontale  einen  Impuls  in  seiner  Ebene  und  ist  wäh- 
rend seiner  Bewegung  continuirlich  von  einem  constanten  Paare  JV, 
welches  in  seine  Ebene  fällt,  afficirt;  man  soll  die  Bewegnng  des 
Systems  bestimmen. 

Die  Bewegungsgleichungen  sind,  wenn  die  a*-Axe  horizontal,  die  y-Axe  vertioal, 
positiv  aufwärts  gerechnet  wird. 


sie  liefern 


und  .Tj  =  at,  y^  =  ht  —  ^gt^^  ^  =  o,,^  -j-  ^nt*,  wenn  die  Anfangslage  von  S 
Ursprung  der  a:,  y  ist  und  ^  für  ^  =  0  verschwindet.  Die  ConstÄuten  a,  6,  m^  folgen 
aus  der  Momentankraft  K^  deren  Abstand  c  von  S  und  ihrer  Neigung  a  gegen 
die  Horizontale  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 

üftt^ATcosa,     Jlf6  =  iirsina,     ilfxjaio  =  üTc. 

Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  Parabel  mit  vertikaler 
Ilauptaxe  und  die  Winkelgeschwindigkeit  nimmt  gleichförmig  zu 
oder  ab,  je  nach  dem  Sinne  von  N. 

Für  die  Componenten  der  Geschwindi^V  "  ^^ohleunigung  folgt: 
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»jp=»  a  —  (x  8in^+y'cos^)ö) ,        9^  =  —  (x'siuO'+y  coa-O")«'  —  (ä'cos^  — ysin-O-)«*, 
t?  =» 6  —  ^< + (ä'cos^ — y  ein^) cd ,  9  ==  —  g-{- (oj'cob'O'— y'sin^)»'-— (aj'sin-O'-l-y'cos^)«*, 
und  hiennit  für  das  Momentancentram: 
mX^Q  «B  a  sin  ^  —  (6  —  </t)  cos  ö",    09  =  0)0  +  ♦**»     a;^  =  at ^ 

CO 
•  /« 

a/o  ™  ^  cos  ^  +  (6  —  ^Q  sin '^,    -^=3090*+ 2  w<',    Po^^bt  ^  ^gt^ -\ • 

Indem  man  x'^  +  ^2  "=*  ^u »  yu  •  ^'0  =  ^  "^  setzt,  erhält  man  für  die  Polarcoor- 
dinaten  des  Momentancentmms  im  System  als  Functionen  der  Zeit, 

.       a^+{b_-9t)^  a  +  (b-'gt)tg((o,t  +  int^ 


Für  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  wird  ebenso 


(flu*  +  «'•)  ar'j  ■=-      </  («'  sin  -^  —  w  cos  9) ,     p. 


5^  _  i7 


(ö)*  +  a>'»)^        (£00+ «0*+«*' 
rm*  O- «»'»^ ./  =»      /.  rm«  PAP  A  _L  .n' «•„  A^     f«,f.  K+wQ*+wtgK<+-^^<«) 

Die  Curven  beider  Centra  im  System  sind  transcendente  Spiralen,  welche  sich 
dem  Punkte  S  asymptotisch  nähern;  die  entsprechenden  Curven  in  der  festen 
Ebene  sind  algebraische  Gurren  dritter  Ordnung. 

§.  5.  Das  System  sei  schwer  und  der  Einwirkung  eines  Paares 
^(1)  sa  —  x'^  unterworfen,  proportional  dem  Rotationswinkel  ^,  so- 
dass die  Gleichungen  der  Bewegungen  sind 

n.  8.  w. 

§.  6.  Ein  körperliches^  unveränderliches  System  bewegt  sich 
ohne  Einwirkung  von  continuirlichen  Kräften,  man  soll  die  Bewegung 
desselben  ermitteln. 

1.  Da  keine  Reductionsresultante  i2(0  vorhanden  ist,  so  beschreibt  der  Massen- 
mittelpunkt 8  eine  Gerade  mit  constanter  Geschwindigkeit  und  bleibt  die  Resul- 
tante B  der  MomentankriLfte  nach  Grösse  und  Richtung  coustant.  Weil  das  resul- 
tirende  Paar  GiX)  der  continuirlichen  Kräfte  Null  ist,  so  ^st  auch  das  Axenmoment 
G  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  nach  Grösse  und  Richtung  con- 
stant  (invariabele  Axe)  und  besitzt  das  System  eine  invariabele  Ebene,  die  Ebene 
des  Paares  G,  die  wir  uns  durch  den  Massenmittelpunkt  gelegt  denken  wollen. 
Der  Diameter  des  Centralellipsoids,  welcher  zu  der  mit  der  invariabelen  Ebene 
suaammenfallenden  Diametralebene  desselben  conjugirt  ist,  ist  die  Momentanaxe 
(S.  362).  Da  dieselbe  im  Allgemeinen  schief  geneigt  ist  gegen  die  Diametral- 
ebene, to  tritt  diese  in  Folge  der  Elementarrotation  um  die  Momentanaxe  ans  der 
invariabelen  Ebene  heraus  und  gelangt  eine  andere,  ihr  unendlich  nahe  Diumetral- 
ebene  in  dieselbe,  deren  conjugirter  Diameter  dadurch  zur  Momentanaxe  für  deu 
folgenden  Zeitmoment  wird  u.  s.  f.  Obgleich  also  G  nach  Grösse  und  Richtung 
onverilnderlich  bleibt,  so  wechselt  die  Momentanaxe  doch  von  Moment  zu  Mo- 
mmit.  Bios  im  Falle,  dass  sie  eine  Hauptaxe  und  mithin  zu  der  ihr  conjugirten 
Diametralebene  senkrecht  ist,  bleibt  sie  fortwährend  dieselbe.  Sollte  also  einmal 
im  Laufe  der  Bewegung  eine  Hauptaxe  senkrecht  zur  invariabelen  Ebene  werden, 


/ 
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80  mÜBste  das  System  sich  alsdann  fortwährend  um  diese  umdrehen  und  würde 
die  Rotationsaxe  im  Systeme,  wie  im  absoluten  Räume  constante  Richtung  be- 
halten, während  im  Allgemeinen  die  Momentanaxe  sowohl  im  System  als  im  ab- 
soluten Räume  fortwährend  wechselt. 

Da  keine  continuirlichen  Kräfte  wirken,  so  ist  die  lebendige  Kraft  2T 
während  der  Bewegung  constant  (Cap.  II,  §.  13,  S.  414)  und  zwar  mit  Bück- 
sicht auf  Cap.  I,  §.  7,  S.  367,  sowohl  der  Bestandtheil  2To,  welcher  aus  der  con- 
stanten  Qesch windigkeit  des  Massenmittelpunktes  S  entspringt,  als  auch  der  Be- 
standtheil 2Tj  =>  (o^2mr*f  welcher  von  der  Rotation  um  die  Momentanaxe  des 
Massenmittelpunktes  herrührt,  jeder  für  sich.  Sind  p,  q,  r  die  Componenten  der 
Winkelgeschwindigkeit  m  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  von  5,  so  wird  nach  S.  369 

2T^^  Ap^  +  Bq*  +  Cr* 

und  kann,  wenn  l  den  Semidiameter  SJ  des  Cauchy-Poinsot'schen  Centralellipsoids 
bezeichnet,  welcher  in  die  Richtung  der  Momentanaxe  fällt,  unter  der  l^orm 


2r.=iif.v(|)' 


dargestellt  werden.    Daher  bleibt  während  der  Bewegung  die  Grösse  to:l 
constant  und  oa  proportional  dem  Semidiameter  /,  nämlich 


(0 


Aus  der  Gleichung  wo  cos  V^  =  2 Tj  (S.  369)  folgt  femer,  dass  eo  cos ^  =  2  Tj  :  6r, 
d.  h.  dass   die   Componente   der  Winkelgeschwindigkeit   um   die  Aze 
des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  constant  bleibt. 
Es  ist  femer  nach  S.  361  wegen  Gx  =  Äp,  Gy  «=  Bq^  G»  =-  Cr 

G*  =  ^V  +  ^*3*  +  G^r^ 
und  kann  G  unter  der  Form  -,        ,,  ^  « 

Cr   ==   m%*  r-r 

Id 
dargestellt  werden,  wo  8  den  Abstand  der  Tangentenebene  des  Centralellipsoida 
im  Schnittpunkte  J  desselben  mit  der  Momentanaxe  vom  Massenmittelpunkte  be- 
deutet. Hiermit  folgt  weiter,  da  o):Z  constant  ist,  dass  auch  d  constant  ist.  Daher 
behält  die  Tangentenebene  des  Centralellipsoids  im  Punkte  J,  welche 
mit  der  zu  l  conjugirten  Diametralebene,  also  auch  mit  der  invaria- 
belen  Ebene  parallel  und  senkrecht  zu  G  ist,  während  der  Bewegung 
Constanten  Abstand  vom  Massenmittelpunkte.  Legt  man  also  im  Abstände 

von  S  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  des  resultirenden  Paares  der  Momentan- 
kräfle,  so  wird  dieselbe  während  der  Bewegung  vom  Centralellipsoid  in  immer 
anderen  und  anderen  Punkten  berührt.  Das  Parallelepiped  coigugirter  Diameter 
des  Ellipsoids  ist  constant.  Da  S  die  Höhe  eines  solchen  ist,  so  folgt,  dass  der 
Flächeninhalt  der  Schnittellipse  der  invariabelen  Ebene  mit  dem 
Centralellipsoid  während  der  Bewegung  constant  bleibt  (Poinsot). 

Hierdurch  ist  die  Bewegung  des  Centralellipsoids  und  damit  die  Bewegung 
des  Systems  selbst  vollständig  klar  und  hat  man  den  Satz: 

Ein  freies  unveränderliches  System,  welches  nicht  von  conti- 
nuirlichen Kräften  afficirt  wird,  bewegt  sich  so,  dass  sein  Massen- 
mittelpunkt eine  Gerade  gleichförmig  besohifeibt  and  das  Caaohy- 
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Poinsot^sche  Centralellipsoid  auf  einer  inyariabelen  Ebene,  welche 
in  constantem  Abstände  d  vom  Massenmittelpunkte  parallel  mit  sich 
fortrfickt,  hinrollt.  Während  der  Bewegung  bleibt  die  Resultante  E, 
wie  das  resultirende  Azenmoment  G  der  Momentankräfte  geometrisch 
constant.  Erstere  bestimmt  die  Geschwindigkeit  des  Massenmittel- 
punktes, jenes  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe 
dieses  Punktes;  die  in^ariabele  Ebene  ist  senkrecht  zu  6r.  Die  leben- 
dige Kraft  des  Systems  bleibt  während  der  Bewegung  constant  und 
zwar  sowohl  der  von  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes,  als 
auch  der  von  der  Botation  um  diesen  Punkt  herrührende  Bestaud- 
theil  derselben,  jeder  für  sich.  Das  System  dreht  sich  jeden 
Augenblick  um  einen  anderen  Diameter  2Z  des  Centralellipsoids, 
nämlich  um  denjenigen,  welcher  durch  den  Berührungspunkt  J 
mit  der  inyariabelen  Ebene  geht,  auf  welcher  es  rollt;  die  Winkel- 
geschwindigkeit <o  ist  l  proportional,  sodass  m:l  constant  bleibt. 
Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Aze  des  resul- 
tirenden  Paares  G  bleibt  constant. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  zu  irgend  einer  Zeit  das  System  um  eine 
Hanptaze  des  Centralellipsoids  rotirt,  bleibt  diese  Aze  fortwährend  Rotationsaze 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  constant.  Die  Hauptazen  Mes  Centralellipsoids 
beissen  daher  auch  permanente  Rotationsazen  des  Systems.  Die  Ezistenz 
solcher  Azen  wurde  zuerst  von  Segner  (Programma  sistens  specimen  theoriae 
inrbinum.    Halae  1756,  4^)  nachgewiesen. 

Nach  Cap.  I  bestimmt  man  leicht  den  anfilnglichen  Geschwindigkeitszustand 
des  Systems  aus  den  Momentankräften,  welche  dasselbe  in  Bewegung  setzten. 

2.  Nach  B.  I,  S.  284  ist  die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  äqui- 
valent dem  Bollen  eines  gewissen,  dem  beweglichen  System  angehörigen  Kegels, 
SU  dessen  Mittelpunkt  ein  beliebiger  Systempunkt  gewählt  werden  kann,  auf  einem 
anderen  Kegel  mit  demselben  Mittelpunkte,  welcher  eine  Translationsbewegung 
besitzt,  wie  sie  durch  die  Bewegung  des  Systempunktes,  welcher  gemeinschaft- 
licher Mittelpunkt  beider  Kegel  ist,  bestimmt  wird.  Der  erste  Kegel  ist  der  Ort 
(r)  aller  Momentanazen  für  die  Rotation  um  den  Systempunkt  im  System^  der 
zweite  der  Ort  (C)  aller  mit  den  Momentanazen  parallelen,  sich  in  jenem  Mittel- 
punkte schneidender  Geraden.  In  unserem  Falle  ist  der  Mittelpunkt  beider  Kegel 
der  Massenmittelpunkt.  Der  Kegel  (F)  scheidet  das  Cauchy-Poinsot'sche  Central- 
ellipsoid in  einer  Curve,  welche  die  Berüh- 
f!^  ^"^"^""•^^<*  rungspunkte  J  desselben  mit  der  invariabelen 

\      '^--.^^  //i^'^^v^  Tangentenebene  enthält,  der  zweite  schneidet 

\v  "'^-i^''/        ^\.  diese  Ebene  in  der  Curve  aller  Punkte  7, 

^\^      ^lyp,  ^f^zi^-.^^  ^v         iö  welchen  dieselbe  im  Laufe  der  Bewegung 

^^"^^^v^  l/y      ""^-.  ^'*-^.//\      von  dem  Centralellipsoid  berührt  wird.  Die 

i^"-"~— ^^^^  (  /   y«  C^^ve  auf  dem  Ellipsoid   nennt  Poinsot 
-^' -::rrr=r».«Aj^^-^      ^-^  pQiQ(jie  (yQ^  ^oXog  und  odogy  Weg 

-N  /^^  des  Poles  J  der  Momentanaze,  nicht  „Po- 

\  .    ^.^^^     /  loide",    wie    man    zuweilen    findet),    die 

j^  iji  andere  ebene  Curve,  auf  welcher  während 

der  Bewegung  die  erste  berührend  hiurollt, 
ihrer  sohlangeiiartigen  Windungen  wegen  die  Herpolodie  (von  tQneiv^  kriechen, 
schleichen)  (Fig.  181).    Durch  beide  Curven  wird  die  Bewegung  des  Systems  in 


424       Bewegung  eines  unyerSlnderl.  Syst.  ohne  contin.  Kräfte.     IV.Th.,  Gap.  III,  §.  6. 

ausgezeichneter  Weise  charakterisiri  Sie  hängen  von  den  Hauptaxen  des  Central- 
ellipsoids  und  von  dem  Abstände  des  Massenmittelpunktes  von  der  invariabelen 
Tangentenebene  ab. 

Um  die  Polodie  zu  bestimmen,  hat  man  auf  dem  Centralellipsoid  den  Ort 
aller  Punkte  zu  suchen,  deren  Tangentenebene  vom  Mittelpunkte  denselben  Ab- 
stand d  besitzt.  Sind  er,  ß,  y  die  Halbaxen  dieses  EUipsoids,  so  bestehen  mithin 
für  diese  Curve  die  Gleichungen: 

Sie  ist  daher  die  Schnittcurve  des  Centralellipsoids  mit  einem  anderen  concen- 
trischen  und  coaxialen  Ellipsoide,  dessen  Halbaxen  a^  i  d,  ß*  i  9,  y^  :  8  sind. 
Multiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  6^  und  subtrahirt  sie  hierauf  Yon  der 
ersten,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

welche  die  Kegelfläche  (F)  der  Momentanaxen  darstellt.   Die  Polodie  ist  demnacl 
der  Schnitt  eines  EUipsoids  mit  einer  concentrischen  Kegelfläche  zweiter  Ordnung^ 
Diese  Eaumcurve  vierter  Ordnung  zerfällt  in  zwei  getrennte  Theile,  von  denen  jede 
für  sich  auf  einer  invariabelen  Ebene  rollend  angenommen  werden  kann,  um  die  Be — 
wegung  vollkommen  zu  charakterisiren.   Jeder  dieser  Theile  hat  zwei  Paar  Scheitel^ 
welche  durch  die  Hauptebenen  des  EUipsoids  bestimmt  werden.    Der  Abstand  d  der" 
Tangentenebene  ist  nun  nicht  kleiner  als  die  kleinste  und  nicht  grösser  als  die 
grösste  Halbaxe  des  EUipsoids.    Es  sei  a  >  ß  >  y.    Für  8  r=a  a  reducirt  sich  der 
Kegel  auf  die  Gerade,  welche  die  Axe  a  enthält  und  die  Polodie  auf  zwei  Punkte. 
Für  8  =  y  reducirt  sich  der  Kegel  auf  die  Axe  y.   In  diesen  Fällen  rotirt  das  System 
fortwährend  um  die  längste  oder  kürzeste  Axe  des  Centralellipsoids.  Ist  «  >>  ^>>  ^, 
so  enthält  die  y^r- Ebene  keine  reellen  Geraden  des  Kegels  (F)  und  umgibt  der- 
selbe also  die  x  -  Axe ,   d.  h.  die   grösste  Axe  a  des  EUipsoids.    Für  ß  >>  ^  >*  y 
schneidet  der  Kegel  die  xy-Ehene  nicht  in  reeUen  Geraden,  also  umgibt  derselbe 
die  kürzeste  Axe  y.    Für  8  =>  ß  zerfällt  der  Kegel  in  zwei  Ebenen 

S('-5)+;-i(--p-». 

welche  durch  die  mittlere  Axe  ß  hindurchgehen  und  gleich   geneigt  gegQn  die 

y*  T  /ä* a* 

Ebene  (aß)  sind.    Die  Tangente  dieser  Neigung  ist  ±  --,  y^ ^-  Sie  schnei- 

den  das  Centralellipsoid  in  zwei  ElUpsen,  von  denen  jede  als  Polodie  gelten  kann 
und  welche  beide  sich  selbst  in  den  Scheiteln  der  mittleren  Axe  treffen. 

In  allen  Fällen  ist  die  Polodie  eine  geschlossene  Curve,  welcher  Umstand 
sich  in  der  Periodicität  der  Bewegung  des  Systems  ausspricht. 

Die  Polodie  kann  nach  Obigem  als  der  Ort  der  Berührungspirnkte  einer  Ebene 
mit  dem  Centralellipsoid  definirt  werden,  welche  zugleich  die  Kugel  a;*+2/*+^*=*^* 
berührt.    Der  Ort  der  Berührungspunkte  mit  der  Kugel  ist  der  Schnitt  dieser  mit 

dem    Kegel    f  1  —  -^j  x^  +  (l  —  ^-^  y»  +  A  _  t^  <?«  =  0,    eine    sphärische 

ElUpse.  Denn  sind  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  mit  der  Kugel  und 
dem  ElUpsoid  resp.  x^  y,  z;  x\  y\  s\  so  werden  die  Gleichungen  der  Tangenten: 

1  X   ^  V  11  Z  ^  1 

ebene  j^  {a;{  +  y'?  +  *f)™l»   ""t  H"  ^«^  H — ^  "*  I  identisch,  wenn  man  set^t 


/ 


s. 
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'ß"'    *>"~»^'     "'"*"*     ""'    HQlfe     dea    Ellipsoid»    folgt i 

g,  f*  ^  *'■    Dieee  Gleichung  führt  in  Verbindung  mit  der  Glei- 

iing  der  Kogol  in  dem  geDannten  Segel, 

Fttllt  raBB  vom  MaBBenmiltelpaukte  S  auf  die  invivriatiele  Kbenc  da«  Pei|ien- 

ikel  SP,  ao  ist  PJ  die  Projuotioti  des  Semidiametew  SJ,  wek'her  nitcL   dera 

BenlhniDgspaakle    der    Polodie   mit   der   Herpolodie   hinfübrt.     Nun    hat    SJ  ein 

Maiimnni  nnd  ein  Minimum,  entsprechend  den  Scheiteln  der  Polodie,  daher  hat 

anch  der  Radiusvector  der  Herpolodie  ein  Maximum  und 

Minimum    und    sieht   man   leicht,    das»   diese  Curre  sich 

wellenförmig    zwisciien    awei    um  P   in    der    invariabulen 

Ebene    mit  dem  Maximum  und   dem  Minimum  tou  PJ 

beschrieb enen   Sreisen   hinwindet  (Fig.  133).     Der   Eegel 

(Ü),  auf  welchem  der  Kegel  (r)  rollt,  seigt  daher  Can- 

nelimngen   nnd  iat   zwischen   zwei   concentri sehen    Kreis- 

kegeln  enthalten.     Derselbe  iat  im  Allgemeinen  tranacen- 

dcnt   und    kehrt   nur   in   bcaonderen  Füllen   in  sich   selbst 

KUIfÜCk. 

I   In  dem  Falle  S  ^=  ^  ist  die  Herpolodie  eine  Doppelapirale ,   welche  in  un- 
lllioh  vielen  Windungen  von  beiden  Seiten  aich  dem  Punkte  F  usj'roptotiBch 

I»t  das  Centrale  11  ipaoid  ein  Rotation  seil!  paoid,  ao  werden  beide  Cnrveu  Kreiae; 
1  M  eine  Kngel,  ao  ßlllt  die  Momentanaie  mit  der  Axe  des  resultjrendeii  Paares 
r  Uomenlaukrilfte  zusammen,  beide  Curven  sind  Punkte,  welche  fortwährend 
inigt  bleiben. 

Die  beiden  Ellipsen,  welche  dem  falle  d  ^  ß  als  Polodie  entaprecheu,  zer- 
1  die  Oberflache  des  Ellipaoids  in  zwei  Paar  S ch eitel rtlume ,  welche  in  den 
UM  Scheiteln  der  mittleren  Axe  Easarameostoeaen  and  von  denen  das  eine  die 
«itel  der  kleinsten,  da«  andere  die  der  grössten  Aie  enthtllt  Die  ?]Ilipsen 
I  die  Schaar  Polodien,  welche  um  die  Scheitel  der  kleinsten  Axe  hemm- 
,  von  denen,  welche  die  Scheitel  der  grOssten  Axe  umachlieasea.  Wird 
e  der  beiden  Axen,  die  gcGsste  oder  die  kleinste,  der  mittleren  nabexa  gleich, 
E  wird  der  Seh  eitel  räum,  der  ihr  zugehört,  sehr  eng,  der  andere  sehr  weit. 

Die  Rotation  am  eine  Hauptaie  iat  permanent;  indessen  haben  die  drei  Haupt- 
t  nicht  gleiche  Stahilitilt  in  Beeng  hieranf.  Wird  die  Bewegung  ein  wenig 
I  tritt  die  Momeotaoaie  auf  eine  benachbarte  Polodio  über.  UmlUufl 
I  Polodie  eine  Hauptaxe  in  einem  engen  Umring,  so  entfernt  sich  die  Mo- 
1  niemals  weit  von  ihr  und  ist  auch  die  Herpolodie  ituf  einen  engen 
1  eingeechr^kt ,  sodass  dieae  Axe  uicht  viel  von  einer  festen  Richtung  im 
t  abweicht.  In  diesem  Falle  bezeichnet  man  die  Rotation  als  stabil,  üm- 
t  ili«r  die  Polodie  die  Hauptaxa  nicht  sehr  eingeengt,  ao  kann  die  Monientan- 
I  in  Folge  einer  kleinen  StrCrung  sehr  weit  von  der  Hanptoxe  abweichen  i  in 
Falle  ist  die  Rotation  labil,  iiotirt  das  System  um  die  Hauptaxe 
I  mittlsren  Trägheitunomentes  B,  so  laufen  die  benachbarten  Polodieu  uicbt 
■  lio  huTum,  «oudern  kehren  ihr  alle  ihre  CoavexitHt  zu.  Daher  iat  die  Rotation 
e  Axe  labil.  Nur  in  einem  Falle  kehrt  die  Momentanaxe  nach  der  Störung 
Idje  HMi]itiixe  xurück;  wenn  nllmlich  diu  8tCrung  IILnga  der  Polodie  statttlndct, 
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welche  aus  den  beiden   sich  auf  der  mittleren  Hauptaze  schneidenden  Ellipsen 
besteht.    In  diesem  speciellen  Falle  kann  man  die  Rotation  stabil  nennen. 

Die  meisten  der  bis  jetzt  durchgeführten  Betrachtungen,  insbesondere  den 
Satz  über  die  Bewegung  des  Centralellipsoids  auf  der  invariabelen  Ebene  verdankt 
mau  Poinsot  {Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps;  pris.  ä  V Institut  k 
19.  mai  1834;  auch  als  Anhang  zu  den  früheren  Auflagen  der  Elements  de  StaU- 
que  des  Verfassers;  in  erweiterter  Form  in  Liouville,  Journal  de  MaUhm, 
T.  XVII  [1851]  imd  Additions  ä  la  Connaissance  des  temps  p.  1862). 

ju'  t/'  ff'  dU'  4/^  £^ 

3.    Die  beiden  Centralellipsoide    -j  +  ^  H — ^  '='  1 ,  -  j  "1"  li  H — s  ~  ^»  ^^ 

aa=^bß=^cy  =^  s*  ist,  sind  in  Bezug  auf  die  mit  dem  Radius  e  um  ihren  gemein- 
samen Mittelpunkt  beschriebene  Kugel  reciprok  und  zwar  speciell  nach  der  Verwandt- 
schaft der  reciproken  Radienvectoren.  Sie  sind  für  alle  correspondirenden  Lagen  wäh- 
rend der  Bewegung  des  Systems  homologe  Flächen  zweier  involutorisch  liegender  ränm- 
licher  reciproker  Systeme,  dem  Räume  angehörig,  welcher  in  Translationsbewegnng 
begriffen  ist,  wie  sie  durch  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  bestimmt 
wird.  In  diesen  Systemen  entspricht  jedem  Punkte  M  des  einen  eine  Ebene  ^' 
des  andern,  welche  senkrecht  zu  dem  Radius vector  SM  ist  und  diesen  in  einem 
Punkte  M'  schneidet,  sodass  SM  -  SM'  =>  e*  wird.  Ebenso  entspricht  jeder 
Ebene  (i  des  ersten  ein  Punkt  M'  des  zweiten,  auf  dem  zu  ft  senkrechten  Strale 
von  S  so  gelegen,  dass  wenn  M'  sein  Schnittpunkt  mit  ft  ist,  eben&Ui 
SM  •  SM'  '^  e^  wird.  Allen  Punkten  M  einer  Ebene  a  entsprechen  Ebenen  f»'« 
welche  durch  den  der  Ebene  homologen  Punkt  A  gehen  und  umgekehrt.  Jeder 
Geraden  als  einer  Punktreihe  entspricht  eine  Gerade  als  Axe  eines  Ebenenbüscbeli, 
den  Punkten  einer  Fläche  sind  die  Tangentenebenen  einer  anderen,  der  reciproken 
Fläche,  homolog  und  umgekehrt;  dem  Berührungspunkte  der  Tangentenebene 
einer  Fläche  ist  homolog  der  Schnittpunkt  des  zur  Tangentenebene  senkrechten 
Strales  yon  S  mit  der  reciproken  Fläche  u.  s.  w. 

Der  invariabelen  Ebene,  welche  von  dem  Oauchy •  Poinsot'schen  EUipsoid  be- 
rührt wird,  entspricht  ein  Punkt,  welcher  auf  deren  Normalen,  nämlich  der  Axe 
des   Paares   G   der   Momentankräfte   liegt.     So   oft   eine   Tangentenebene  dieiei 
Ellipsoids  in  die  inyariabele  Ebene  eintritt,  fällt  der  ihr  homologe  Punkt  des  re- 
ciproken Ellipsoids  mit  jenem  Punkt  auf  der  Axe  von  G  zusammen  und  so  oft 
ein  Punkt  der  Polodie  mit  einem  Punkte  der  Herpolodie  zusammentrifft,  geht  die 
ihm  homologe  Tangentenebene  des  reciproken  Ellipsoids  durch  denselben  Punkt 
hindurch.    Das  reciproke  Centralellipsoid  bewegt  sich  daher  so,  daei 
es  fortwährend  durch  einen  bestimmten  Punkt  auf  der  Axe  des  Paaree 
G  der  Momentankräfte  hindurchgeht.    Der  constante  Abstand  V  die- 
ses Punktes  von  S  genügt  der  Bedingung  Vd  >=  e^.    Wir  nennen  ihn  den 
invariabelen  Punkt. 

Nach  S.  363  hat  -die  Momentanaxe  die  Richtung  der  Normalen  d\  welche 
von  S  auf  die  Tangentenebene  des  reciproken  Ellipsoids  gefällt  werden  kann, 
welche  dasselbe  in  seinem  Schnittpunkte  mit  der  Axe  von  G  berührt  und  ist  die 
Winkelgeschwindigkeit  m  der  Länge  d'  dieser  Normalen  umgekehrt  proportional 
Da  V  constant  bleibt,  so  ist  das  Produkt  S^ ca  =  G  i  MV  constant.  Die 
Momentanaxen  bilden  im  System  einen  Kegel  zweiten  Grades  mit  S  als  Mittel- 
punkt. Da  die  Tangentenebenen  des  reciproken  Ellipsoids  im  invariabelen  Punkt 
auf  den  entsprechenden  Momentanaxen  senkrecht  stehen^  so  umhüllen  sie  gleich* 
fallB  einen  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  zum  Kegel  der  Momentanaroii  sapple- 
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mentär  ist.  Diese  Ebenen  bewegen  sich  momentan  in  sich  selbst;  wir  nennen  sie 
Momentanebenen  der  Bewegang  und  sagen  ans:  Die  Momentanebenen  der 
Bewegung,  welche  durch  den  invariabelen  Punkt  hindurchgehen, 
umhüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Mittelpunkt  der  in- 
yariabele  Funkt  ist.  Die  Parallelebenen  zu  diesen  Ebenen  in  S  sind  gleich- 
falls  Momentanebenen  der  Bewegung  und  bilden  einen  Kegel  zweiten  Grades  con- 
gruent  mit  dem  eben  genannten. 

Die  Momentanaxen  von  S  bilden  im  Baume  einen  transcendenten  Kegel,  wel- 
cher die  invariabele  Ebene  in  der  Herpolodie  schneidet.  Die  zu  ihnen  senkrechten 
Momentanebenen  des  invariabelen  Punktes  (oder  auch  die  des  Punktes  S)  um- 
hfillen  diüier  gleichfalls  einen  transcendenten  Kegel  und  da  ihr  Abstand  d^  von 
S  (oder  vom  invariabelen  Punkt)  zwischen  den  Grenzen  a  und  c  variirt,  so  ist 
der  Kegel  ähnlich  cannelirt,  wie  der  der  Momentanaxen.  Dieser  Kegel  wird  von 
dem  Kegel  der  Momentanebenen  im  System  fortwährend  berührt  Daher:  Wäh- 
rend der  Bewegung  des  Systems  berührt  der  Kegel  zweiten  Grades 
der  Momentanebenen  des  invariabelen  Punktes  im  System  einen  ge- 
wissen transcendenten  Kegel,  welcher  von  den  Lagen  der  Momentan- 
ebenen im  Baume  umhüllt  wird.  Dieser  Kegel  entspricht  der  Herpolodie, 
wie  der  Kegel  zweiten  Grades,  der  ihn  berührt,  das  Analogon  zur  Polodie  ist. 

Während  der  Bewegung  gehen  immer  andere  und  andere  Punkte  des  reci- 
proken  Centralellipsoids  durch  den  invariabelen  Punkt  hindurch.  Da  alle  gleichen  Ab- 
stand 9'  von  ;S^  haben  müssen,  so  liegen  sie  ausser  auf  dem  Ellipsoid  auch  noch  auf 
der  um  8  mit  dem  Abstände  l'  des  invariabelen  Punktes  von  S  beschriebenen 
Kngel.  Sie  bilden  daher  einen  sphärischen  Kegelschnitt  auf  dem  reciproken 
Ellipsoid,  der  in  gewissem  Sinne  ein  Analogon  zur  Polodie  ist.  Ist  V  gleich  der 
mittleren  Axe  h  des  Centralellipsoids,  so  geht  der  Kegelschnitt  in  das  System  der 
beiden  Kreisschnitte  über. 

Die  Behandlung  der  Bewegung  des  freien  Systems  ohne  Einwirkung  von 
Kräften  mit  Hülfe  des  reciproken  Centralellipsoids  wurde  zuerst  gegeben  von 
MacCnllagh  {On  ihe  rotcUion  of  a  solid  hody,  Proceed.  of  ihe  Irish  Academy, 
Vol.  II  [1840—44],  pp.  520— 625,  542—544;  Vol.  III  [1845—47],  pp.  370— 371).  — 
On  the  rakUion  of  a  solid  hody  round  a  fixed  po%nt\  being  an  äccount  of  ihe  late 
Professar  MacCullagKs  lectures  on  that  subjed,  Compiled  by  the  Bev.  Samuel 
Haughion,  Transact,  of  the  Irish  Academy^  Vol.  XXII  (1855,  read  the  23.  Apr, 
1849),  p.  139  —  154.  MacCullagh  hat  überhaupt  zuerst  das  reciproke  Central- 
ellipsoid  angewandt.  Die  Hauptsätze  der  vorliegenden  Theorie  finden  sich  auch 
bei  Clebsch,  Zur  Theorie  der  Trägheitsmomente  und  der  Drehung  um  einen 
Punkt  (Grelle  Joum.  B.  57  [1860],  S.  73-77). 

4.  Die  invariabele  Axe  des  Paares  G  beschreibt  im  System  eine  Kegel- 
fläche. Es  war  Ap*  +  Bq*  +  Cr^  =  2^,  und  ^«jp*  -f  B*q^  +  C*r^  =  G^  oder, 
wenn  man  A  —  itfe*  :  a*,  B  =»  Jlf  «*  :  ^',  C  =  3f  a*  :  y'  setzt, 

woraus  mit  Hülfe  von   ^^*^^^'  «=-  ^*  (s.  Nr.  1)  folgt 

p(-S)'-+^('-?)»-+?(-v^)"-»- 
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Für  die  Punkte  {xyz)  der  invariabeleu  Axe  ist  aber 

—  ^^  =.  —      dh     — =:^=:?'-?. 
Ap       Bq        Cr  ^      '     '     p  q  r 

Daher  wird  die  Gleichung  des  Kegels  der  invariabelen  Axe  nach  Elimination 
von  |),  q,  r: 

«'(i-~;)^'+fi'(i-9y  +  y'(i-^,)*'  =  o 

oder 

(««  -  d«)  x^  +  (/3«  —  a«)  t/«  +  (y«  —  ^«)  z*  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  unter  Nr.  2  angeführten  Kegelfläx;he,  welche 
die  Berührungspunkte  der  Tangentenebenen  des  Centralellipsoids  längs  der  Polodie 
mit  der  Kugelfiäche  x'^  -}'  y*  -\-  e^  =^  d^  enthält.  Dies  ist  selbstverständlich;  denn 
die  beiden  Linien,  welche  in  die  Lagen  der  Momentanaxe  und  der  invariabelen 
Axe  zusammen  eintreten,  treffen  das  Ellipsoid  und  die  Kugelfläche  in  zwei  Punkten, 
deren  Tangentenebenen  in  der  invariabelen  Ebene  zusammenfallen. 

In  ähnlicher  Weise  hätte  oben  Nr.  2  der  Kegel  der  Momentanaxen  entwickelt 
werden    können,    indem   man    behufs   Elimination   von  p,   q,   r  die   Proportion 

X  i/  z 

—  =  -^  =  — ,  welche  die  Richtungscosinusse  der  Momentanaxe  bestimmt,  be- 
p        q         r  ^ 

nutzt  hätte. 

Beschreibt  man  um  S  mit  den  Radien  a,  /3,  y  drei  Kugeln,  zieht  durchs 
einen  Stral  SPQE^  welcher  diese  Kugeln  in  den  Punkten  P,  Q,  B  schneidei 
und  legt  durch  diese  Punkte  Ebenen  resp.  senkrecht  zu  den  Hauptaxen,  so  schnei- 
den diese  Ebenen  sich  in  einem  Punkte  (xyz)  des  Centralellipsoids.  Denn  die 
Richtungscosinusse   des    Strals   gegen  die    Axen   sind  x  :  a,   y  :  ß^  s  ly^  eodatf 

-t  +  -f.  +  -,  =  1  «t. 

Auf  diese  Weise  entspricht  jedem  Punkte  des  Ellipsoids  ein  bestimmter  Stial, 
den  man  den  excentrischen  Stral  dieses  Punktes  nennen  kann.  Den  sämmtlichen 
Punkten  der  Polodie  entsprechen  Stralen,  welche  einen  Kegel,  den  excentrischen 
Kegel  der  Polodie,  bilden.  Sind  X,  Y,  Z  die  Coordii\fiten  eines  Punktes  nof 
dem  excentrischen  Stralc  des  Punktes  x^  y^  z  der  Polodie,  so  ist 

a  ß  y 

oder  x  i  aX  =^  y  i  ßY  =  z  :  yZ. 

Nun  genügen  x^  y,  z  der  Gleichung  (s.  Nr.  2)  des  Polodienkegels.  Setrt  man 
daher  in  dessen  Gleichung  aX,  ßY,  yZ  für  x,  y^  z,  so  erhält  man  für  den  €K- 
centrischen  Kegel  der  Polodie,  wenn  man  wieder  x^  y,  z  statt  X,  Y,  Z  schreibt, 
die  Gleichung: 

(■-3"+('-^:)v+(--?)'— 

Wir  wollen  die  Coefficienten  in  den  Gleichungen  der  drei  Kegel, 
des  Polodienkegels  (SJ): 

des  Kegels  der  invariabelen  Axe  (SP): 
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und  des  excentrischen  Kegels  (SE): 

('-S)"+('-P'-+('-'3'-« 

darch  die  beiden  Constanten  2  T^  und  G  ausdrücken.    Wir  fanden 

2T^         6^  3fV  Ms*  MV 

G^  ^  Mi*'      ^"^    a*   '      ^^     j3^"'  y'    ' 

hiermit  werden 

d^       2  7\Ä        1    /    _  **\  _  A(G^  —  2T,A) 
d^^     G^    '      a^\         ««/  Mb*G^'      ' 

«    V'-i^; -Zö«"— '      ^^a^ (P--^     '^' 

und  sind  also  die  Gleichungen  der  drei  Kegel,  nämlich 

die  des  Polodienkegels  (SJ): 

A{G^  -2 TiA)  x*  +  B(G^  —  2 T, B)  y^  +  C  {G^  —2T,C)s^^0, 

die  des  Kegels  der  invariabelen  Axe  {SP): 

-^  {G'  -  2T,A)  x*  +  ^  (G^  -2T,B)  y*+  -J-  {G'  -2T,C)z^^Q 

und  die  des  excentrischen  Kegels  {SE): 

{G^  ^2T^A)x^  +  {G^  —  2T,B)y^  +  (G«  —  27',  C)  <s*  =  0. 

Wenn  man  will,  kann  man  diesen  Kegeln  einen  weiteren  hinzufügen,  den 
excentrischen  Kegel  der  invariabelen  Axe,  dessen  Gleichung  man  erhält,  indem 
man  ax,  ßy^  yg  für  x,  y,  z  in  der  Gleichung  des  Kegels  der  invariabelen  Axe 
setzt.  Er  ist  übrigens  nicht  im  Gebrauch.  Dagegen  ist  ein  anderer  Kegel  von 
Bedeutung.  Nach  Nr.  1  ist  die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  co  um 
die  Momentanaxe  in  Bezug  auf  die  invariabele  Axe  SP  constant,  nämlich 
(D  cos  t  SS  2Tj  :  6^,  wenn  %  die  Neigung  von  SJ  gegen  SP  bezeichnet.  Legen 
wir  durch  die  invariabele  Axe  und  die  Momentanaxe  eine  Ebene,  so  schneidet 
dieselbe  die  invariabele  Ebene  des  Punktes  S  in  einer  Geraden  SH^  sodass  die 
Winkelgeschwindigkeit  to  zerfällt  in  die  genannte  constante  Componente  um  SP 
und  eine  andere  variabele  Componente  co  sin  i  um  SH.  Durch  die  Elementar- 
rotation um  SH  tritt  eine  Linie  des  Systems  aus  SP  heraus  und  beschreibt  das 
Flächenelement  des  Kegels  der  invariabelen  Axe.  SH  ist  zu  demselben  senk- 
recht. Während  der  Bewegung  des  Systems  wechselt  die  Linie  SH  im  System; 
der  Ort  derselben  ist  eine  Kegelfläche,  deren  Erzeugungslinien  zu  den  Tangenten- 
ebenen des  Kegels  der  invariabelen  Axe  senkrecht  sind.  Diese  beiden  Kegel  sind 
daher  reciprok  zu  einander.  Um  die  Gleichung  dieser  Fläche  zu  finden,  hat  man 
blos  die  Gleichung  der  Tangentenebene  des  Kegels  der  invariabelen  Axe  zu  bilden, 
die  Richtungscosinusse  von  SH  sind  den  Coefficienten  derselben  proportional. 
Sind  daher  X,  Y,  ^  die  Coordinaten  eines  Punktes  von  SH,  so  folgt 

X:««(l-*;)«-r:^'(l-Py-^:y»(l_^). 

und  indem  man  hieraus  die  den  x,  y,  z  proportionelen  Grössen  in  die  Gleichung 
jenes  Kegels  einsetzt  und  wieder  x,  y,  e  statt  X,  Y,  Z  schreibt,  wird  die  ge- 
sachte Gleichung  des  Kegels  (SH): 


"•(•-r.)^'('-p  '•(■-^■) 
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Während  der  Bewegung  des  Systems  geht  der  Kegel  (SP)  durch  die  inyariabele 
Axe  SP  hindurch  und  du  SP  normal  zur  Kegelfläche  (SH)  und  senkrecht  2or 
invariabelen  Ebene  des  Punktes  S  ist,  so  ist  letztere  stets  Tangentenebene  dei 
Kegels  (Sil).  Daher  bleibt  während  der  Bewegung  der  Kegel  {8E) 
dauernd  in  Berührung  mit  der  iuvariabelen  Ebene  des  Punktes  S. 
Die  Bewegung  des  Systems  um  S  ist  daher  äquivalent  dem  Rol\c^ 
des  Kegels  (SH)  auf  der  invariabelen  Ebene  des  Punktes  S  in  Vet' 
bindung  mit  einer  gleichförmigen  Rotation  um  die  inyarial>  ^^^ 
Axe  /SP. 

In  dem  Falle,  dass  der  Kegel  {SP)  in  zwei  Ebenen  zerfällt,  reducirt  sich      ^^^ 
Kegel  {SH)  auf  die  eine  von  zwei  zu  diesen  Ebenen  senkrechten  Geraden. 

6.    Die  drei  Kegel  {SJ),  {SP),  {SE)  liegen  symmetrisch  gegen  die  Hm-^P^ 
axen  des  Punktes  S  und  schneiden  eine   um   S  mit  der  Einheit  als  Radius 

schriebener  Kugel  in  drei  s 
^  «/-'  rischen  Kegelschnitten  («T), 

"  {E)  (Fig.  123),  welche  ge 

schafüichen  Mittelpunkt 
gemeinschaftliche  Haup 
haben. 

Bezeichnen  wir  die  mitt^  "^ere 
Axe  des  Centralellipsoids 
ß,  die  grÖBste  mit  a  und 
kleinste    mit  y,    sodass 
Fig.  12S.  Ä  <^B  ^C  ist,  and  ne 

wir  an,  es  liege  9  zwisohei 
und  ß,  so  umgeben  die  drei  Kegel  die  Axe  a,  welche  in  obigen  Gleichungen 
rc-Axe  gewählt  ist.  Die  Lagen  grOsster  Kreise,  welche  in  die  Ebenen  der  xe 
yz  fallen,  enthalten  die  sphärischen  Halbaxen  (a/,  h),  {ap,  hp),  (o«,  he)  der 
Kegelschnitte  (J),  (P),  {E).  Setzen  wir  £r  =  0,  resp.  y  =  0,  so  stellen  y  :  x 
z  :  X  die  Grössen  tg  a  und  tg  h  dar  und  werden 

tg  a,  _  tg  ap  _  tg  a^  _  J_  f  A*  — J^* 

aß  V  ä»-  fl*' 


be- 
ihä- 

ein- 
ond 
an 


mit 
die 

80 

en 

ff 

zur 

nd 


tghi 


a' 


tgfej 


aß 
tg  he 


oder 


uy 


tg  ai  _tgap       ^J^ 

^  Vab 

tg  hc 


B 

tgfe.- 


tgfei 


YÄc    y~A 


(j  r  a»  —  ß' 

uy   V  8^  -  y«' 

yAB   V  G^  —  21\B' 

AC  V  (P—^T^C' 


C  A 

Aehnliches  gilt  für  die  übrigen  Fälle. 

ß.     Indem  das  System  sich  um  die  Momentanaxe  SJ  dreht,  rückt  die  mi 
der   iuvariabelen  Axe  SP  zusammenfallende  Axe   des   Systems   aus  dieser  Ax( 
heraus  und  tritt  eine  andere  in  sie  ein.    Sind  wieder  J,  P  die  Schnittpunkte  t 
SJ  und  SP  mit  der  Kugel  vom  Radius  Eins  im  System,  so  ist  das  Bogenelemeni 
welches  P  beschreibt,  senkrecht  zum  Bogen  JP  und  die  Geschwüidigkeit  «  des 
Punktes  P  wird  t?  ■=-  o>  sin  L    Es  ist  aber  (s.  Nr.  1)  die  Componente  yon  •  naoh 

-— i  nm  a  cos  f.    Hiermit  wird  v  '^    —igt. 


der  Axe  SO  constant,  nämlich 
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Die  Normale  JP  des  sphärischen  Kegelschnitts  (P)  schneide  die  Hanptaxe 
dieses,  welche  die  Brennpunkte  enthält,  in  N\  wir  wollen  den  Bogen  PN  suchen. 
In  Bezog  anf  die  Hanptaxen  sind  die  Richtungscosinusse  von  SJ  und  SP  pro- 
portional p,  q,  r  nnd  Äp^  Bq,  Cr;  daher  sind  die  RichtuDgscosinusse  der  Nor- 
malen der  Ebene  JSP  proportional  {B  —  C)  qr,  {C  —  A)  rp,  (Ä  —  B)  pq  und 
ist  die  Gleichung  dieser  Ebene  (B  —  C)  qrx  +  (C  —  Ä)  rpy  -{-  {A  —  B)  pqz  =  0. 
Sie  schneidet  die  o;«/- Ebene  in  der  Geraden  SN.  Setzt  man  daher  jp  =>  0,  so 
sind  die  Richtungscosinnsse  von  SN  proportional  {A—  C) p,  (B  —  C)  q,  0.  Hier- 
mit erhält  man 

cos(Pi^==  MÄ^jO^p^+JB  (ß-^CW 
G[{A  —  €yp*  +  {B^Gyq^]i 

Der  Zähler  dieses  Ausdruckes  ist  gleich 

^V  +  J5*3«  +  (7*r»  -  CiAp^  +  Bq^  +  Cr*)  =  G*  —  2T,C. 

Im  Nenner  aber  ist  der  Inhalt  der  Klammer  gleich 

A*p*+B*q*  +  C*r*-'2C{Ap^+Bq*  +  Cr*)+C*(p*  +  q*  +  r*)^G* -  4T,C+C*to\ 

Hiermit  wird 

COS  {PN)  =- ^ und  ig  (PN)  =  — W — »m  ^       • 

GlG*-4T,C+C'<o']i  G*-2T,C 

Da  cofl  (JP)  =.  COS  •  =  2r,  :  öw ,  so  wird  ig  t  =  (ö»g)«  —  4rj)i  :  2T^  und 
folglich 

sodass  das  Verhältniss  der  Tangenten  der  Winkel  JSP  und  PSN  während  der 
Bewegung  constant  bleibt.  In  ähnlicher  Weise  ergibt  sich  die  Bedeutung  der 
Grössen  G*:2T^A,  G*i2T^B. 

Indem  man  dies  Resultat  mit  dem  vorhin  gefundenen  Ausdrucke  für  die  Ge- 
schwindigkeit V  des  Punktes  P  verbindet,  folgt  noch,  wenn  PN  =»  n  gesetzt  wird, 

G*  —  2T^C^ 

7.  Nach  Nr.  4  ist  die  Bewegung  des  Systems  äquivalent  dem  Rollen  des 
Kegels  (SH)  auf  der  invariabelen  Ebene  des  Punktes  S  in  Verbindung  mit  einer 
gleichförmigen  Rotation  um  die  invariabele  Axe  SP,  in  Folge  deren  der  Kegel 
anf  dieser  Ebene  auch  gleitet.  Durch  die  Rotation  xim  SH  tritt  eine  folgende 
Erzeognngslinie  SU  des  Kegels  in  die  invariabele  Ebene  ein;  beide  Erzeugungs- 
linien bilden  mit  einander  einen  Winkel  HSR*  =  dx,  den  wir  nachher  bestimmen 
wollen.  Durch  die  Rotation  um  SP  wird  SH'  in  der  invariabelen  Ebene  um 
den  Winkel  H'SH''  ^d^  gedreht.  Die  Summe  beider  Winkel  bildet  die  Ge- 
sammtdrehung  HSH"  »-  dqp,  welche  SH  erleidet,  sodass  dtp  =»  dip  -{-  dz  ist. 
Da  SP  senkrecht  zur  invariabelen  Ebene  ist,  so  hat  man  dip  ^^^  a  cos  i  .  dt  und 

2T. 
da  m  cos  t  =»  ST^  :  G  ist,  so  wird  dip  ^^  —^  dt^  woraus  der  Winkel  tff  gefunden 

Cr 

werden  kann,  um  welchen  sich  der  Kegel  SH  anf  der  invariabelen  Ebene  G  fort- 
gewälzt hat.  ^9  ist  der  Winkel,  um  welchen  sich  die  Projection  der  Momentan- 
aze  SJ  auf  die  invariabele  Ebene  um  die  invariabele  Axe  umdreht,  d.  h.  der 
Winkel,  welchen  zwei  auf  einander  folgende  Radienvectoren  der  Herpolodie  mit 
einander  bilden,  welche  von  dem  Mittelpunkte  dieser  Curve  nach  den  BerQhmngs- 
pnnkten  des  GentralellipB<Hds  gezogen  werden.    Sobald  dieser  Winkel  gefhnden, 


/ 
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ist  auch  dz  bekannt.  Der  Winkel  dq>  ist  aber,  wie  man  leicht  sieht,  auch  der 
Winkel,  welchen  zwei  successive  Normalen  JP,  J*  P'  der  sphärischen  Cnrve  (P) 
mit  einander  bilden.  Denn  die  Ebenen,  welche  durch  SH  und  SP^  sowie  dorch 
SH"  und  SP  gehen,  sind  zwei  auf  einander  folgende  Normalebenen  von  (P),  yon 
denen  die  zweite  durch  die  Rotation  um  SH  an  die  Stelle  der  ervten  tritt,  um 
sodann  durch  Rotation  um  SP  die  Lage  SPH"  anzunehmen,  wozu  erfordert 
wird ,  dass  sie  sich  um  den  Winkel  drehe ,  welchen  beide  Normalebenen  mit  ein- 
ander bilden.  Die  beiden  Normalebenen  von  (P)  schneiden  sich  in  der  Erfim- 
mnngsaze  SK  dieser  Curve  (s.  Fig.  123),  welche  auf  der  Eugelfläche  den  Punkt  K 
bestimmt,  welchen  man  als  den  Durchschnitt  der  sphärischen  Normalen  PK, 
P'K  den  sphärischen  Krümmungsmittelpunkt  nennen  kann,  wozu  der  Bogen  PK 
als  sphärischer  Krümmungshalbmesser  gehört.  Bedeutet  q  diesen  Bogen  PK^ 
n  den  Normalbogen  PN  zwischen  P  und  der  Hanptaxe  der  Brennpunkte,  sowie 
2 1  den  Parameter  des  Kegelschnitts  (P),  d.  h.  die  spärische  Sehne  im  Brennpunkt, 
senkrecht  zu  dieser  Axe,  endlich  2a,  26  die  Längen  der  Hauptaxen,  so  bestehen 
nach  den  Lehren  der  Sphärik  die  Gleichungen 

tg«n  ^    ,       tg«6 

(s.  Gudermann,  Grundriss  der  analytischen  Sphärik,  Köln,  1830,  S.  78). 

Nun  ist  die  Componente  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  J  in  Folge  der 

Rotation  um  SP  gleich  -^  sin  t.    Sie  ergibt  sich  auch,  wenn  man  das  Element 

JJ'  der  Curve  J  geometrisch  zerlegt  nach  J  P  und  senkrecht  hierzu  und  letztere 
Componente  durch  dt  dividirt.    Ist  JJ"  diese  Componente,  so  gibt  die  Aehnlich- 

keit  der  Figuren :  JJ*' :  PP'  =  sin {q  +  »)  •  sin q  und  daher,  weil  PP' idt^a  -— i . tg $ 

und   JJ'*  :  dt  '=»         sin  %  ist, 

d  t 

dt  G    \    "^tgV 

/  G^  \ 

oder  weil  tg  t  =»  xa  t  r  —  1 1  tg  n  ist  (Nr.  6),  wenn  man  9  und  ♦  eliminirt 

dy  _  22\       {^T,Ä^  G')  (2 T,B  -  G^  (2T,C  -  G*)      .   .  . 
dt  "    G    "^  TABGGt\  ^^ 

Hiermit  erhält  man  endlich 

dx       dtp       2T,        (2T,A  —  G")  (2  T,B  -  G^)  (2T,C  -  G')     ^  ,  .  . 
dt        dt  G  A:ABCGT\  ^      ' 

8.    Behufs  der  rein  analytischen  Behandlungsweise  unseres  Problems   gehen 

wir  von  den  Euler 'sehen  Gleichungen  aus,  in  welchen  G^}^  =  G^P  =  G^*J  =a  0 
ist,  sodass  sie  lauten: 

B  j|  +  (X  -  C)  rp  =  0, 
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a)  Man  erhält  sofort  zwei  Integrale  derselben,  indem  man  sie  das  eine  mal 
mit  Äp,  Bq,  Cr^  das  andere  mal  mit  j),  q,  r  moltiplicirt  und  addirt,  nämlich: 

Ä^p^  +  B^q^  +  aV*  =  Cr\ 

Ap""  +  Bq^  +  Cr'=^2T,, 

wo  (?',  2Ti  die  Integrationsconstanten  bezeichnen.  Die  Bedeutung  derselben  er- 
hellt aus  Cap.  I,  §.  9,  S.  3G9;  nämlich  G  stellt  das  Axenmoment  der  Momentan- 
krSLfte,  2l\  die  lebendige  Kraft  der  Bewegimg  um  den  Massenmittelpunkt  dar. 
Aus  §.  8,  S.  369,  folgt  zugleich,  dass  2  7\  :G^h  die  Componente  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Aze  von  G  darstellt,  welche  statt  2  T^  als  Constante  ein- 
geführt werden  kann. 

b)  Behandelt  man  die  Uauptaxen,  deren  Trägheitsmomente  A,  B,  C  sind,  als 

Axen  der  x,  y^  z^  so  erhält  man  aus  diesen  beiden  Integralen  die  Gleichung  des 

Polodienkegels,    indem   man   bedenkt,   dass   für   die   Punkte    der    Momentanaxe 

sc         ^         z 

—  s=s  iL  =sa   -  -    ist   und   p,  q.  r   eliminirt.    Ebenso   ergibt   sich   mit   Hülfe   von 

P  q  r  ri     :m.i  o 

-r—  =a  ~  =a  y.—  der  Kegel  der  invariabelen  Axe  durch  Elimination  derselben 
Ap        H  q        Cf 

Grössen.     Die  Gleichungen  der  Kegel  sind  bereits  in  Nr.  4  angegeben. 

c)  Ist  %  der  Neigungswinkel  der  Momentanaxe  gegen  die  Axe  des  Paares  Cr, 
80  ist  A  =a  CO  cos  i  und  wenn  wir  die  andere  Componente  der  Winkelgeschwindig- 
keit, nämlich  co  sin  i  =»  tu  setzen,  sodass  a>^  =  A'  -|-  Q^  wird ,  so  werden  die  drei 
Strecken  SJ  =»  i,  SP=  d,  PJ=  v  (Fig.  121)  den  Grössen  oo,  /»,  m  proportional. 

d)  Da  die  Axe  SP  des  Paares  G  unveränderliche  Richtung  hat,  so  wollen 
wir  sie  zur  Axe  £  eines  beweglichen  Hülfscoordinatensystems  mit  dem  Ursprünge  S 
wikhlen,  dessen  17 -Axe  wir  parallel  dem  Badiusvector  PJ  der  Herpolodie  wählen, 
während  die  i;-Axe  senkrecht  zur  Ebene  SPJ  sein  soll.  Zunächst  wollen  wir 
nun  die  Lage  der  Hauptaxen  a,  ß,  y  gegen  die  Axen  der  £,  17,  f  kennen  lernen. 
Da  Gx  =  Ap^  Gy  =  J?g,  Gm  ==  Cr  ist,  so  wird 

cos  (5«)  ^  -qP^      cos  (I/J)  =  -^  (Z,      cos  (|y)  =  -^  »*. 

Um  cos  (17 a),  cos  (17^),  cos  (177)  zu  finden,  genügt  es  0  auf  die  Hauptaxen 
a,  ^,  y  zu  projiciren  und  die  Projectionen *  durch  0  zu  dividiren.  Es  ist  aber 
[o]  =s  [a>]  —  [Ä],    mithin    ist   die    Projection    von   o    auf   die    Axe    a    gleich 

p  —  h  cos  (5  «)  =  p -pr  P  =" 7^ —  P  == ry~i  ~ —  P  •    Hiermit  und  mit  Hülfe 

Cr  Cr  IT 

cyclischer  Buchstabenvertauschung  werden: 

cos  (1,«)  =-  — ^-,-  ^-  .  -  ,       cos  (1,^)  = ^^-  .  ^ , 

G^  --21,0     r 

Da  endlich  die  Axe  der  i  senkrecht  zu  G  und  co  ist,  so  bildet  sie  mit  der 
Axe  a  denselben  Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Dreiecks  ^hta  mit  der  Ebene 
(ßy)  bildet.  Daher  ist  die  Projection  dieses  Dreiecks  auf  diese  Ebene  ^hacosiia); 
indem  man  dieselbe  aber  durch  die  Coordinaten  der  Ecken  darstellt,  wird 

hBq     hCr 

ÄOcosCfa)—      ^        ^ 

q  r 

Sonu.,  MtfluudlE.   IL  28 
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woraus  mit  Hülfe  cyclischer  Vertauschnng  sich  die  Formeln  ergeben: 

/c,  X      B  —  C    qr  ....       C—Ä    rp  ..  .        A  —  B    pq 

e)  Wir  wollen  jetet  die  Componenten  p,  g,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  m 
nm  die  Momentanaxe  als  Functionen  von  co  darstellen.  Hierzu  sind  die  Glei- 
chungen 

p'  +  q'  +  r'^  «,«, 

Ä*p*  +  B«g«  +  CV»  —  G* 
aur»ulÖ8on.    Die  Auflösung  gibt 

wo 

*    ""  iH?  '     '^  CA  »      "   '=-  2^ 

liidoiu  nmn  dio  Ausdrücke  für  p',  9',  r'  in  die  vorstehenden  Gleichungen  ein- 
Mt^Ut,  or((t)bou  idch  lugleich  die  Identitäten: 

*  (Jl  -  B)  (-i  -  C)       ^'        (il— B)(4— (7)       "' 
V i 0.     Z  *'  -        ^^' 


(^  — 20(^  — C)         •         {A-B)(Ä—C)  ABC 

^  =0,    i;         ^*'  «' 


(ii  —  JB)  ( J.  —  C)         '         (^  — 5)(^-C)  ABC 

woboi  die  Glieder  der  Summen  durch  cjclische  Vertauschnng  von  A,  B^  C  au 
einander  hervorgehen. 

Aus  den  Formeln  für  p*,  g*,  r*,  Z*,  f**,  v'  folgt 

v«-~i«  =  (C— ^)(2ri5-  G^iABC, 
unter  der  Annahme  ^  <  B  <  C  ist  i&ithin  r"  —  i*  >  0,  r»  ~  i«  <  0,  v*  —  A»  =  0, 
je  nachdem  ö*  <  2^^  J5,  6^«  >^T^B  oder  ö«  =.  2^1  JJ  ist.  Für  o  ==  ^  wird 
^^  a.  0  und  für  (»  >  fi  wird  q  imaginär,  daher  ist  fi  das  Maximum,  welches 
0]  erreichen  kann.  Ist  y  >- 1,  so  kann  co  nicht  kleiner  als  y  werden,  weil 
sonst  r  imaginär  werden  würde;  ist  A  >>  v,  so  kann  co  nicht  unter  Z  herabsinken, 
weil  dasselbe  sonst  mit  p  sich  ereignen  würde.  Daher  ist  das  Minimum, 
welches  to  erreichen  kann,  die  grOsste  von  den  beiden  Grössen  Z,  v. 

Da  der  Radiusvector  PJ  =»  l  der  Polodie  proportional  co  ist,  so  fol^,  dass 
derselbe  zwischen  zwei  Grenzen  variirt.  Dieselben  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 
2Ti  •>•  Afc*  (co:  7)';  für  co  =»  fi  erhält  man  das  Maximum,  für  co  gleich  der 
grössten  der  beiden  Grössen  Z,  v  das  Minimum  von  l. 

Da  der  Radiusvector  PJ^^v  der  Herpolodie  der  Gleichung  t?*«=i7* — d*  genügt^ 
so  folgt,  dass  auch  er  zwischen  zwei  Grenzen  enthalten  ist  und  dass  seine  Maxima 
und  Minima  gleichzeitig  mit  den  Maximis  und  Minimis  von  l  eintreten. 

f)  Aus  der  Formel  für  p'  erhält  man 

dp  BC  d^ 

^  dt'^  (A  —  B)  {A  —  C)  "  dt  * 


/ 
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Indem  man  dies  mit  dem  aas  der  ersten  Eoler^scben  Gleichong  folgenden  Werthe 

^  =  ?.TL?5,eombinirt.  folgt 

da>           (G  -A)(Ä-  B)  (B  -  C) 
"'dt ABC ^«r 

oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  von  p,  q^  r: 


«  jy  =  ±  V{ai^  -  i»)  Ot«  -  CO«)  (cd«  -  v^), 

wobei  das  Zeichen  (-j-)  oder  (— )  gilt,  je  nachdem  eo  wächst  oder  abnimmt.  Es 
ist  d<o:dt  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  der  Endpunkt  der  Strecke  co 
vom  Punkte  S  entfernt  oder  sich  ihm  annähert.  Ans  den  Gleichungen  2T^  l^ esa  Ms* to^ 
und  i*  =»  f?2  -j"  ^^  ergeben  sich  hierzu  ^T^ldl  =  Ms*(od(o  und  Idl  «=  vdv  die 
entsprechenden  Geschwindigkeiten  für  die  Entfernung  des  Poles  J  und  des  Punktes 
der  Herpolodie  von  S  und  P, 

g)  Es  sei  d  s  das  Bogenelement,  welches  der  Endpunkt  der  Strecke  m ,  welche 
die  Winkelgeschwindigkeit  darstellt,  im  Räume  oder  auch  im  System  beschreibt 
(beides  ist  gleich,  wie  aus  der  Bewegung  des  Poles  J  auf  der  Polodie  und  der 
Herpolodie  sich  ergibt,  deren  Bogenelemente  gleich  sind).  Es  ist  ds  das  geo- 
metrische Differential  von  to  und  folglich 


d-j  -  c-f)' + e-f)" + m 


-»') 


C) 

^■BC'[a)«— (i»« +  »>«)«)' +  ft'y'] 
=  (Ä-B)(A-C) 

Indem  man  bemerkt,  dass  man  setzen  kann: 
^»  +  v2  =  (i«  +  |ii«  +  v-^)  — i«,    ii^v''  =  (l^(i^  +  ii^v^  +  vn^)--X\X^  +  fi^  +  v'')  +  l\ 

und  die  oben  erwähnten  Identitäten  berücksichtigt,  erhält  man  für  das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  der  Winkelgeschwindigkeit  co: 

(^y  =    -    fi,*   +  (;i2  -)_   ^«   4.  y2)  ^8  __   (;l«^2  ^   ^tyi  ^  ,,«;i2) 

■^  ^  J5  C  AB  G  ' 

Die  Differentiation  dieses  Ausdruckes  gibt: 

da  d^8        ,,8,2,      2       „    .,v      <i<a 

Da  nun  i*+fi»  +  »'»~2co«>A«  +  |ii«+»''  -2^«,  d.h.  i«+fi*  +  v*— 2a)«>i*+i;»-^« 
und  diese  letztere  Grösse,  wie  wir  sogleich  zeigen  wollen,  positiv  ist,  so  folgt, 

dass  Z'  +  ^'  +  »''  —  2  fltt*  >  0    und  folglich   der  Differentialquotient   von   I  ^-  1 

stets  positiv  ist.  Daher:  Die  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  von  co 
und  folglich  auch  die  des  Poles  als  des  Endpunktes  des  Radius- 
▼ectors  l  erreicht  ihr  Maximum  und  ihr  Minimum  zugleich  mit  der 
Länge  der  Strecke  a  und  des  Radiusvectors  l.    Dass  X^-^-v^  —  fi*  positiv 
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ist,  ersieht  man  so.    Man  findet 

ABC{P+v^-li^)=4.T^ÄC-{Ä+C-^B)G^=^(2T^C—G')Ä+2T,AC+{B  —  Ä)G\ 
Aus  den  Gleichungen  Ap^  +  Bq^  +  Cr^  =  2T,  und  A^p^  +  B^q*  +  (7»r«  =-  G* 
folgt  2T^C  —  G^>0  und  wegen  A<iB  <^C  i^i  B  —  A  positiv. 

h)  Zwei  auf  einander  folgende  Momentanaxen  SJ^  8J'  des  Punktes  8  mit 
den  Winkelgeschwindigkeiten  eo  (p,  g,  r)  und  a)-|-<^'»>(P  +  ^P»  3  +  ^3»  *"  +  ^^) 
bilden  mit  einander  einen  unendlichkleinen  Winkel  da  und  schliessen  die  Strecken 
CO,  (o  -\-  d(o  mit  einander  einen  unendlichkleinen  Sector  ^^aol^da  ein,  dessen  Pro- 
jcctionen  auf  die  Coordinatenebenen  der  Hauptaxen  doppelt  genommen  sind: 

qdr  —  rdq^    rdp  —  pdr,    pdq  —  qdp. 

Die  Projection  dieses  Sectors  auf  die  invariabele  Ebene  wird  yon  den  beiden 
auf  einander  folgenden  Badienvectoren  der  Herpolodie  eingeschlossen  und  ist 
^a^du,  wenn  du  den  unendlichkleinen  Winkel  zwischen  diesen  Badienvectoren 
bedeutet.  Das  Doppelte  dieser  Projection  ist  die  Summe  der  Projectionen  von 
qdr  —  rdq^  rdp  — pdr,  pdq  —  qdp  auf  die  invariabele  Ebene  und  daher 

a^du  =  {qdr  —  rdq)  cos  (Ja)  +  (f^P  —  P^^)  cos  (g^)  +  (P^9.  —  ff^JP)  cos  (|y) 
=  [r  cos  (iß)  —  q  cos  (gy)]  dp  +  [p  cos  (Jy)  —  r  cos  (£«)]  f?g 
+  [a  cos  (Ja)  —  p  cos  (gp)]  dr. 

Substituirt  man  die  in  d)  gefundenen  Werthe  fär  cos  (ga),  cos  (g^,  cos  (gy),  so. 
ergibt  sich  mit  Hülfe  der  Euler'schen  Gleichungen: 

^  du       B—C       dp    ,   C  —  A       dq   ,   A  —  B        dr 
"^    dt-  -G-  ^'rt+  —G-  '^di  +  -W  ^ «  dt 

(B-C)^     ,  ,  ,    {C-  Ay    ,  ,  ,    (A  —  B)^    ,  , 
-  '—ÖA       ^'  +  -GB-  '^  +  —GC-- ^  «  • 

Hieraus  folgt,  indem  man  die  Werthe  von  p^,  q^,  r^  einsetzt. 

Da  (0^  =  /(^  -|~  °^>  erhält  man  für  den  Zähler  unter  dem  Summenzeichen 

Nun  ergeben  sich  aber  leicht  mit  Hülfe  der  unter  e)  gefundenen  Werthe  und  mit 
Bücksicht  auf  /^  =  2Ti  :  G  die  folgenden  Belationen: 

{G*-2  2\B){G^  —  2T,C)  {G^- 2T^A)  (G'' -2T^B)(G*--2T^C) 


/**-fi^ 


(6?>-2riC)(G^*-2J',^) 


A'*  =  (Ä«  —  A*)  (Ä»  -  it»)  (Ä*  —  v^ , 

,_(g^-2rt^)(G«~2r,j?)  ^         ^^-     ^^^         ^ 

(Ä*  _!,'')(/*« -O  ==  ^^  (G«-2r,^),     fi'-i.*  =  9^^^G-^2T,A), 

(Ä«_^.)(Ä»»i2)_^(ö._2r,B),    »^-i«  =  ^^((y«-2r,J5), 
(Ä«^i«)(Ä«-,i«)  =  ^(ö»-2r,(7),    A«-|.«--^-^(ö«-2r,C). 
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Indem  man  hieraus  (Ji^  —  fi^)  (1^  —  y*)  entnimmt,  ergibt  sich 

((0*  -  fi«)  ((0*  —  O  =  (ö*  +  2 A*  —  il'  —  fi*  —  v^  ffl«  +  A*a«  +  A  (^  —  ;*)  , 

Daher  wird  jetzt  unter  Zuhilfenahme  der  Identitäten  unter  e) 

und  hiermit 

du        -  A 

Hierin   ist   A  >  0,   A  =  0,    A<0  je  nachdem    Ö«-2J'ijB<0,    =  0,    >  0 

ist.     Die  Grösse  ;=-t   ist    die  Winkelgeschwindigkeit,    mit   welcher   tu    und    der 

Hadiusvector  v  der   Herpolodie   um    SP   rotiren;    sie    wächst,    nimmt    ab  oder 
bleibt  constant,  je  nachdem  G*  <  2T^B,  G^-  >  2T^B  oder  G»  =  2T^B  ist. 

d  o 
Um  -=-- ,  nämlich  die  Geschwindigkeit  zu  finden,  mit  welcher  sich  der  Radius- 
fl»  * 

vector  SJ  um  S  dreht,  denke   man  sich  das  unendlich  schmale  Dreieck,  dessen 

Seiten  co,  ds  und  (o  -\-  dtn  sind  und  fälle  vom  Endpunkte  yon  co  auf  die  Seite 

a^  -^^  da>  ein  PerpendikeL    Man  erhält  dann  ein  unendlichkleines  rechtwinkliges 

Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ds  und  dessen  Katheten  (odX  und  don  sind,  sodass 

cD^da'  -j"  ^«*  =»  ^s*  ^löd  mithin 


\dt/         CO«   L\«i</         ^dt)  J 


wird.     Setzt  man  hierin  die  für  3-  und    =—  gefundenen  Werthe  ein,  so  erhält  man 

at  at 

i)  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  Pt  q^  r  der  Winkelgeschwindigkeit  o 
als  Functionen  der  Zeit  t  darstellen.  Wir  werden  dies  dadurch  erreichen,  dass 
^  Pi  9  t  ^t  ^  durch  einen  gewissen  Winkel  cp  ausdrücken  und  die  Gleichung 
zwischen  tp  und  t  umkehren.  Dieser  Winkel  tp  ist  wohl  zu  unterscheiden  von 
dem  in  Nr.  7  mit  qp  bezeichneten  Winkel.  Dabei  genügt  es,  den  Fall  6^^<2  2\1^ 
auszufuhren  und  dabei  -4  <  B  <  (7  vorauszusetzen,  denn  für  den  Fall  G^'  >  2  T,  B 
gelten  dieselben  Gleichungen,  wenn  man  nur  die  Benennungen  der  Axen  des 
grOssten  und  kleinsten  Trägheitsmomentes  vertauscht,  d.  h.  il  >  jB  >  C  vor- 
aussetzt. 

Da  der  Badius vector  SJ  und  die  Winkelgeschwindigkeit  a>  einander  propor- 
tional sind,  so  beschreibt  der  Endpunkt  von  <o  eine  der  Polodie  ähnliche  Curve 
auf  einem  dem  angenommenen  Centralellipsoide  ähnlichen  Centralellipsoide ,  zu 
welchem  man  gleichfalls  eine  variabele  Ebene  durch  den  Endpunkt  von  h  legen 
kann,  auf  welcher  dies  Ellipsoid  rollt.  Für  den  Endpunkt  von  m  sind  j),  g,  r  die 
Coordinaten  und  bestehen  die  Gleichungen  Ap^  -f  ^9*  +  ^^'  =  ^^\  ^^d 
Ä^p^  4.  J5*g*  +  C7*r* «—  Cr*.    Die  Curve  der  Endpunkte  von  m  umgibt  unter  der 
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Annahme  Ä  <C  B  <C  C  die  Axe  a  und  ihre  Projection  auf  die  Ebene  ßy  wird 
durch  Elimination  von  jp  aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhalten.  Sie  wird  daher 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

oder 

(Z2"^"rf"~     '      "^'^BiB-A)'     ^'         C((;—A)' 

Die  Projection  ist  daher  eine  Ellipse  mit  der  grossen  Halbaze  g,  und  der  kleinen 
Halbaxe  r,  in  den  Richtungen  der  Axen  ß  und  y.  Während  der  Endpunkt  von  m  die 
der  Polodie  ähnliche  Curve  auf  dem  Ellipsoid  beschreibt,  durchläuft  seine  Pro- 
jection die  Ellipse  in  demselben  Sinne.  Nehmen  wir  an,  diese  Bewegung  beginne 
im  Punkte  q  =i  0,  r  =  /j  und  erfolge  im  Sinne  des  Ueberganges  von  der  posi- 
tiven ^-Axo  zur  positiven  r-Axe.  Dann  kann  man  q  und  r  durch  das  Comple- 
ment  tp  der  excentrischen  Anomalie  ausdrücken,  d.  h. 

S  =  (Zi  sin  (p,       r  =s  Tj  cos  q> 

setzen.     Indem  man  in  die  Formel  o'  =  77,-— -Wtvt-^-t^  den  Wertk  g=g,  sincp 

(ij  —  C)  (B  —  A) 

einführt,  ergibt  sich 

-»  =  ,'»  +  --~  VI "  ^^  5?  *"'''  =  »*'  -  2i?  (^'  -  "^'^^  "•'"'^ 

oder  nach  den  Relationen  in  h) 

(0*^  aa  |[A^  —  (^*  —  V*)  sin*  9, 

da  der  Coefficient  von  sin*  qp  gleich  |^*  —  v^  wird.  Man  erkennt  hieraus ,  dass 
während  qp  von  9  =  0  bis  9  =5  ^  tt  wächst,  co  von  dem  Maximum  /Lt  zum 
Minimum  v  herabsinkt.    Führt  man  den  gefundenen  Ausdruck  für  oo*  in  die 

BO 

Formel  p'  =  --r    "wTTl 7n  (*°*  "~  '^^^  ®"^»  '^^  erhält  man 

{A  —  -D)  \A  —  o; 


,1 


P    =  71 


J5(7(|ii«  — X'O      /         y^'^  —  v 


0~a-'-:i^'"^>)' 


(A  —  B)  {A  -  C)\         (i'  -   l 

Ist  2?i  der  Werth  von  p,  welcher  g?  =  0  entspricht,  so  wird  pl  =  — w^2 — 7i 

{A  —  IS)  {A  —  C) 

und  mdem  man  noch  %^  =    ^  _  .^  =  »"__  "4  '  ^.  Ti~_ZT^  setzt,   gewinnt   man 

p  unter  der  Form  

p  =  Pj  ]/l  —  x^  sin^  qp , 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  p  immer  positiv  ist,  da  die  Polodie  die  Axe   der  a 
umgibt  und  also  p  stets  auf  die  positive  Axe  fällt. 

Bildet  man  nun  mit  Uülfe  von  to'^  =  f*^  —  (f**  -  *'')  »in*  9  und  mit  Rücksicht 
auf  die  Bedeutung  von  x*  die  Grössen  ©*  -  A*  =  (ft^  —  V)  (1  —  x'  sin'  y), 
^*  —  CO*  =  (fi'  —  V")  sin*  qp,    ü)*-*  -     v*  ==  (fi*  —  v*)  cos^g?,   so  wird 

dm 


^  "J"  „  V(o)*  — i*)(f*'~«'')K— O  =  (fi*-0  Vf*'— i'-8in9C089|/l  — x'sm»^ 
und  da  die  Differentiation  des  Ausdruckes  für  co* 

fio  --—  =  —  (tt*  —  V*)  sin  Qp  cos  g>  -rf 
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liefert,  so  ergibt  die  Vergleichung,  wenn  man  noch 

^«  - 1«  =  5^:--^  (2  r.c -(?')- n« 

setzt,  ^ 


wo  das  Zeichen  (— )   anzeigt,  dass  q>  mit   wachsendem  t  abnimmt.    Ist  (pQ  der 
der  Zeit  ^  »=  0  entsprechende  Winkel  9,  so  hat  man 


t-t. 


J_     /• dtp 

«^  J  Vi  —  X«  sin*  9 


und  wenn  ti  die  Zeit  bedeutet,  welche  verfliesst,  bis  qp  =  0  wird,  so  dass 

<f>p 


*       ^        «  J  >/l  -  X«  sin^  q> 


ist,  so  erhält  man 


f ,  —  t  =»  —    I  --__.^ ^ =  —  F  (w.  x),  wwa.  X 

«  J  Vi  -  X*  sin'»  y        ** 
0 

für  die  Zeit,  in  welcher  der  Winkel  (fo  —  V   boschrieben   wird.    Hieraus   folgt 
dann  9  als  Function  von  t,  nämlich 


Die  Zeit,  welche  erfordert  wird,  bis  der  Pol  J  ein  Viertel  der  Polodic  von  Scheitel 
zu  Scheitel  beschreibt,  entspricht  der  Winkeldifferenz  ^  n  und  wenn  man  sie  mit 
T  bezeichnet,  so  wird 

Xn 

d(p  1 

yi  —  X«  sin*  g>  ~"   « 

0 

Diese  Zeit  ist  für  alle  Viertel  dieselbe. 


k)  Es  ist  &)  =  y«»*  —  A*.    Indem  man  den  Werth  co*  =»  ^*  —  (;*'  —  v*)  sin'  g> 
einsetzt,  wird 

0  =  >/(^«  -  Ä»)  -  0*»  -  V«)  sin*  q>  =  Vii;»'^^;?  .  ]/l  -  ^^-^^  sin«  y . 


Man  sieht  hieraus,  dass  das  Maximum  von  o  gleich  Y^»}  —  /»*  und  das  Minimum 

|/r*  —  Ä*  ist  und  dass  dem  Maxixaum  die  Werthe  9  =  0,  tt,  2»,  3«,  4«,  .  .  . 
dem  Minimum  die  Werthe  y^-^xr,  Jw,  5«,  ^tt,  ...  entsprechen.  Da  der 
Badiusvector  v  der  Herpolodie  0  proportional  ist,  so  folgt  hieraus  die,  Fig.  122 
angegebene  wellenförmige  Beschaffenheit  dieser  Curve,  vermöge  welcher  sie 
zwischen  zwei  concentrischen  Kreisen  um  den  Punkt  P  eingeschlossen  ist.  Je 
nachdem  der,  einer  Welle  entsprechende  Centriwinkel  mit  2  n  commensurabcl  oder 
incommensurabel  ist,  wird  die  Herpolodie  in  sich  zurückkehren  oder  nicht  zurück- 
kehren, d.  h.  algebraisch  oder  transcendent  sein. 
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Setzt  man 

,^         _    ^'_ £^i^* -tA^l^)' 

'         $^^  l'')  (f*'  —  Ä*)«  ^  B{B~-^  A)  G* (2Ti C -Ö'O ' 

80  hat  man  mit  Hülfe  der  unter  h)  entwickelten  Formel  -,—  =  /*  —  — ^ 

^  dt  ö* 

dq) 


a  =  a^  ]/l  —  <;- sin*  9,    du  ==  hdt  —  f — 


(1  —  <7*  sin*  qp)  y  1  —  X*  sin*  tp 

sodass  also  der  Winkel  u  durch  ein   elliptisches  Integral   dritter  Gattung  dar- 
gestellt werden  kann.   Entspricht  dem  Winkel  7  ==  7o  ^^^  Werth  ^  as  ^^ ,  so  wird 

<p 

und  wenn  t*  =  w^  wird  für  i  =  ij ,  9  =  0 ,  so  folgt 

«.  -  «„  =  A  («.  -  «„)  +  f  f- ^-r^-^^7~^==^ 

J  (1  —  flf*  sm*  q>)  y  1  —  x*  sm^  q> 
0 
und  hiermit 

t*  -  Ml  =  7»  («  -  <i)  -  /-   / ^*^,  = . 

J  (1  —  i7*  sin*  €p)  y  1  —  H*  sin*  9 
0 

1)  Es  bleiht  noch  der  besondere  Fall  zu  erörtern  übrig,  dass  G*  —  2  T^  JB  »»  0 
ist.    Hierfür  hat  man,  wie  sich  aus  den  Formeln  h)  ergibt, 


h,    ^  =  Ay-^^(C  +  4-B),   A  =  0,  <;  =  0, 


1,     /■=!, 


jI/B    C-B  ,.  ,i/B    B-Ä      „       ,-,/(G-B)(B—A) 

Hiermit  wird 

, .         dq)         cos  9  dq>        (2  •  sin  qp  1  +  sin  qp 

COS  9         cos*  9         1  —  sin*y      -^         1  —  sin  9 
und  wenn  man  intcgrirt  und  9  =  0  der  Zeit  t  =  0  entsprechen  lässt, 

sin  qp  =  —- ;——  ,      coa  np  «= . 

Ferner  wird 

p  =3  Pj  cos  qp ,     q  =:  h  sirifpf     '*  =  '*i  cos  qp 

und  wenn  man  i>*  +  r*  =  |)J  +  rf  =  m*  setzt 

h'  ^  p* 

welche  Gleichung  sich  leicht  in  eine  Gleichung  für  die  beiden  Ellipsen  umsetzen 
lilsöt,  in  welche  sich  die  Polodie  in  dem  Falle  6'*  —  2  2\2^  =  0  auflöst.  Man 
erhält  weiter  du  =^  hdty  a  =  n  cos  qp,  also 

U  e=B  ht,        O   = ' 
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Es  rotirt  mithin  der  Radiusvector  der  Herpolodie  mit  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit nm  den  Punkt  P  und  seine  Länge,  welche  Q  proportional  ist,  nähert  sich 
fortwährend  der  Null.  Die  Herpolodie  ist  daher  eine  Spirale^  welche  sich  dem 
Pole  P  asymptotisch  annähert. 

m)    Wir  wollen  die  Resultate  der  vorstehenden  Untersuchung  nebst  leichten 
Folgerungen  übersichtlich  zusammenstellen: 

I.  G*  —  2T^B<o,  a<:b<:g 


dt^-^1  -       ''^ 


'         A{C-  A)  «  y  1  -  X*  Bin»  9 

^'         B{B  —  A)  '  ABC  ^      '  '' 

r=^r   on^n.  .        G^-2T,A  ,       C-B     G^-1T,A 

T  =^  Ji    COS  CP  ,  v2    —   _  »  V*  — • = —  . 

^'  ''"    C{Q-A)'      ^"B-A    2T,G-G^' 

f(l(p 


a^tü^  yi  —  g*  sin*  9,  du==^hdt ^-^^ :-r-:=r-,  h=2T,:G, 

(1— <;*  sin*  9)1/1  — X*  sin*  qp 

(G^-'2T^A)(2T^C-G')       _       CA  {G'-^^T.BY       ^_G\     0--B 

'^  GAG*  '  ^  '^  B(B-A)'  G^(2T^C-G^f  ^  ""5    2l\C-G* 

In  dem  Specialfalle  B  ^^^  C^  d.  h.  wenn  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid 
um  die  Axe  a  ist: 

»  =»  0,    ndt  =  dqp, 

f/  =»  0,    dl»,  =  /ir?«  —  /"dqp  ==  (/*  —  fn)  dty 

22\B^G'  G^-2T,A  (G^-2T,A){2T,B^G^) 

^'        A(B-A)'    ^'"^^  BlB^Ay       »  ""  ABG^ 

II.  G*  —  2  r,  5  >  0.  Dieser  Fall  reducirt  sich  auf  I. ,  indem  man  die  Be- 
zeichnung ändert,  d.  h.  das  kleinste  Hauptträgheitsmoment  mit  C  bezeichnet,  so- 
dass A'^  B'^  C  vorausgesetzt  wird. 

III.  ö>  — 2TiP  =  0. 

,       .^B{C—B)       ^         ,^,  2h 

l>-i^,cosp,    |,J  =  Ä*-j|^— ^^,     du^hdt,    ö  =  ;„T^7-nl» 

n)  Es  bleibt  nun  noch  der  letzte  Theil  unserer  Aufgabe  übrig,  die  Bestim- 
mung der  Lage  des  beweglichen  Systems  gegen  das  feste  Coordinatonsyslem  der 
x^  y^  z  zur  Zeit  t.  Dies  kann  geschehen,  indem  wir  die  Cosinusse  a,  &,  c; 
a\  b\  c\  a\  b'\  d'  der  Richtungswinkel  der  Hauptaxen  des  CentralcUipsoids 
oder  indem  wir  die  Euler 'sehen  Winkel  9,  ^,  ^  (s.  B.  I,  S.  278)  als  Functionen 
der  Zeit  darstellen.  Wir  wählen  die  constante  Richtung  der  Axe  des  Paares  G 
zur  J-Axe,  also  die  a;i/- Ebene  parallel  der  invariabclen  Ebene.  Dann  erhalten 
irir,  da  die  Richtnngscosinusse  c,  c  ^  c  dieser  Axe  gegen  die  beweglichen  Haupt- 
axen  die  Werthe  haben: 

c  as  sin  9  sin  ^,     c  =  cos  9  sin  ^,     c '  =  cos  % 

und  Ap^  Bq^  Cr  die  Componenten  von  G  sind: 

Äp  mm  G  sin  (p  »in^,     Bq  »  6^  cos  9  sin  '0-,     Cr  '^  G  cos  •&, 
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sodass  also  sogleich  angegeben  werden  kann: 

cos^»-^.       tgy-^. 

Um>^  zu  finden,  geben  die  beiden  ersten  der  drei  Gleichungen  am  Ende  von 
B.  I,  S.  279 

p  sitifp  -\-  q  cos qp  ==  sm^  -j^ 

und  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Gleichungen,  wenn  man  mit  sin^ 
beiderseits  multiplicirt : 

oder  mit  Hülfe  der  Gleichung  -4p*  +  Bq^  +  (7r*  =-  ST, 

Es  ist  2  Ti  —  Cr^  =  Ap^  +  Bq^  stets  positiv,  ebenso  G*  —  C*r»  =  ^"p*  +  B*g'; 
mithin  wächst  '^  mit  t  gleichzeitig.  Dies  heisst  soviel,  als  die  Eiiotenlinie  der 
beweglichen  Hauptebene  (a^  des  Centralellipsoids  mit  der  invariabelen  Ebene 
dreht  sich  fortwährend  in  demselben  Sinne  um  die  Axe  des  Paares  G.  Nach 
Substitution  des  Werthes  von  r*  aus  e),  wodurch 

2 r,  —  Cr*       Oi—  C)  {B  —  G)  ^T^  —  ABC  {(a^  — ^  _    if  —  <»* 

C?*  _  CH'  ^  (A  —  C)  {B  —  C)~G^  —  ABG^  (w*  —  v*)  ""  C  (J-  co*) ' 

wird,  wenn  man  abkürzend 

{A  —  G)(B  —  G)  h  —  ABG  •  v*  =  ABG  -  H, 

{A  -  G)  {B  ^G)G^—ABG^'  v' ^  ABG  -  J 
setzt,  kommt: 

G     H-(o''^       G     11-  a^  (od<o 

G     J  -  (o*  C     J  —  10'     |/((u*  — A'-*)(^«  — o,*)(a)*-v*) 

wodurch  V'  mit  Hülfe  eines  elliptischen  Integrales  erster  und  eines  solchen  dritter 
Gattung  dargestellt  werden  kann. 

0)  Den  speciellen  Fall  B  =^  A  kann  man  leicht  direct  behandeln.  Die 
Euler' sehen  Gleichungen  werden  hierfür,  wenn  mau  {A  —  G):A  =  {A  —  C):B=fi 
setzt : 

Es  bleibt  also  die  Componente  r  der  Winkelgeschwindigkeit  in  Bezug  auf  die 
Rotationsaxe  y  des  Centralellipsoids  constant:  r  =  ro.  Aus  den  ersten  beiden  Glei- 
chungen erhält  man  p  -^-j-g  —^  =  0  und  mithin  p'^+q*  =  **§,  wo  Mq  c>°®  weitere 

(tt        dt 

Constante  bezeichnet,  nämlich  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Projection  der 
Momentanaxe  auf  die  Ebene  des  Aequators  des  Centralellipsoids.  Demnach  ist 
die  Winkelgeschwindigkeit  od  selbst  constant ,  co*  =  p*  +  2*  +  ***=*  wj  +  **«  • 
Mit  den  Axen  a,  ß  bildet  die  Momentanaxe  veränderliche  Winkel,  ihr  Winkel 
mit  y  aber  ist  constant  und  sein  Cosinus  r^  :  (o.  Demnach  ist  der  Kegel  der  Mo- 
mentanaxen  im  System  ein  gerader  Kegel  um  die  Axe  y  und  die  Polodie  ein  Kreis; 
in  Folge  dessen  behält  der  Semidiameter  l  des  Centralellipsoids,  welcher  in  die 
Momentanaxe  fällty  constante  Lämre  und  ist  die  Herpolodio  gleichfalla  ein  Kreis 


IV. Th.,  Cap.  III,  §.  6.    BewegpiDg  eines  unveräDderl.  Syst  ohne  contin.  Kräfte.       443 

in  der  invariabelen  Ebene  um  den  Fusspunkt  P  der  Axe  des  Paares  G  mit  einem 
Radius  gleich  der  Projection  von  l  auf  diese  Ebene;  der  Kegel  der  Momentan- 
axen  im  Baume  ist  mithin  ebenfalls  ein  gerader  Kreiskegel  %m  die  Axe  von  G. 
Da  beide  Kegel  sich  berühren,  so  folgt,  dass  die  Momentanaxe  fortwährend  in 
die  Ebene  der  Axe  y  und  der  Axe  des  Paares  G  fällt 

Differentürt  man  die  erste  Euler' sehe  Gleichung  und  eliminirt  -^  mit  Hülfe 

der  zweiten,  so  kommt: 

d^P    .      i   n  ^  l    dp 

^^i  +  t^'np  =  0,    wozu  2  =  —^. 

Demnach  werden 

p  ==^  a  cos  fifo*  +  h  »in  ftfo^,    g  =»  —  a  sin  fir^i  +  6  cos  fif^^ 

Die  Constanten  werden  durch  die  Anfangswerthe  p^^  q^  von  py  q  bestimmt  und 
wenn  s  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Axe  Uq  für  t  =  0  mit  der  Axe  ß  bildet, 
80  ist  Pq  =  Uq  sin  5 ,  3o  =  ^o  <^08  s.  paher  wird  a  =  Po  =  Wq  sin  t ,  6  =  g^  =  m<j  cos  s 
und  folglich: 

p  ==u^  sin  ((irj  +  e) ,     q  =  u^  cos  (t^r^t  +  e). 

Weiter  hat  man: 

Hieraus  ergibt  sich,  wenn  man  den  Anfangswerth  von  q>  mit  qp^  bezeichnet, 
9  =  9o  +  f*^o^»  sowie  t/>  =  -j^^ 7V"2~~2"  *  +  'V'o-     ^^   bewegt   sich   mithin  die 

Cr  (•    T^y 

Knotenlinie  des  Aequators  und  der  invariabelen  Ebene  in  letzterer  mit  constanter 
Winkelgeschwindigkeit  und  entfernt  sich  ein  beliebiger  Radius  des  Aequators  von 
dieser  Knotenlinie  gleichförmig.  Die  Neigung  der  A  equatorcbene  gegen  die  in 
variabele  Ebene  bleibt  constant. 


Von  Schriften,  welche  für  die  Entwickelung  des  Problems  der  Rotation  ohne 
Einfluss  von  continuirlichcn  Kräften  von  Bedeutung  sind,  führen  wir  folgende  an : 

Eni  er,  L.,  Du  mouvcment  de  rotation  des  corps  solides  autotir  d'un  axe 
variable.  Man.  de  VAcad.  de  Berlin  1758,  pp.  164  -193  (17G5  gedruckt).  — 
Desgl.  eine  Abhandlung,  ubendas.  1760.  —  Theoria  motus  corporum  solidorum. 
^stock  1866. 

Cayley,  Üeproduction  of  Euler' s  Memoir  of  1768  on  thc  rotation  of  a  solid 
hodij.  Quarterly  Journal  of  pure  and  appl.  MatJicm.  Vol.  IX  (1868),  pp.  361 — 373.  — 
Chi  the  geometrical  representatiofi  of  tJie  tnotion  of  a  solid  hody.  Cambridge  and 
Dublin  matliein.  Journal,  Vol.  X  (1846),  pp.  164  —  167.  —  On  tJie  rotation  of  a 
solid  body  round  a  fixed  point.    Ibid.  pp.  167—173  und  264— '274. 

Poinsot,  TJieorie  de  nouvelle  de  la  rotation  des  corps  1834  u.  1861.  S.  S.  426. 

MacCullagh.    S.  S.  427    woselbst  sämmtlichc  Arbeiten   dieses  Autors  über 

die  Rotation  angeführt  sind. 

Rueb,  A^S.,  Rotterdamens.,  Specimen  inaugurale  de  motu  gyratorio  corporis 

rigidi  nutta  vi  acceleratice  sollicitati.   Trajecti  ad  Rhenum  1834.   Erste  Darstellung 

der  CoeflQcienten  a,  &,  c,  ...  als  Functionen  der  Zeit. 

Legendre,  Traitd  des  fanctions  elUptiques.   Paris  1826—28,  T.  I,  p.  366— 410. 

Jacobi,  Sur  la  roitUion  d'un  corps  ^  lettre  adrcss6e  ä  VAcad.  des  Sciences. 
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Crelle's  Joorn.   B.  89  (1860),  S.  239  —  350.    Die   Abhandlung   stammt  ans   dem 
J.  1849. 

Sylvester,  On  the  motion  of  a  rigid  body  acted  an  by  no  extemdl  forces, 
rhilosoph.  Transact.  Vol.  166  (1866),  pp.  757-779. 

Weierstrass'  Methode  ist  im  Auszuge  mitgetheilt  von  Natani  im  Artikel 
„Rotation**  in  Hoffmann's  mathem.  Wörterbuch. 

Schellbach,  die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta- 
functionen.    Berlin  1864,  S.  404  —  440. 

Brill,  Sül  probletna  delVa  rotazione  dei  corpi,  Creinonay  Anncdi  di  maiem. 
pura  ed  appl.    Serie  II,  T.  III  (1869),  p.  33. 

Chelini,  Detemiinazione  analitica  della  rotaziotie  d£  corpi  liberi  secondo  i 
concetti  del  Signor  Poinsot,  Memorie  deW  Accad.  di  Bologna^  T.  X  (1859), 
pp.  583  —  620.  Dieser  Arbeit  folgt  neben  der  Abhandlung  von  Poinsot  vorzugs- 
weise unsere  Darstellung  des  Problems  der  Rotation. 

Kirchhoff,  Vorlesungen  über  mathematische  Physik.  Leipzig,  Teubner  1876. 
S.  62  —  77. 

Greenhill,  Solution  of  tJie  eqiuUions  of  motion  of  a  rigid  body  moveabU 
about  a  fixed  point  under  the  action  of  no  forces,  Quarierly  Joum.  of  pture  and 
appl.  MatJiem.  Vol.  XIV  (1877),  p.  182.  Im  Anschluss  an  KirchhoflTs  Vorlesungen. 
—  Solution  of  Etder's  equations  of  motion  by  means  of  elliptic  functions.  Ibid. 
pp.  265—271. 

Siacci,  Della  rotazione  dei  corpi  liberi.  Metnoria  I*  e  II^\  Napoli  1877. 
{Mem.  della  Societä  dei  XL,  Serie  lü,  T.  IV.) 

Hoppe,  Ueber  die  freie  Bewegung  eines  Körpers  ohne  ^inwirkimg  eines 
Kräftepaars.  Grunert- Hoppe,  Archiv  för  Mathem.  und  Physik  B.  64  (1879), 
S.  363  —  372. 

Bour,  Cours  de  mecanique  et  machines.  Paris  1865—74.  Fase.  lU,  p.  147—166. 

Routh,  An  elementary  treatise  on  the  Dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies. 
S^^  edit.  London  1877,  p.  404  —  443. 

Battaglini,  Trattato  eletnentare  suUa  meccanica  raziancde,  Napoli  1873. 
Vol.  II,  p.  317  —  354. 


§.  7.  Freie  Bewegung  eines  unveränderlichen  schweren  Systems. 
Wenn  Kräfte  das  System  afficiren,  welche  einer  Einzelkraft  fortwährend  äqui- 
valent sind,  die  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurchgeht,  so  bestimmt  diese  dift 
Bowegimg  des  Massenmittelpunktes  und  damit  die  Translationsbewegung  des 
Systems,  hat  aber  keinen  Einfluss  auf  die  Rotation  desselben  um  eine  durch  diesen 
Punkt  gehende  Axe.  Das  Centralellipsoid  rollt  zugleich  auf  der  invariabelen  EbenCi 
wie  bei  dem  Falle,  dass  gar  keine  continuirlichen  Kräfte  wirken.  Ist  das  System 
z.  B.  schwer  und  wird  demselben  ein  Anfangsgeschwindigkeitszustand  ertheilt, 
indem  es  z.  B.  einen  Stoss  erhält,  so  beschreibt  der  Massenmittelpunkt  eine  Pa- 
rabel, welche  die  Richtung  des  Stosses  zur  Tangente  hat  und  dreht  sich  nach 
den  Sätzen  des  §.  6  um  diesen  Massenmittelpunkt.  Erfolgt  der  Stoss  z.  B.  in 
einer  Hauptebene  des  Massenmittelpunktes,  so  ist  das  Paar  G  der  l^omentankräfte 
senkrecht  zu  der  dritten,  zu  dieser  Hauptebene  senkrechten  Hauptaxe  und  dreht 
sich  das  System  fortwährend  um  diese.  Ist  es  eine  homogene  Kugel,  so  ist  jede 
Ebene  des  Massenmittelpunktes  Hauptebene  und  dreht  sich  die  Kugel  foriwSihrend 
um  den  Durchmesser  senkrecht  zu  der  Ebene  des  Massenmittelpunktes »  welche 


IV.Th.,  Ci^.  III,  §.  7.  Freie  Beweg,  e.  unv.  Syst.  unter  Einflass  e.  Paares,  wenn  A=  B.  445 


die  StoBsrichtung  enthält.  Anziehungen  der  Kugel  durch  andere  Massen  ändern 
nichts  an  dieser  Bewegung,  da  sie  immer  einer  Einzelkraft  äquivalent  sind,  welche 
durch  den  Massenmittelpunkt  geht.  Ist  das  System  eine  schwere  Linie  (dünner 
Stab),  so  dreht  sie  sich  um  ihren  Massenmittelpunkt  und  bleibt  dabei  stets  in 
einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ebene.  Wird  das  schwere  System  von  einem 
momentanen  Stosspaare  afficirt,  so  sinkt  der  Massenmittelpunkt  in  einer  Verti- 
kalen und  dreht  sich  das  System  um  ihn  um,  wie  in  §.  6. 

§.  8.  Ein  unveränderliches  System,  dessen  Centralcllipsoid  ein 
Rotationsellipsoid  ist,  bewegt  sich  unter  Einwirkung  eines  conti- 
nuirlichen  Kräftepaares  vom  Axenmomente  Gi^);  man  soll  die  Be- 
wegung desselben  um  den  Massenmittelpunkt  S  bestimmen. 

1.  Es  sei  (Flg.  124)  SC  die  Rotationsaxe  des  Centralellipsoids ,  G  das  Träg- 
heitsmoment um  sie  und  Ä  =  B  das  gemeinschaftliche  Trägheitsmoment  um  alle 

ery 


Fig.  124. 

za  SC  senkrechten,  die  Aequatorebene  erfüllende  Axen;  es  sei  femer  SG  die  Axe 
des  Axenmomentes  G  der  Momentankräfle  zur  Zeit  t  und  werde  senkrecht  zu  ihr 
die  Tangentenebene  an  das  Ellipsoid  gelegt,  welche  im  Punkte  J  berührt  und 
die  Momentanaxe  8J  bestimmt.  Da  die  Normale  des  Ellipsoids  in  J  parallel  SG 
ist  und  die  Rotationsaxe  SC  schneidet,  so  fallen  SC^  SG,  SJ  in  eine  Ebene. 
Ist  das  Ellipsoid  ein  Sphäroid  (abgeplattetes  Rotationsellipsoid),  so  fällt  SG 
zwischen  SC  und  SJ  und  ist  C  >•  J. ;  ist  es  ein  verlängertes,  so  liegt  SJ  zwischen 
SC  rmd  SG  und  ist  C  <  A,  Bezeichnet  t  den  Winkel  {SG,  SJ),  u  den  Winkel 
{SG,  SC)  und  0  den  Winkel  {SC,  SJ),  so  wird  für  das  Sphäroid  o  =  u  +  t, 
fär  das  verlängerte  Ellipsoid  o  *=  u  —  t;  man  kann  aber  o  =  u  —  i  für  beide 
FäUe  gelten  lassen,  indem  man  i  als  negativ  ansieht  im  Falle  des  Sphäroids. 

Das  Trägheitsmoment  H  um  die  Momentanaxe  SJ  ist  Jf^a^  sin'o  -f  Ccob^o; 
nach  der  Theorie  der  Momentankräfte  ist,  wenn  o  die  Winkelgeschwindigkeit 
des  Systems  bedeutet,  die  Gomponente  von  G  um  die  Momentanaxe  aiH='Gcosi 
und  sind  eo  und  G  von  gleichem  Zeichen,  da  i  stets  •<  ^tt  ist.  Zerlegt  man  die 
Winkelgeschwindigkeit  in  die  Componenten  oo  cos  o  und  co  sin  o  um  die  Haupt- 
axen  SC  und  SA  und  ebenso  das  Axenmoment  G  in  die  Componenten  G  cos  u 
und  G  Bvau  nach  denselben  Axen,  so  hat  man  nach  Cap.  I,  §.  9,  S.  369 

G  cos  u  »-  CoD  cos  0,     G^  sin  u  s*  .^ 00  sin  o, 
aus  welchen  Gleichungen  man  weiter  zieht 

Ctgu  —  ^tgo,    ö  =  «(^>8in«o  +  C7«co8>o)i,    « ==  ö^ (^^  +  ^^)* • 
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Da  die  Elementarbewegung  des  Systems  durch  ut  und  o  oder  auch  durch  G  und 
u  bestimmt  ist,  so  sind  von  den  sechs  Grössen  G^  o,  IT,  u,  t ,  o  nur  zwei  von 
einander  unabhängig;  daher  bestehen  zwischen  ihnen  vier  Ton  einander  unab- 
hängige Gleichungen. 

2.  Wirken  keine  continuirlichen  EiUfte,  so  bleibt  G  geometrisch  constant 
und  behält  die  Tangentenebene  des  Ellipsoids  constanten  Abstand  von  S,  Daher 
liegen  alle  Punkte  /,  welche  im  Laufe  der  Bewegung  Pole  werden,  auf  einem 
Parallelkreise,  d.  h.  die  Polodie  ist  ein  Parallelkreis  und  der  Polodienkegel  ein 
Rotationskegel  um  die  Axe  SC.  Ebenso  ist,  weil  SJ  constant  bleibt,  die  Herpo- 
lodie  ein  Kreis  und  der  Herpolodienkegel  ein  gerader  Kegel  um  die  invariabele 
Axe  SG  als  Rotationsaxe  (Fig.  125).  Während  der  Polodienkegel  auf  dem  Her- 
polodienkegel  rollt,   liegen  SC,  SJ,  SG   stets   in   einer   Ebene.     Die   Winkel- 


Fig.  i2r>. 


geschwindigkeit  o,  welche  vermöge  der  constanten  Beschaffenheit  von  SJ  con- 
stant bleibt,  kann  in  zwei  Componenten  t),  W  um  SC  und  SG  zerlegt  werden 
(Fig.  124).    Dieselben  sind  mit  o  durch  die  Dopx>elproportion  verbunden: 


n 


^ 


00 


smt 


sm  0 


smu 


t  =  w  —  0, 


Indem  man  diese  Componenten  die  Winkelgeschwindigkeit  oo  vertreten  lässt^ 
substituirt  man  dem  Rollen  des  Kegels  SJ  auf  dem  Kegel  SG  als  äquivalent  die 
Rotation  des  Systems  um  die  Axe  SC  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  in  Ver- 
bindung mit  der  Rotation  der  Ebene  CSJ  um  die  feste  Axe  SG  des  Raumes  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  W.    Beide  Componenten  sind  constant. 

Durch  die  Componente   ^  wird  die  Axe  SC  um  SG  herumgeführt    Denkt 

man  sich  die  invariabele  Ebene  durch  S  ge- 
legt,   so    schneidet    die    Aequatorebene    des 
Systems  sie  in  einer  Geraden  SK,  der  Knoten- 
linie  der  Bewegung   und   diese    Knotenlinie 
schreitet  auf  der  invariabelen  Ebene  fort.    Mit 
Rücksicht  hierauf  nennt  man  die  Componente 
^^  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Prä- 
r     cession  oder  auch  kurz  die  Präcession  des 
Systems  oder  die  Präcession  der  Knotenlioie. 
Die  Lage  der  Systemaxe  SC  gegen  die 
invariabele  Axe  SG^  die  wir  als  eine  Axe  der 
•  Fig.  126.  ^  ansehen  wollen  (Fig.  126),  welcher  wir  in 

der  invariabelen  Ebene  des  Punktes  S  irgend  zwei  andere  zu  einander  rechtwinklige 
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Axen  als  Axen  der  x  und  y  hinzufügen,  kann  bestimmt  werden  durch  den  Winkel  9^ 
welchen  SC  mit  der  xr-Axe  und  den  Winkel  {ßC\  o?)  =>  t/>  —  \n,  welchen  die  Pro- 
jection  SC  von  SC  auf  die  a;i/- Ebene  mit  der  rc- Axe  bildet,  wenn  man  mit  i/r  den 
Winkel  bezeichnet,  den  die  Enotenlinie  SK  mit  derselben  Axe  bildet.  Die  Präcession 


wird  dann  ^ 


dt 


.   Der  Winkel  9"  ist  hier  constant  gleich  u.  Im  allgemeineren 


Falle,  in  welchem  der  feste  Eegel  kein  Rotationskegel  ist  und  die  Axe  SG  nicht 
mit  einer  festen  Axe  z  des  Raumes  zusammenfallen  wird,  ist  derselbe  veränderlich 

und  nennt  man  die  Winkelgeschwindigkeit  ©  =  — ,   mit  welcher   SC  sich   um 

die  Enotenlinie  iSi^  umdreht,  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Nutation  oder 
auch  die  Nutation  der  Axe  SC  gegen  die  feste  Axe  SZ,  In  unserem  Falle  ist 
die  Nutation  gleich  Null. 

Aus  den  Gleichungen 

sin  0 


n 


CO 


sin  i 

sinu 


CO 


G  cosu  s»  Co  coso, 
G  ^inu  =^  A(o  sin o, 

sin  (u  —  o) 


jp" 


CO 


smu 


sin  u 


==  CO  cos  0  — 


CO  cos  u  sm  0 
sin  u 


CO  cos  0  —  W  cos  u 


ergibt  sich 


G  ^  Ata 


sm  0 
sin  u 


A^,  Cn='C(ocoao  —  C^coQU=:=(G-'CW)cosu='{A—C)Wco8u. 


Aus  G  tss  AW  folgt,  dass  die  Präcession  gleiches  Zeichen  mit  G,  also  auch  mit 
m  hat,  aus  n  =»  co  17^7^:,  dass  n  mit  t  das  Zeichen  wechselt,  also  negativ  wird 


smu 
fOr  das  Sphäroid. 

3.  Ist  das  System  zur  Zeit  t  der  Einwirkung  des  conti nuirlichen  Paares  vom 
Axenmomente  GC^)  unterworfen,  so  fugt  dieses  dem  Axenmomente  G  der  Momentan- 
kräfte das  Elementaraxenmomcnt  GG*=^Gi^)dt  hinzu  (Fig.  127),  welches  sich  mit  G  zu 

dem  Axenmomente  G'  der  Momentankräfbe 
für  die  Zeit  t  -\-  dt  geometrisch  verbindet. 
Indem  man  senkrecht  zur  Axe  von  G'  eine 
Tangentenebene  an  das  Centralellipsoid  legt, 
findet  man  den  dieser  Zeit  entsprechenden 
Pol  J'  und  die  zugehörige  Momentanaze  SJ\ 
Dieselbe  föllt  in  den  Meridian  CSG'  des 
Ellipsoids,  welcher  SG'  enthält.  Je  nach 
dem  Gesetze,  nach  welchem  G(X)  geometrisch 
variirt,  kann  durch  Fortsetzung  dieser  Con- 
struction  die  Curve  (J),  der  Eegel  {SJ),  sowie 
der  feste  Eegel,  auf  welchem  dieser  rollt, 
die  Winkelgeschwindigkeit  co,  überhaupt  die 
ganze  Bewegpmg  infinitesimaliter  bestimmt 
werden. 

Für  die  analytische  Behandlung  empfiehlt  es  sich  in  unserem  Falle,  wo  ^  » ^ 
iat,  nicht  die  Euler^schen  Gleichungen  zu  gebrauchen,  sondern  drei  andere,  deren 
Benotznog  zuerst  fiosal  {CifUmatigue  pure  p.  849)  gezeigt  hat.    Es  seien  Sxy 


Pig.  127. 
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Sy,  Sz  (Fig.  128)  drei   feste  rechtwinklige   Coordinatenaxen ,   iSf|,   Stj^  St  aber 
drei  andere,  dem  System  angehörige  und  mit  ihm  bewegliche  Axen,  welche  wir 

folgendermassen  wühlen.  Zur  Axe  5|  nehmen 
wir  die  Rotationsaxe  SC  des  CentralellipsoidSf 
zur  Axe  Srj  die  Knotenlinie  SK,  in  welcher  die 
Acquatorebene  desselben  die  feste  xy -'Ebene 
schneidet,  zur  Axe  Si  aber  die  zu  beiden  senk- 
rechte Projection  der  Axe  SC  auf  die  Aequator- 
ebene.  Diese  drei  Axen  sind  Hauptaxen;  die 
erste  bleibt  während  der  Bewegung,  aber  die 
beiden  letzteren  wechseln  von  Moment  zu  Mo- 
ment. Der  Winkel,  welchen  die  Axe  S^  mit 
der   festen    e-kxe   bildet,    sei  ^   und    folglich 

gegen 


Fig.  128. 


G 


dt 


die    Nutation    von    SC 


die 


jEf-Axe,  der  Winkel  A'^X  sei  fp  und  also  'tf;  —  ^n  der  Winkel  C  SXj  welchen  die 

Ebene  zCC  mit  der  5?.^- Ebene  bildet,  sodass  ¥''  =  ^  die  Präcession  der  Knoten- 

dt 

linie  SK  darstellt.    Wir  zerlegen  nun  zunächst  die  Winkelgeschwindigkeit  cd  um 

die  Momentanaxe  SJ  in  drei  Componenten  um  die  Axen  SC,  Sz  und  SK.    Die 

Componente  um  SC  sei  n,  die  um  die  z-Axe  wird  ^  und  die  um  die  Enoten- 

linie  SK  wird   G  sein.    Wir  zerlegen  hierauf  weiter   ^  in   zwei  Componenten 

^  cos  ^  und   5^  sin  ^  um   SC  und  SS-    Hierdurch   erhalten   wir  überhaupt   ab 

Componenten  von  ca  um  die  drei  beweglichen  Axen  SC^  SK,  S^: 

n  + W  coaJ»  um  SC,     G  um  SK,     ^sin^um/Sf. 

Da  diese  drei  Axen  Hauptaxen  sind,  so  werden  die  Componenten  G^,  G^,  G^  des 
Axenmomentes  G  der  Momentankräfte  um  sie  erhalten,  indem  man  die  Träg- 
heitsmomente dieser  Axen  mit  den  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  multi- 
plicirt,  nämlich 

Gl  s- C(n  +  ^cos^),     Gj=^(9,     G^^  AWe\n», 

Um  nun  zu  den  drei  Bewegungsgleichungcn  zu  gelangen,  welche  an  die  Stelle 
der  Euler'schen  Gleichungen  treten  sollen,  bemerken  wir,  dass  G^,  G^,  G^  die 
Coordinaten  des  Punktes  J  im  System  der  Axen  der  £,  17,  £  darstellen,  dass  also 

d  Cr,      dG^     dG^ 


dt  '     dt  '     dt 
die  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  von  J,  dass  aber  nach  B.  I,  S.  275 


G    9^  sin  ^ 


^^cos-^    G 
Gl        G^ 


^  sin  -e*    W  cos  'S- 

G^        6^3      I  '  G3  Gl 

die  der  Geschwindigkeit  des  mit  J  zusammenfallenden  Systempunktes  in  Bezug 
auf  dieselben  Axen  sind.  Die  Summen  der  beiderlei  Componenten  bezüglich  der- 
selben Axe  /S£,  St},  Si  stellen  aber  die  absoluten  Gcschwindigkeitscomponenten 
von  J  dar,  welche,  mit  den  Trägheitsmomenten  Ä,  C  multi plicirt,  den  Compo- 
nenten des  Axenmomentes  Gi^)  der  continuirlichen  Kräfte  äquivalent  sein  müssen, 

die  wir  mit  Gi^\  Gj^,  Gi^^  bezeichnen  wollen.    Hierdurch  erhalten  wir  als  die 

gesuchten  drei  Bewegungsgleichungen: 

G  -rrin  +  ^  cos  »)  =  G^i^>, 
dt^     '  '  *    ' 
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'-  +  (0-A)1"m 


m6-i-  CnViJ 


Ä  iin6  ^  +  (2A  —  C)  ev  eoa»  ~  Cne  =  oi'' - 

§.  9.  Als  Bpeciellen  Fall  wollen  wir  die  Aufgabe  behandela,  das  Paar  GOi 
so  cn  beitimmen,  daas  die  Präceüaion  W  und  die  Cotnponents  n  nm 
die  Rotationaaie  SC  cunataat  und  die  Nutatiou  9  Null  seien. 

1.  Wegen  der  constanten  Componente  n  ist  der  E^el  der  Momentanaxen  im 
STgtem  ein  Rofatdonakegel  am  SO  und  wegen  der  verBchwindeuden  Kutation  (des 
coDBtanten  Winkels  9)  beschreibt  die  Homentanue  im  absoluten  Ranme  gleich- 
falls einen  Rotationskegel  um  die  feste  Axe  SZ.  Die  Bewegung  ist  äquivalent 
dem  Bollen  eines  Rotati onakegels  im  System  anf  einen  Rotationskegel  im  ab- 
■olnten  Ranme  von  gegebener  Axe  und  Oefiiiung.  Dieselbe  unterscheidet  sich 
von  der  Bew^nng  des  §.  6  darin,  dass  die  Axe  des  Paares  G  der  Momentankräfle 
nicht  mit  der  festen  Axe  rasammen^lt,  sondern  eine  Eegelfl&ohe  beschreibt. 

1^  =.  0   folgt   mit   Hülfe    der    Be- 

<  0,   sodass 
hc08#+  Cn«*  sin* 


Aus  den  Bedingungen  6  =•  0,  "jr  *~  (*> 

wegangsgleichnngen  §.  8,  Nr.  3  C^''  =  fft'*  = 

G  (i)  =  G'''  =  {C  —  4)  9"  sin 


wird. 

Das  oontinnirliche 
BOr  Axe.    Da  9  —  0  ist 


Eräftepaar  GW  hat  daher  die  Enotenlinie  SK 
so  ist  0)  die  Resultante  von  n  und  V  und  föllt  die 


»ig.  11». 


Uomentanaxe  in  die  Ebene  CSZ.    Wenn  r  den  Winkel  bezeichnet,  den  SJ  mit 
SZ  bildet,  so  hat  man  daher  (Fig.  129) 

o>  sinr  =^  n  sinfi,    fl>  cosr  =  3'+  n  cos*. 
2.    Man  kann  dem  Aienmomente  GW  verschiedene  Formen  geben,    tat  ina- 
besondnre  g  der  Winkel  zwischen  SG  und  SZ,  ao  hat  man 

G  coa  (fr  ^  j)  =  Ca  cos  {&  ~  r)  —  C  {n  +  W  cos  »), 
a  lin  (d  —  f )  —  Au  sin  {»  —  t)  =•  AV  ain  6, 


a^g  — iC^A)V  nn»coB  9  +  Cnm 


4  50  Freie  Beweg,  e.unv.  Syst.  unter  EinflusBe.  Paares,  wenn  Ä^'B.  IV.Th.,Cap.  IIF,  §.  9. 

G  cosg  =»  {Ä  sin*-^  +  C  cos*-^)  W  +  Cn  cos  ^ 

folgen.    Die  Vergleichung  von  G^  sin  ^  mit  dem  obigen  Ausdrücke  für  G(^)  ergibt 

GW  ^G^  Bing. 

Dies  Resultat  interpretirt  sich  leicht,  wenn  man  bedenkt,  dass  6r(i)  die  Ge- 
schwindigkeit des  Endpunktes  von  G  darstellt.  Da  G  um  die  Axe  z  rotirt,  so 
ist  die  Geschwindigkeit  seines  Endpunktes  gleich  dem  Abstände  6^  sin  ^  des- 
selben von  der  5! -Axe  multiplicirt  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  W  um  diese 
Axe.  Da  diese  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Ebene  CSZ  ist,  so  folgt,  dass  G(^) 
in  die  Knotenlinie  SK  fällt. 

Da  6)  sin  (ß"  —  r)  r=  W  sin  9"  ist,  so  erhält  man  weiter  durch  Elimination  von 
W  die  Form 

sin  9"  ' 

welche  ursprünglich  von  Poinsot  gegeben  wurde  (Thiorie  des  cones  circuHaires 
roülants.  Liouville,  Joum.  de  math.  T.  XVIII  [1853],  pp.  41  —  70).  Man  gelangt 
zu  derselben  direct  auf  folgende  Weise.  Vermöge  der  Eigenschaften  des  Central- 
ellipsoids  bleiben  SC,  SG^  SJ  und  vermöge  der  Berührung  der  beiden  Kegel 
SCj  SJy  SZ  fortwährend  in  einer  Ebene.  Es  fallen  daher  die  vier  Geraden  SC^ 
SJ,  SG,  SZ  in  eine  Ebene,  welche  um  SZ  als  feste  Axe  rotirt,  wobei  SC  gleich- 
falls einen  geraden  Kegel  um  SZ  beschreibt.  Sind  nun  SC\  SG'  die  Lagen, 
welche  SC,  SG  nach  Yerfluss  des  Zeitelementes  dt  annehmen,  so  haben  die 
Pyramidenräume  SZCC  und  SZGG'  an  der  Kante  SZ  denselben  unendlichkleinen 
Winkel  und  besitzen  SC  und  SG  gleiche  Winkelgeschwindigkeit  um  SZ.  Zer> 
legt  man  also  die  Winkelgeschwindigkeit  <o  um  die  Momentanaxe  SJ  in  zwei 
Componenten  ^  und  n  um  SZ  und  SC,  so  sind  diese,  wenn  wieder  r  und  ^  die 
Winkel  bezeichnen,  welche  SJ  und  SC  mit  SZ  bilden 

sin  (d-  —  r)  sin  r 

ip"  =-  fl) 1_ i  n  =*  (o  -. — s  • 

sin  sm  v 

Die  letztere  ertheilt  OC  keine  Winkelgeschwindigkeit,  diese  Gerade  dreht  sich 
vielmehr  mit  V  allein  um  SZ.  Um  die  Winkelgeschwindigkeit  von  SG  zu  finden, 
bedenken  wir,  dass  das  Axenmoment  G  weder  seine  Grösse  noch  seine  Neigung 
gegen  die  Axe  SC  oder  SZ  ändern  darf,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit 
welcher  der  Kegel  der  Momentanaxen  auf  dem  festen  Kegel  um  SZ  rollt  und  die 
Winkel  d-  —  r  und  r  constant  bleiben  sollen.  Daher  muss  die  unendlichkleine 
Componente  Gi^)dt  vom  Axenmoment,  welche  sich  als  die  unendlichkleine  Linie 
GG'  am  Endpunkte  des  Axenmomentes  G  mit  diesem  zu  dem  geänderten  Axen- 
momente  G'  verbindet,  senkrecht  zur  Ebene  CSZ  sein  und  folglich  G(^),  von  S 
aus  aufgetragen,  in  die  Schnittlinie  der  Tangentenebene  der  beiden  Kegel  längs 
SJ  mit  der  auf  SZ  senkrechten  Ebene,  oder,  was  dasselbe  ist,  in  die  Knotenlinic 
des  Aequators  des  Centralellipsoids  mit  dieser  Ebene  fallen.  Dividiren  wir  da.her 
GG'==G(^)dt  durch  den  Abstand  G  sin  ^  =  G  sin  (^  —  m),  ivoGSZ^g, 
GSC  ^=»u  ist  und  durch  dt,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Winkelgeschwindigkeit 
Gi^)  :  G  Bin  g.   Daher  besteht  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  die  Gleichung: 

sin  (d  —  r)  6r(i)  ^,,,       God  sin  o  sin  (^  -—  r) 

<o -r—A—  «="  7^— T —  ,    woraus    Gi})  « —. — 5; ■  • 

sin  '8'  Cr  sin  ^  sm  9 

Man  ersieht  hieraus  zugleich,  da  in  diesem  Ausdrucke  blos  das  Produkt  Gm  vor- 
kommt und  CO  mit  G  gleichzeitig  den  Sinn  wechselt,  das  Gs  (^)  den  Sinn  mit  w 
nicht  wechselt. 


V.SjBt-iiiitotEinHusae.I'ai 


=  n.  401 


3.  Die  Zahl  der  SpecUlfäJlc ,  welche  in  Frage  kommcD  klicneo,  iet  groaa, 
Wir  -wollen  anoelunen,  es  sei  Ö<  Iw.  Siod  9,V,n  gegeben  (Fig.  139),  so  liefert 
da»  Parallelograiiiin  der  Winkelgeschwindigkeiten  die  Momentanaie  S.l,  m  und 
die  beiden  Kegel.  Sobald  J  bekannt  ist,  gibt  die  Tangente  in  /  an  den  Meridian 
des  Ünntralellipsoids  die  Aie  SO,  indem  diese  senkrecbt  zu  ihr  ist.  Das  Vor- 
zeichen von  W  uder  der  Sion  der  Fräeeasion  bestimmt  die  gegenseitige  Lage  der 
bejdeo  Kegel,  ob  eie  nämlich  sich  gleichartig  oder  entgegengeneiKt  berühren,  d.  h. 
auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  gemeiD!jcL;ift1ichen  Tnngenten- 
ebeso  liegen.  Im  letztt^ren  Falle  stimmt  der  Sinn  des  liolleus  mit  dem  Sinne 
der  Rotation  V  Qberein  und  hat  die  Enotenlinie,  wie  man  sagt,  eine  directe 
Pr&Ceasion.  Fallen  die  Kegel  auf  dieselbe  Seite  der  Tangenten  ebene  und  ist 
der  bewegliche  Kegel  stärker  gekrGmmt  als  der  feste,  so  tritt  das  Umgekehrte 
I  ein.  die  Präceauion  wird  retrograd,  iat  er  flacher,  als  jener,  so  wird  sie  direot. 
I  dem  Sinne  der  Gesohirindigkeit  des  Endpunktes  von  G  ergibt  sioli  der  Sinn 
9  Pures  GW;  er  wechselt,  wenn  SG  aus  dem  Winkel  9  in  den  Nebenwinkel 


ftj  Es  «ei  Wy-O,  n>0.  Die  Momentanaxe  SJ  fSUt  in  den  Winkel  9 
UmIh;  die  Kegel  berühren  sich  entgegengesetzt.  Im  Falle  dos  Sphüroids  (C^A) 
AUt  SO  iwiachen  .SJ  nnd  SC  und  i*t  f?Ci|  positiv;  im  Falle  des  veclänger1«n 
GlUtMoid«  (C<^)  nillt  SG  in  den  Nebenwinkel  nnd  ist  0<i)  negativ.  Im  einen 
FbUs  drSokt  G")  die  Regel  an  einander  an,  im  anderen  Falle  ist  die  Wirkung 
«la  O"'  eine  die  Kegel  aus  einander  haltende,  das  Eindringen  in  den  festen  Kegel 
bindttmde.  Fllllt  SG  in  den  Nebenwinkel  von  &,  so  würde  ohne  Hinsutritt  von 
Cr  IM  der  bewegliche  Kegel  auf  einem  Kegel  um  SG  als  Aie  rollen  und  dieser 
Kegel  nrnschliesHt  den  Kegel  mit  der  Axe  -Syf;  soll  also  der  bewegUcho  Kegel 
nicht  anf  jenem,  sondern  anf  dem  letzteren  rollen,  so  mnsa  das  Paar  GW  ihn  an 
D  aDdiiickon.  Poinaot  glaubte,  dasä  (illl  die  Kegel  stets  von  einander  tu  trennen 
strebe.  Bour  {Cummimication  ä  Ja  Sociitt  philotnalhimatiqiie  de  Paria  mr  la 
e6ne»  ronlants.  L' Institut ,  1966,  p.  404)  bat  dieae  Ansicht  bericlitigt, 

KlLUt  SG  mit  SZ  Eusammen,  so  witd  Gut  =>  ();   die  Bewegung  ist  die  des 
If.  6.    Fallt  SJ  und   folglich    auuh   SG  mit  SC  znsammen,  so   ist   RC)    eben- 
I  Nnll  und  zugleich  V  =  0.    Die  Rotation  findet  permanent  nui  die  Uaupt- 
ueSC  statt, 

^  <  0 ,  n  >  0  (Fig.  130).  Die  Momentannxc  tritt  aus  dem 
Winkel  ö  in  den  Nebenwinkel  Ober.  Ist  r  <  J  w, 
a/C  so  rollt  der  bewegliche  Kegel  gleichartig 
auf  dem  festen  (im  Innern),  SG  ftlllt  gluiob- 
falls  ausserhalb  des  Winkels  9;  6'i>)  iat  negativ 
nnd  sucht  die  Kegel  zu  trennen.  Wird  r  ^  ^ir, 
'  M  geht  der  feste  Kegel  in  eine  Ebene  über,  dar- 
Aber  hinaus  kehrt  er  aich  um,  die  Kegel  tie- 
rühren  sieb  ungleichartig,  6'('>  bleibt  negativ. 
Wird  r^  ix -}-9,  »o  geht  der  bewegliche  Kegel 
in  eine  Ebene  über  und  darüber  hintins  umgibt 
(ir  den  festen  Kegel.  GO  bleibt  negativ,  wie 
sehr  auch  immer  r  sieh  n  nähern  mCge,  wenn 
das  <'entnlallipsoid  ein  verlängertes  ist;  beim 
KpbUroid  kann  G<il  positiv  werdeu  und  die  Kegel 
an  einander  pressen. 


452  Freie  Beweg,  e.  nny.  Syst.  anier  Einflnss  e.  Paares,  wenn  A^=B,  IV.Th.,Cap.  III, {.  9 . 

c)  n  ="  0.  Die  Momentanaze  fällt  mit  SZ  zusammen  and  bleibt-  dieselbe^ 
obgleich  sie  keine  Hanptaxe  ist;  es  wird  r=— 0,  ^=»a»,  Gi^)  =*  G  »    .   ^' 

d)  n  •<  0.  Diese  Fälle  bedürfen  keiner  besonderen  ünterBaGhnng;  sie  er^ 
geben  sich  aus  den  Fällen  m  >  0  durch  Zeichen  Wechsel  von  G  und  V;  (7  (i)  be- 
hält das  Zeichen,  wenn  W  und  G  beide  wechseln. 

3.  Man  kann  zu  einem  Ausdrucke  för  das  Paar  Gi^)  auch  auf  folgendem 
Wege  gelangen.  Es  seien  o  und  r  die  halben  Oeffnungen  der  Kegel  JSC  und  JSZ, 
wie  früher.  Beschreibt  man  um  S  mit  dem  Radius  1  eine  Kugel,  so  erhält  mm 
auf  dieser  durch  die  beiden  Kegel  zwei  Kreise  8  und  cf,  von  denen  der  ersten 
auf  dem  letzteren  rollt.  Der  Schnittpunkt  J  der  Momentanaxe  mit  der  Kugel 
rückt  im  System  auf  8  und  im  absoluten  Räume  auf  a  fort,  indem  8  auf  c  hin- 
rollt. In  dem  Zeitelemente  dt  dveht  sich  nun  der  bewegliche  Kegel  um  die 
Summe  der  Contingenzwinkel  de  -}-  dt  beider  Kegelflächen  um,  wenn  diese  uf 
verschiedenen  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  liegen  (um  die  Dif- 
ferenz, wenn  sie  auf  dieselbe  Seite  fallen,  welcher  Fall  aber  in  dem  der  Summe 
inbegriffen  gedacht  werden  kann,  wenn  die  Vorzeichen  der  Contingenzwinkel  ge- 
hörig gewahrt  werden),  und  da  dieser  Winkel  auch  todt  ist,  so  besteht  die  Glei- 
chung mdt  '^  de  +  di.  Sind  nun  ds  und  da  die  beiden  sich  deckenden  Bogen- 
elemente  von  8  und  cf,  über  welche  der  Pol  J  während  dt  hinrflckt  und  sind 
9,  9'  die  Krümmungshalbmesser  der  Normalschnitte  der  Kegel  senkrecht  in  0/, 
so    werden    de  ^s^  ds  :  q\    ds  b^  de  :  q    und    da    ds  ^^  da    ist,    erhält    maa 

(odt  =■  da  ( 1 — r) .    Hierzu  kommt  9  =>  tg  0,  9'  satg  r  und  hiermit  wird: 

da  tgo  tgr 

dt  tgo  +  tgr 

Andererseits  aber  ertheilt  das  Paar  Gi^)  dem  System  um  die  Knotenlinie  «SJT,  in 
welche  es  fällt,  da  diese  eine  Hauptaxe  ist,  eine  unendlichkleine  Winkelgeschwindig- 
keit ndtj  welche  sich  mit  ca  zu  der  Winkelgeschwindigkeit  m'  um  die  Momentan- 
axe SJ*  des  folgenden  Momentes  nach  dem  Parallelogramm  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten zusammensetzt,  sodass  co'  dessen  Diagonale  wird.    Daher  ist 

mdt :  <D  sa  sin  J'SJ  :  sin  J'SK  ^m  da  :  1^ 
sodass  TT  =■  —  lind  folglich: 

dt  OD 

««      tg  0  tg  r 
tgo  -f  tg  r 

wird.  Dies  ist  der  Ausdruck  für  die  Winkelbeschleunigung  a,  welche  um  d^ 
Knotenlinie  zur  Winkelgeschwindigkeit  co  um  die  Momentanaxe  hinzatreten  mn*t 
damit  der  bewegliche  Kegel  auf  dem  festen  Kegel  rolle. 

Es  besteht  nun  aber  das  Paar  G^^\  welches  die  Bewegung  der  Kegel  w 
einander  erhält,  aus  zwei  Componenten,  dem  Paare  der  Centripetalkxftfte  und  dem 
Paare,  welches  von  den  Kräften  der  Winkelbeschleunigung  herrührt.  Ersterei  ^ 
die  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  des  Axenmomentes  G  der  Momentankiftfe 
bat  also  das  Axenmoment  Gm  sin  t,  wenn  %  den  Winkel  G8J  bezeichnet  QV 
dieses  fällt  in  die  Knotenlinie.  Wenn  dasselbe  nun  um  diese  Linie,  welche  00^ 
Hauptaxe  ist,  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit  ydt  enengt»  so  fBgt  ^ 
dem  Paare  der  Momentankräfbe  das  Elementaraxenmoment  Äfdt  wmGmBB  i«* 
hinzu,  woraus  folgt,   dass  die  Winkelbeschleunigung  desselben  um  die  IM^ 


W.'ni.,C(i[i.ni,g.9.  FreioBi!wcg.e.unv.SystuDterEiiiflus 


0fl> 


i  ist.  D&  □ 


i  das  geeniohte  Paar  mit  Keinem  AxenmomeDtc  i 


e  Enotenlinie  fUlt  nud  der  von  den  Ceatripetalkräfteii  Lerrührende  Theil  bereite 

I  diciei  Linie  liegt,  «o  mius  auch  der  Thei] ,  welcher  von  den  WinkelbeBcbleU' 

ingekräften   gegeben   wird,   in  dieae  Linie  fallen,     lat  a  die  Winkel beschlenni- 

,  welche  ibm  eutepricbt,  bo  ist  Bein  Axenmoment  Äa.    Es  bilden  aber  y 

taid  u  zDsainmen  das  obige  Es,  »odaBS  B  ^  y  -\'  a  iat.     Daher  hat  man 

tgotgr 


8  ".+  tg  r 
Bim  üt  aber 

(»  U  sin*  o+C  coa'  <»)    und 
L  %■  S,  Nr.  1),  woraus  folgt 

G  mni-~(A  —  C)  i. 
9  nach  einer  leichten  HeductiDii 


A 


[-^-tgocotg(r  +  o)] 


i  Biso  du  geenchte  Paar  wird: 


0[C-Aigi 


cotg  Cr  +  0)). 

einander  überführen,  indem 


I  kann  diese  und  die  Poingofsche  Form  leicht  ii 
Un  0,  C,  A  dnrch  &,  g  und  G  ansdrückt 

4-  Man  kann  dieselbe  Methode  anwenden  für  den  Fall,  daes  die  beiden  KegeJ 

ght  Kreiskegel,  aonderu  £egel  von  beliebigen  Basen  a,  o  sind.    Man  wird  nllm- 

1  die  beiden  sie  lUnga  der  Momentenaxe  oncalirenden  Kegel,  deren  Radien  q,  (' 

,  confltroiren   und  in   der  gemeinsamen  Tangentenebene  auf  SJ  ein  Perpen- 

tkel  Sn  errichten,  um  welches  aU  Axe  die  Wiukelbeachleanigung 


.-  +  ,• 

»  frflher,  lich  ergibt.    Dieselbe  xerfällt  wieder  in  zwei  Couponenten,  von  denen 

B  eine,  y,  von  den  CentripetalkrUften,  die  andere,  a,  von  den  Winkelbeachleuni- 

iDgtkjräften  herröhrt.,    y  und  a  fallen  aber   nicht  in  die  Gerade  STI.    Vielmehr 

^t  man  in  dem  Centrale! lipaoid  zur  Ebene  Gt>J  den  conjngirten  Diametor  za 

ui;  nm  ihn  erfolgt  y.    Bildet  die  Axe  von  y  mit  SU  den  Winkel  91,  so  folgt 

P  ^  y*  -f-  e'  —  2  Oy  cos  9.     Da«  Patir,  welches  a  gibt,  ist  so  zu  bestimmen,  da^s 

t  dem  Paare  Gm  xia  >  der  Centripetatkräfte  zusammen  die  Winkelbescbleuai- 

a  am  sn  hervorruft, 

.  Man  verdankt  die  Entwiekelungen  dieses  und  des  vorhergehenden  Piira- 
gnphea  grOsitentheils  Poinsot  und  Bour  (Court  de  micaniqite  et  viachina,  Paris 
1866— T(.  fasc.  Ilt,  pp.  latt— 183).     Poinsot  grüDdet  auf  sie  seine  Theorie  der 

KeasioD  der  Nachtgleichen  (Precemion  des  equinoxes.  Paris  1B&7).  Vgl. 
8.  265.  Klan  betrachtet  die  Erde  als  ein  abgeplatteteG  Rotationsellipsoid 
lOmogener  Hescliaffenheit  oder  aus  conceutrischen  Krusten  verschiedener 
igkeit  gebildet.  Jedenfalls  musa  dieselbe  hiernach  als  ein  System  von 
gleichen  Uauptträghoitamomenten  gelten.  Die  Beobachtung  zeigt,  ilasa  dien 
biroid  ULglich  am  aeine  Rotationsaxe  SC  sich  umdreht,  während  diese  seihat 
»  Aio  SZ  dor  Eldiptik,  wenn  nuoh  mit  sehr  geringer  Oeschwind igkeit,  rotirt 
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und  in  Folge  dessen  die  Knotenlinie  des  Erdäquators  und  der  Ekliptik  auf  dieser 
langsam  fortrückt.    Diese  Enotenlinie  verbindet  den  Frühlings-  und  Herbstnacht- 
gleichepunkt mit  einander  und  ihre  Drehung  um  die  Axe  der  Ekliptik  heisst  die 
Präcession  der  Nachtgleichen.     Sie  ist  dem  Sinne  nach  der  Erdrotation  ent- 
gegengesetzt.   In  Wirklichkeit  ist  nicht  SC  die  Momentanaze  der  Erde,  sondern 
eine  andere  Linie  SJ,  die  Diagonale  eines  Parallelograms ,  welches  SC  und  SZ 
zu  Seitenrichtungen  und  die  beiden  Geschwindigkeiten  der  Rotation  um  SC  mA 
SZ  EU   Seitenlängen  hat.    Die   Axe   SJ  beschreibt  daher  um  SC  einen  Kegel, 
welcher   auf  einem  Kegel  um  SZ  rollt  und   zwar  liegen   wegen   des    entgegen- 
gesetzten Sinnes  der  Rotation  die  Kegel  auf  derselben  Seite  der  Tangentenebene 
und  ist  der  bewegliche  Kegel  sehr  schmal. 

Sind  11  und  ^  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  SC  und  SZ  und  ist  a  die 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  SJ,  so  ist,  wie  oben  (Fig.  126) 

»  :  «  :  ^  =  sin  r  :  sin  ö"  :  sin  (d"  —  r) 

und  folgt  für  tg  r  ein  sehr  kleiner  Werth  und  für  o>  :  ^'^  eine  sehr  wenig  tob  1 
abweichende  Zahl.  In  Wirklichkeit  tritt  zu  der  Präcession  noch  eine  geringe 
periodische  Xutation  der  Erdaxe,  welche  hier  ausser  Acht  gelassen  ist  Damit 
die  Bewegung  der  Erde  in  der  angegebenen  Weise  zu  Stande  komme,  moes  ein 
Paar  O^^'  =  tu-  sin  o  cos  o  (J.  -f  ^  tg  o  cotgO^  um  die  Knotenlinie  drehend  wirken. 
Dies  Paar  rührt  von  den  Attractionen  der  Sonne  und  des  Mondes  her.  Würde 
dasselbe  plötzlich  aufhören,  so  würde  sich  die  Bewegung  der  Erde  ändern.  Der 
bew^liohe  Kegel  JOA  würde  nicht  mehr  auf  dem  Kegel  um  SZ,  sondern  vd 
einem  Kegel  um  OG  rollen,  nämlich  um  die  Axe  des  resultirenden  Paares  der 
Momeutankräfte ,  welche  dann  eine  constante  Richtung  annähme.  Die  Projektion 
der  Erdaxe  auf  die  Ebene  der  Ekliptik  und  in  Folge  dessen  die  zu  ihr  senkreclite 
Knotenlinie  würde  dann  nicht  mehr  eine  retrograde  Präcession,  sondern  nnr 
eine  kleine  Oscillation  zeigen.  Das  Paar  (rJ)  kann  dargestellt  werden  und  er- 
geben sich  aus  seiner  Betrachtung  für  die  Astronomie  wichtige  Folgerangen. 
In  Bezug  auf  diese  Darstellung  vgL  die  citirte  Schrift  von  Poinsoi  Die- 
selbe gibt  als  Einleitung  eine  sehr  lehrreiche  synthetische  Behandlung  einige 
hieher  gehöriger  Einzelprobleme.  Ueber  die  Bewegung  der  Erde  and  des  Monde« 
um  ihro  Massenmittelpunkte  vgl.  Rough,  lühmentartt  trt'aiise  oh  the  dynamics  of 
a  f »Stern  of  ritjifl  bodicf,  o-*  €dit.    London  1S71.  S.  407- -522. 

§.  10.  Als  Beispiel  für  die  fnne  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  in» 
widerstehenden  Mittel  gehört  hiehor  die  Bewegung  des  Bumerang  in  derLoft 
Nähens  hierüber  vgl.  Ihm  Kr d mann.  Erklärung  der  Bahnen  des  Bomerang 
^.PoggendoriTs  Annalen  B.  137  ,1869\  S.  1— IS]"  und  Stille,  Versuche  und  Becb- 
nungeu  zur  Bi'sümmung  der  Bahnen  des  Bumenuig  y^EWndas.  R  147  (18T-?» 
S.  1— 21  . 

ilieher  gehC»rt  weiter  da:?  Problem  der  Bewegung  der  Spitzgescho«se 
in  der  Luft.  Vjrl.  Hosal.  IntiU  dt'  Mtwmiquf  'jemerak,  Paris  1873— 79.  T.  l» 
S.  367-376  und  S.  3.^6-396. 
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IV.  Capitel 

Probleme  der  gezwungenen  Bewegung  des  unveränderlichen  Systems. 

§.  1.  Ist  ein  unveränderliches  System  Bedingungen  unterworfen,  welche 
seine  Beweglichkeit  beschränken,  so  kann  man  dieselben  in  den  meisten 
Fällen  durch  Kräfte  ersetzen  und  hierauf  dasselbe  als  ein  freies  betrachten, 
auf  welches  die  Methoden  von  Cap.  I — III  Anwendung  finden.  Die  ein- 
zuführenden Kräfte  (Widerstände)  treten  als  Unbekannte  auf,  welche  mit 
Hilfe  der  Bedingungen  zu  ermitteln  sind.  Sie  werden  im  Allgemeinen  mit 
der  Zeit  veränderlich  sein.  Auch  kann  ein  veränderliches  System  oft  durch 
Einführung  von  entgegengesetzt  gleichen  Widerständen  und  Spannungen  in 
mehrere  unveränderliche  Systeme  aufgelöst  werden,  welche  man  einzeln 
behandeln  kann. 

Indem  man  aus  den  Bewegungsgleichungen  mit  Hilfe  der  Bedingungen 

und  ihrer  Difi^erentialgleichungen  die  Difi^erentialquotienten  der  Coordinaten 

eliminirt,  erhält  man  die  nöthigen  Gleichungen  für  die  Widerstände.     Die 

allgemeinen  Principe  der  Bewegung  (Cap.  II,  §.  13)  leisten  dabei   in  vielen 

Fällen  ausgezeichnete  Dienste. 

§.  2.  Eine  homogene  schwere  starre  Linie 
AB  von  der  Länge  2/  und  der  Masse  m  (Fig.  131) 
berührt  mit  ihren  Enden  A,  B  in  einer  Vertical- 
ebene  die  horizontale  und  verticale  Gerade 
OX  und  OY  ohne  Reibung.  Sie  sei  zur  Zeit 
t  =z  0  unter  dem  Winkel  ^^  gegen  die  Verticale 
geneigt  und  gleite  ohne  anfängliche  Einwirkung 
von  Momentankräften  vermöge  der  Schwere 
längs  OX  und  OY.  Man  soll  ihre  Bewegung 
[  JL  Ji  bestimmen  und  insbesondere  die  Zeit  T  finden, 
Fig.131.  nach  welcher  sie  auf  die  Horizontale  OX  auf- 

fällt. 
Sind  ^und  "N'  die  Widerstände,  welche  OX  und  OY  normal  zu  ihren  Rich- 
tungen leisten,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen  des  ebenen  Systems,  welches 
nunmehr  frei  ist, 

w  ^  =  -Z^',     «»  ^  ^-mg^N,    mÄ;*  ^  =  m  sin  d  —  N'l  cos  d, 
dl*  dt*  dt* 

wenn  x, ,  y^    die  Coordinaten    des   Massenmittelpunktes   zur  Zeit  t  sind ,   ^  der 
Winkel,  welchen  AB  zn  derselben  Zeit  mit  OY  bildet  und  k  der  Trägheitsradius 
für  den  Massenmittelpunkt  S  ist.    Die  Axe  OX  werde  positiv  vertical  aufwärts 
und  der  positive  Drehungssinn  dem  Uhrzeigersinn  entgegengesetzt  genommen. 
Es  ist  zu  allen  Zeiten  :C|#^  /  sin  ^,  y^  =  /  cos  d"  und  mithin 

d'd' 


dt 


s 


lioltiplicirt  man  die  beiden  ersten  Bewegnngsgleichnngen  mit  {  cos  &,  —  2  sin  <& 
und  addixt  ue  zor  dritten,  so  kommt 

\ 
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i  cos  *  ^  -  l  sm  * -^  +  *• -j^  =.  Jj,  Bin  *, 
welche  Gleichung  mit  Hilfe  der  Ausdrucke  für  -^-^  und  --=—•  übergeht  in 

wenn  Z  -] — p  =  a  gesetzt  wird.    Aehnlich  wie  B.  I,  S.  396  erlangt  man   durch 
Einführung  des  halben  Winkels  als  erstes  Integral  dieser  Gleichung 

Die  Constante  C  bestimmt  man  mit  Hilfe  von  ^  >^  J^^  für  t  <=  0,  wofür  zugleich, 
da   keine   anzüglichen  Momentankräfte  wirken,    die  Winkelgeschwindigkeit  -r— 

Null  wird,  sodass  C  =  —  cos'  i^«  wird. 

a 

Mit  dem  Herabgleiten  der  Geraden  AB  wächst  d  und   ist  mithin  ^^   der 

kleinste  Werth,  den  d  während  der  Bewegung  annimmt.    Daher  kann  man  in  der 

sich  ergebenden  Gleichung 


^  =  |/Äv^cobH^o-"-H^ 


cos  ^^  =»  cos  ^^0  •  sin^  setzen,   wo  'tff  eine  neue  Integrationsvariabele  bedeutet. 

Dies  führt  zu  —  8in^^'<i-i^  =  cosi^o 'COs^d'V'  "^d    ^    =  1/ -^-cos^^o^os^ 
oder  wegen  sin  4^  d*  =  yT —  cos*  ^^q  •  sin'  t/>  zu 

d<  =  T/Z n^ 

^    9  }/  1  —  cos'  i  ^0  siJi*  ^ 
Dem  Winkel  d  =  -O^q  entspricht  -^  =»  ^jr,  t  =  0,  daher  wird 

e  =  1/^   r---.^?=-_,==3  ^y^lK^F  (^,  cos  i  *o)]. 
^    ^t/    }/l  —  cos»  i -e-o  sin' 1/;        '^    fl' 

Dem  Werthe  ^  =»  ^  «  entspricht  aber  t/;  =  i/^q  ,  ^  =  T,  wofür  sin  -^q  =  V^-l:  cos  \  ^^ 
ist,  und  mithin  ist 

'^    ^  t/  |/l  —  cos*  i  Oo  sm'-V        '^    ^ 

V'o 

Aus  der  Gleichung  für  t  folgt 


daher  wird 


F(t^,  cosi^o)  =  A'-«]/-J; 
*  =  am(Ä--t]/|), 
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yi^T-t), 


cos^'d'  B=»  cos^^o  sin  am 


Bin^d  — Aam  ]/^  (T  -  t), 


l 


dt'     'dt 


icos*^, 


-^  SS  ~  2  sin  V  -jr-  n.  s.  w. 
at  at 


dd-  .      CD 

ans  <»  =  -TT  nnd  — 
dt  u 


ZZ 


Die  Bewegung  des  Systems  um  den  Massenmittelpunkt  ist  eine  Pendelbewcgung 
▼on  der  Pendellänge  a  »  { -f  ~r  (B.  1,  S.  397),  wofür  die  Anfangsgeschwindigkeit 

Null  und  a  »>  -^sr  —  d^   ist.     T  ist  der  vierte  Theil  der  Oscillationsdauer.    An 
einer  gewissen  Stelle  wird  J.J9  die  Verticale  verlassen.    Dann  ist  ^'  =  0  und 

mithin  -5—  =»  0^  d.  h.  sin  d  (-tt)    =  cos  d  -^ri-i   *"«   welcher  Gleichung   man 

-TT- 1    und  -T-j-  findet:  cos  d  =-  |  cos  ^^ . 

Die  Gesammtbewegung  ist  die  elliptische  Hypocycloidenbewegung  Cardano's 
(B.  I,  S.  227).  Die  Radien  der  Ejreise  sind  9  »  Z,  9==  i^;  ^^  Winkelgeschwin- 
digkeit (0  und  die  Wechselgeschwindigkeit  u  des  Momentancentrums  ergeben  sich 

1 

Die  Aufgabe  ist  verschiedener  Verallgemeine- 
rungen fähig.  Es  kann  ein  anfönglicher  Momentan- 
stoss  angenommen  werden,  an  die  Stelle  der  starren 
Linie  kann  ein  Botationscy linder  von  der  Länge  22 
und  dem  Radius  r  des  Querschnitts  treten,  es  kann 
die  Reibung  an  den  Wänden  berücksichtigt  werden 
u.  s.  w. 

§.3.  Rotation  eines  unveränderlichen  Sy- 
stems um  eine  feste  Axe.  Sind  Jßj,  2?,  die 
Widerstände,  welche  zwei  beliebige  Punkte  0,  Q  der 
festen  Axe  leisten  müssen,  damit  dieselbe  fest  bleibe, 
Xj,  Yi,  Zj;  X^,  Y^f  Z^  ihre  Componenten  bezüg- 
lich eines  rechtwinkligen  festen  Coordinatensystems, 
dessen  Ursprung  und  z-Axe  der  Punkt  0  und  die  feste  Axe  OQ  sind,  so  sind 
die  Bewegungsgleichungen  des  Systems,  welche  die  Aequivaleuz  der  gegebenen 
Kräfte  einschliesslich  der  Widerstände  mit  den  Kräften  mqj  zur  Zeit  t  darstellen 
(8.  S.  407) 

Zm  ^  =.  2;X  -f  Xi  +  X, 


Fig.  132. 


dt* 
Zm^f,^ZY+Y,+  Y, 


d^ 
dt* 


2m  (y 


{' 


d'z 
dt* 


•  SZ  +  Z,  +  Z,, 
-  z^^  =  £(yZ-zY)-  r.Ä 

^"*  (*  ^  -  *  S)  "  ^  ('  ^  -  *  ^  +  ^»  '^ 
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worin  OQ^h  gesetzt  ist.  Da  die  Bewegung  des  Systems  durch  die  Bewegung  von  drei 
nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  bestimmt  ist  und  die  Bewegung  von  O,  Q 
bereits  bekannt  ist  (ihre  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  ist  Null),  so  bedarf 
CS  blos  noch  der  Kenntniss  der  Bewegung  eines  einzigen  dritten,  nicht  in  der 
Axe  liegenden  Punktes  und  muss  es  möglich  sein,  die  Coordinaten  aller  Punkte 
(xyz)  durch  seine  Coordinaten  auszudrücken.  Man  wählt  hierzu  irgend  einen 
Punkt  in  der  Entfernung  1  von  der  z-Äxq.  Bildet  die  Ebene  dieser  Axe,  welche 
den  Punkt  enthält,  die  wir  als  /o;'- Ebene  eines  beweglichen  Coordinatensystems 
ansehen  können,  das  mit  dem  System  der  x,  y,  z  den  Ursprung  und  die  z-Axe 
gemein  hat  zur  Zeit  t  mit  der  ;?a;- Ebene  den  Winkel  0*,  so  sind  1,  d"  seine  Polar- 

coordinaten,  -^  =  cd  seine  Geschwindigkeit,  welche  zugleich  die  Winkelgeschwin- 
digkeit  des  Systems  darstellt  und  -j^-  =  -jr     seine     Tangentialbeschleunigung, 

dt  (m* 

welche  zugleich  die  Tangentialcomponente  der  Winkelbeschleunigung  und  da  eine 
Neigung  der  Axe  ausgeschlossen  ist,  die  ganze  Winkelbeschleunigung  des  Systems 
darstellt.  Die  Lage  eines  Systempunktes  (xy  z)^  dessen  Coordinaten  in  Bezug 
auf  das  feste  Coordinatensystcm  zur  Zeit  t  gleich  x,  y^  z  sind,  wird  im  System 
durch  den  Abstand  r  von  der  Axe,  dessen  Neigung  'ip  gegen  die  bewegliche  Axe 
der  X  und  seinen  Abstand  /  von  der  x  ^-Ebene  bestimmt  und  sind  r,  ^,  z  von 
der  Zeit  unabhäDgig.    Behufs  Reduction  der  Bewegungsgieichungen  ist  daher: 

u;  =  r  cos  (ö-  +  v),         dt  "^  ~  ^  "°  (*  +  ^)  "^  =*  "^  ^y^ 
y  =  r  sin  (^  +  v^),         -^^^  =        r  cos  (^  +  ^)  —  =      wx-. 


dz 


dt 
d^x  düD         ,  dy  (ix       ,  ..  ,     ...  , 

d'^y  d(o  .,  d'*y  d^x       d  (    dy  dx\  ^  dto 

dt'--'    ■•'dt  -"•'''        U^  - 'J  dt* -- dt\' dt  - '•>  Tu -- "^  li' 

d'z 

Mit  nülfe  dieser  Relationen  nehmen  vermöge  der  Eigenschaften  Mx^  ^t  2mx^ 
My^  =  £my  des  Massenmittelpunktes  und  wenn  Zmr^  =  M%^  gesetzt  wird,  die 
Bewegungsgleichungen  die  Form  an: 

-  -M y,  g  -  -  Mx,  <o»  ^ZX+  A'.  +  X, 

jzx.  ^^1  -  j/y.«,»  =  ^^y  +  y.  +  \\ 

—  Smxz  ■  ~  +  Smi/z  ■  to*  =  S  (yZ  —  sY)  —  i\h 

—  Smyz  •    .    —  Emxz  •  <o*  =»  S{zX  —  xZ)  +  .X,/» 


i  .. 
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Von  diesen  Qleichongen  enthält  die  letzte  nichts  von  den  Widerständen  E^,  B^; 
die  fdnf  übrigen  enthalten  deren  Componenten.  Wenn  die  sechste  Gleichung  ca 
und  d"  und  in  Folge  dessen  x  und  y  als  Functionen  der  Zeit  geliefert  hat,  geben 
die  fünfbe  und  vierte  die  Werthe  von  X,  und  Y,,  hierauf  die  erste  und  zweite 
die  von  Xj ,  Y,  und  dann  die  dritte  die  Summe  Z^  -\-  Z^^  welche  in  zwei  belie- 
bige Summanden  zerlegt  werden  kann,  in  Wirklichkeit  aber  nur  als  eine  einzige 
Kraft  auftritt,  welche  längs  OQ  angreift. 

Die  durch  die  Integration  dieser  Gleichungen  eintretenden  Constanten  werden 
mit  Hülfe  der  Anfangslage  und  der  anfänglichen  Winkelgeschwindigkeit  bestimmt, 
indess  kann  zu  dieser  Bestimmung  auch  ein  anfängliches  System  von  Momentan- 
kräften gegeben  sein,  welches  den  Anfangszustand  herbeiführt.  Ist  letzteres  der 
Fall,  bezeichnen  S^  if,  Z  die  Componenten  einer  am  Punkte  {xyz)  zur  Zeit 
£  «=»  0  angreifenden  Momentankraft  und  drücken  ^j ,  if^ ,  Z^ ;  «^j «  ^s  >  ^2  ^^  Com- 
ponenten der  Momentanwiderstände  aus,  welche  die  Punkte  0,  Q  der  Wirkung 
des  Momentankräftesystems  entgegensetzen,  so  hat  mau  vermöge  der  Aequivalenz 
dieser  Kräfte  mit  den  Knlften  mo  die  Gleichungen  für  den  Anfangszuätand : 

i«  ^  -  i^+  S.  +  S„        Sm  (y'^^->  ~f)  ^Z{t,Z- ZU)-  H,h 
:rm  ^  =  XHH-  H,  4-  //, ,        Sm  (s  ^'^^       x  '^J  =  i  («S  -  xZ)  +  SJi 

Sm  ^  =  2;Z  +  Z.  +  Z,,        Zm  (x  -J  -  t/^^)  -  S  (,xH  -  -  yS), 

oder,  wenn  mau,  wie  oben  reducirt: 

—  Moo^i  =  SS  +  S^  +  A.,,        -    2mxz  .  Wo  =  2;  (i/Z  -  z  11)  —  HJi 
Mio^x^  ==  ZU  +  U,  -f  Hy,       —  Smyz  -  <o^  =-  S  (zS  —  xZ)  +  S^h 
0  =  j;Z  +  Zi  4-  Z.^,  Mh«  .  «0  =»  -2^  (a;H  —  yS). 

Die  Interpretation  der  reducirten  Gleichungen  ist  sehr  einfach.  Nach  Cap.  I,  §.  3, 
8.  364  stellen  nämlich  Mm^^y^^  McdqX^^  —  Zmxz  •  odq,  —  Zmyz  •  coy,  ilfx*  «„ 
die  Componenten  der  Resultanten  und  des  resultirenden  Axenmomontes  der 
Momentankräfte  s^r  Zeit  t  =»  0  dar  und  nach  S.  394  sind  —  My^m  —  Mio'*x^^ 
Mx^fo' —  Jtf  10*1/1,  0;  —  Zmxz  •  a  -{-  Zmyz  •  co*,  —  Smyz  •  co'  —  Smxz  •  co*, 
3fx*  (o  die  entsprechenden  Elemente  der  Reduction  der  Tangential-  und  Centri- 
petalkräfte  für  die  Zeit  t  dar,  wobei  dto  i  dt  =^  ca^'  gesetzt  ist.  Da  nämlich  die 
Botationsaze  nicht  wechselt,  so  ist  der  dortige  Winkel  t/;  =3  0  und  kann  jeder 
Punkt  der  Aze  als  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  angeschen  werden. 

Am  Anfange  der  Bewegimg  erleidet  das  System  einen  Stoss  und  während 
der  Bewegung  einen  continuirlichen  Druck,  beide  Einflüsse  werden  durch  die  an- 
fänglichen MomentanwiderstandskiUfte  und  durch  die  continuirlich  wirkenden 
Widerstände  der  Axe  getilgt. 

§.  4.  Rotation  um  eine  feste  Axe  ohne  Einwirkung  von  continuir- 
lichen Kräften.  Ein  System  sei  zur  Zeit  t  =>  0  von  Momentankräften  ergriffen, 
nachher  aber  sich  selbst  überlassen  worden.  Die  Gleichungen  seiner  Bewegung 
zur  Zeit  i  sind  dann: 

My^  -TT  +  Mx^at^  +  X,  +  X^  =»  0,      Ztnxz  •  -^  —  Smyz  •  »*— 1^3,^  =  0, 
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—  Mx^  -^  +  My^m^  +  Fi  +  F,  =  0,      Zmyz  •  -^  +  Zmxz-  ••  +  -XjÄ«-0, 

und  fflr  den  Anfangszustand  gelten  die  folgenden: 

2S  +  Myi  Wo  +  AT,  +  Äi  «=  0,  ^(yZ  —  zH)  +  Zmxz  -  <o^  —  H^h  «  0, 
2H  —  Mx^ 0)0  +  ifi  +  Ä,  =  0,  £(zS—  xZ)  +  Zmyz  •  m^  +  S^h  —  0, 
2Z+  Zi  +  Zj—O,        2;(a:if— yÄ)  —  J^x«i»o, 

worin  coo  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet.   Das  System  der  sechs 

ersten   Gleichungen  zeigt   1.  dass    die  Winkelgeschwindigkeit    constant,   o» «—  «^ 

ist;   2.  dass  die  Axe  in  ihrer  Richtung  keinen  Widerstand  zu  leisten  hat,  also 

auch  keinen  Druck  erleidet,  sondern  blos  senkrecht  zu  ihr  ein  solcher  stattfindet 

dm 
Die  beiden  Paare,  welche  die  Axe  umzustürzen  drohen,  sind  wegen  jr  "  ^^ 

YjÄ  =  Zmyz  •  co",        —  Z,Ä  —  Zmxz  •  «'; 


sie  bilden  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  m^"^  {Zmxz)*  -f"  {Zmyz)*  zur  Axe  senk- 
recht ist.  Dasselbe  ist  nur  Null,  wenn  die  feste  Axe  eine  Hauptaxe  ist;  m 
diesem  Falle  braucht  sie,  da  alsdann  X,,  Y^  Null  sind,  nur  in  einem  einngen 
Punkte  fest  zu  sein,  d.  h.  rotirt  das  System  um  eine  Hauptaxe  einei 
festen  Punktes  zu  irgend  einer  Zeit,  so  bleibt  diese  Axe  permanent 
Rotationsaxe,  ohne  in  einem  weiteren  Punkte  gestützt  werden  zu 
müssen  (permanente  Rotationsaxe);   3.  der  Druck  im  Punkte  (0,  0,  K)  iit 


CO' 


yxi  +  yj  ==  —  )/  {Zmxz)*  +  {Zmyz)*,  der  im  Ursprung  hat  zu  Componenten 

—  Xi  ='  Mx^m*  —  Xj,  —  Yi  '^  My^ta*  —  Y^;  beide  werden  Null,  wenn  dn 
Axe  eine  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes,  d.  h.  a;j  =>  o^  y^  b«  o  ist,  d.  h. 
rotirt  das  System  zu  irgend  einer  Zeit  um  eine  Hauptaxe  des  Massen- 
mittelpunktes, 80  bleibt  diese  Axe  permanent  Rotationsaxe,  ohne  in 
irgend  einem  Punkte  gestützt  werden  zu  müssen  (freie  Rotationsaxe). 
Aus  dem  System  der  sechs  für  den  Anfangszustand  geltenden  Gleichungen 

erhält  man  zunächst  die  Winkelgeschwindigkeit  m^  =»  — ^ — tu  *    — ' '  ßio  i^t  die 

Componente  des  resultirenden  Paares  der  stossenden  Momentankräfte,  deren  Axe 
parallel  der  Rotationsaxe  ist,  dividirt  durch  das  Trägheitsmoment  des  Systenu 
in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe.  Sodann  liefern  diese  Gleichungen  die  Beantwor- 
tung aller  Fragen,  welche  die  anflUigliche  Erschütterung  der  Axe  betreffen.  Soll 
insbesondere  die  Axe  keine  Erschütterung  erleiden,  so  müssen  Si,  Hj ,  Z|;  ^,, 
H3,  Zj  sämmtlich  Null  sein.    Dies  fährt  zu  den  Bedingungen: 

ZS  4-  My^  «0  =-  0,  ^  (y  Z  —  zH)  +  Zmxz 
ZH  —  Mxi  ü)o  =  0,  Z  {zS  —  xZ)  +  Zmyz 
-TZ  =  0,  Z  {xH—  yS)  —  Zmr* 

Die  Gleichung  ZZ  «»  0  zeigt,  dass  keine  Stosscomponente  parallel  der  Rotations- 
axe vorhanden  sein  darf,  dass  also,  wenn  man  die  Stosskräfte  für  einen  Punkt 
der  Axe  reducirt,  die  Resultante  derselben  senkrecht  zur  Axe  sein  moss ;  die  erste 
und  zweite  Gleichung  zeigen  ferner,  dass  ZH:ZS^='  —  Xi  ly^  sein  mois;  bienns 
folgt,  dass  diese  Resultante  senkrecht  zu  der  durch  die  Axe  und  den 


ö>0 

— 

0, 

«0 

— 

0, 

«0 

«- 

0. 

J 
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t«lpuDltt  dos  Syatoma  geftthrten  Ebene  sein  uiubb.  Die  vierte  und  fünfte  Glei- 
tang  liefern  die  Betlingung  für  die  Richtung  der  Aie  des  Stosspaarea,  welches 
■krecht  twe  ßotationsaie  gerichtet  ist  Denn  die  Tangente  der  Neigung  ilieser 
'S{tS  —  xZ)        Emyc 

Wir  wallen  annebmen,  der  Stoss  rühre  von  einer  einzigen  Kruft  (a,  H,  Z) 
',  welche  im  Pnnkte  x-~a,  if=-^,  e^^y^^O  das  System  treffe.  In  diesem 
lUe  redociren  sich  die  Uleichungea  anf; 


B  gegen  die  a:-Aie  ist    ~  - 


3  +  My,  »„ 


£wr. 


aT  —  ßX=  Mx'o.,,. 
B  Bein,  welche  dnrch  die 
sie   mit  F.  so  wird 


Axe  und  den 


i  Kraft  maus  also  senkrecht  zur  E 
jUseo mittel punkt  geht.     Ber.eichnen  v 

P  =  (/"SM^H'  =  üToi^  y/j-.}  +  !/i  =  Ma^.I, 

a  d  den  Abst&nd  des  MasHeomittelpmiktcij  von  der  Axe  bedeutet  und  wenn  /' 
t  Abstand  der  Kraft  von  der  Axe  ist,  aY  -  ßX  ^  P  ■  f.  Ilierdnrch  liefert 
B  leiste  Gleithung  Pf  =  Mm^df=  M»*  »„  oder 

'■-7- 

littelpnnkt   eine  Aie   panillel  der  Rotiüonsaxe  nnd 
üezDg  auf  sie  gleich  Mti}, ,  so  wird 

••  -  «i  +  >i' 

Stoaskraft  haben  mnns. 


an  dnrcb  den  Maasei 
I  Trügheitsmoment  ii 


1  folglich  erhält  man  für  den  Abstund  f,  welchen 
B  ne  die  Axe  nicht  erschüttern  soll : 


=  d  + 


*l 


t  Schnittpunkt  der  StoBsrichtung  mit  der  Ebene  durch  die  Axe  und  den  Masiien- 
telpnnkt  heisat  Uittelpunkt  des  Stossea. 

Die  hier  entwickelten  Eigenschaften  der  permaneDten  Rolationsaxen  folgen 
"i  grCuseTer  Evidenx  und  Allgemeinheit  aus  den  allgemeinen  Dnteranchungen 
r  die  Rednction  der  Momentankräfte  nnd  continnirlichen  KrS/ten  in  Cap.  I 
I  n.  Die  Homentankrafte  tiefem  am  Masitenmittel punkt  S  die  SeductJon 
',  G)  nnd  sind  äquivalent  (Ä,  Q^)  für  die  Centralaie.  Wirken  keine  contintitr- 
I  EAfte  anf  das  System,  so  bleiben  diese  Elemente  geometrisch  constant, 
I  .Bewegung  des  Syatema  hat  fÖr  S  redncirt  die  Reduction  (c,  la)  und  bleibt 
1  V  während  der  Bewegung  geometrisch  couatant  gleich  /(  .-  M  von  der  llich- 
>  nnd  dem  Sinne  von  li,  während  i»  geometriach  variirt  Die  Bewegnng  ist 
B  Windangibewcgung  nm  eine  wechselnde  Momentanuxe.  Sind  v  und  m  senk- 
einunder,  ho  redncirt  sich  die  Windnngsbewegnng  auf  eine  bloBse  Bota- 
I  nnd  ist  diuin  auch  U  senkrecht  xu  m,  sind  R  und  G  zn  einander  recht- 
iklig,  so  rediiciren  sich  die  Momentanki^fte  fortwührend  anf  i'ine  Einzelkraft 
in  der  fCichtungslinie  der  Centralaxe.  Im  Falle  einer  blossen  Rotation 
t  «enkrecht  zu  der  Ebene,  welche  don  Massenmittelpunkt  nnd  die  Rotations- 
I  enthEÜt  und  trifft  diese  P/bene  in  einem  bestimmten  Pnnkte  C,  Legt  mau 
teh  3  (■.  Kig.  10t,  S.  367)  OSO'  senkrecht  xur  Rotationaaxe  nnd  bezeichnet  mit 
i'  die  Abstände  HO,  SC/  des  Punktes  S  von  dieser  Axe  und  der  Projectiun  C 
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von  G  auf  Oä,  so  wird  aa  ==  hJ.    Der  Punkt  G  ist  der  obige  Mittelpunkt  de« 

x' 
Stosses  und  00'='f^^a-\-d^a-\ — - .   übereinstimmend   mit  dem  Obigen, 

a 

wo  blos  d  für  a  geschrieben  ist.  Nach  S.  357  ist  der  Abstand  GCf  =^1}  so  be- 
schaffen, dass  ah  constant  »  —  X'  ist.  Die  Protection  P  des  Mittelpunktes  C 
des  Stosses  auf  die  Botationsaxe  wollen  wir  den  Knotenpunkt  der  Botationsaxe 
nennen.  In  Bezug  auf  S  als  Ursprung  sind  a  und  h  für  ihn  rechtwinklige  Coor- 
dinaten.  Da  die  Rotation  in  Folge  des  Stosses  frei  Um  die  Botationsaxe  erfolgt, 
so  erleidet  dieselbe  keine  Erschütterung.  Ist  sie  eine  Hauptaxe,  so  wechselt  sie 
nicht  im  System  und  braucht  daher  nicht  weiter  in  einem  zweiten  Punkte  gestfltit 
zu  werden,  wenn  ihr  Knotenpunkt  P  fest  ist.  Ist  sie  eine  Hauptaxe,  so  bleibt 
die  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  sie  constant  und  ist  von  Beschleunigung  blos 
die  centripetale  Componente  o'  vorhanden.  Ist  sie  eine  Hauptaxe  ihres  Knoten- 
punktes P,  so  liefern  die  Centripetalkräfte  mm*  nach  S.  394  bei  der  Bednction 
für  P  blos  eine  Resultante  co'Jlf/' parallel  und  gleichen  Sinnes  mit  der  Centripetal- 
beschleunigung  des  Massenmittelpunktes,  da  die  Paare  (o^Zmyz  und  —  at^Zmxt 
verschwinden.  Daher  hat  P  blos  den  Druck  dieser  Besultanten  auszuhalten  und 
braucht  blos  die  Axe  in  P  befestigt  zn  werden,  wenn  die  Botation  permanent  # 
um  sie  erfolgen  soll.  Ist  /*==  0,  d.  h.  ist  die  Axe  eine  Hauptaxe  des  Massen- 
mittelpunktes, so  fällt  auch  dieser  Druck  hinweg  und  rotirt  das  System  um  sie 
ganz  frei. 

Chelini,  dessen  Abhandlungen:  1.  Intorno  ai  principii  fondamentaU  deUa 
diimmica  con  applicazioni  cd  pendolo  ed  alla  percussion  d^  corpi  secundo  Ibtnfof 
(Mem.  delV  Accad.  di  Bologna,  Ser.  3»» ,  T.  VI  (1875—76),  pp.  409—459),  2.  Sopra 
alciijie  questione  dinamiche,  niemoria  che  fa  seguito  a  quella  ifvtorno  ai  principii 
f&ndamentali  della  dinamica  (Ibid.  T.  VIII  (1877),  pp.  273—306)  eine  ausführliche 
Theorie  der  permanenten  Rotationsaxen  enthalten^  nennt  eine  Hauptaxe  in  Bezug 
auf  den  Punkt,  für  welchen  sie  Hauptaxe  ist,  eine  permanente  Axe  und  diesen 
Punkt  selbst  ^^perno^\  was  wir  mit  „Knotenpunkt*^  wiedergegeben  haben.  Üeber 
verschiedene  Orte  der  Knotenpunkte  s.  insbesondere  die  2.  Abhandlung  8. 276  u.  fig. 

§.  5.  Rotation  um  eine  feste  Axe  unter  Einfluss  eines  Paares, 
dessen  Axe  der  Rotationsaxe  parallel  ist.  Wirkt  auf  das  System  nur  ein 
Paar,  dessen  Axe  der  Rotationsaxe  parallel  ist,  so  sind  £X  ^^^  2Y  ^=i  £Z  »  0, 
2  (yZ  —  zY)  ^  Oy  2{eT  —  xZ)  =^  0  und  werden  demnach  die  Gleichungen  der 
Bewegung: 

My,  ^j"^  +  Sfx,  0.»  +  X,  +  X,  =  0, 

-  Mx,  ^^  +  My,  0.'  +  y.  +  r,  =  0, 

Z,  +  Z,^  0, 

d(0  _  9  -rr     1 

Smxz  •  -j-  —  2myz  •  co*  —  Xj/t  =  0, 
(l  t 

dou 
Zmyz  '  -=-  —  Zmxz  •  ©*  +  X,/i  =  0, 

£(xY  -  yX)  -  jlf  H«  .  ^  =  0. 

Soll   die   Axe   während   der   Bewegung   mix   in   einem   Punkte »  dem    üzBpnmg 
der  Coordinaten,  Druck  erleiden,  also  die  Bewegung  ebenso  erfolgeo,  wie  wtnm 
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die  Axe  in  jenem  Punkte  allein  befestigt,  im  Uebrigen  aber  frei  beweglich  wäre, 
80  ist  X,  B3  Yj  =°  «^a  =*  0  zu  setzen.  Dann  liefern  die  vierte  und  fünfte  Gleichung 
die  Bedingungen 

Zmxz  '  -TT  —  Smyz  •  co*  =  0, 
dt 

Smyz  •  —  +  2mxz  •  w*  =  0, 

ans  denen  man  durch  Elimination  von  -=-    findet:    w*  [(JSmxzY  +  {ZmyzY^  =  0, 

d.  h.  £mxz  »>  0,  Smyz  =>  0.  Die  Axe  muss  mithin  eine  Hauptaxc  des  Punktes 
sein,  in  welchem  sie  fest  ist.  Der  Druck  auf  die  Axe  ergiebt  sich  aus  den  drei 
ersten  Gleichungen;  er  ist,  da  Z^  =»  0,  senkrecht  zur  Axe. 

Soll  der  bis  jetzt  noch  als  fest  angenommene  Punkt  gleichfalls  keinen  Druck 
erleiden,  so  muss  auch  X^  =  ^  »-  0  sein.    Dies  gibt  die  Bedingungen: 

dta 

aus  welchen  man   durch  Elimination  von    -tt    findet:   ©*  [x]  +  2/?)  =■  Ö>   ^-  ^• 

^1  =™  ^f  Vi  =*  0>  Demnach  kann  die  geforderte  Bedingung  nur  erfüllt  werden, 
wenn  die  Axe  durch  den  Massenmittelpunkt  geht.  Wenn  also  ein  unver- 
änderliches System  sich  anfänglich  um  eine  Hauptaxe  des  Massen- 
mittelpunktes dreht  und  der  continuirlichen  Einwirkung  eines 
Kräftepaares  unterworfen  ist,  dessen  Axe  mit  der  Hauptaxe  parallel 
läuft,  80  rotirt  es  fortwährend  um  diese  Axe  weiter,  auch  wenn  die- 
selbe frei  wird. 

Die  Winkelbeschleunigung  ergibt  sich  in  allen  Fällen  aus  der  letzten  Glei- 
chung.   Bezeichnet  Pp  das  Paar,  so  wird 

dm        Pp 

Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert  eo  und  den  Rotationswinkel  ^;  der  An- 
fiuogswerth  m^  wird  wie  beim  vorigen  Problem  bestimmt. 

§.  6.   Rotation  eines  schweren  Systems  um  eine  horizontale  Axe. 

Zusammengesetztes  Pendel  (Fig.  133).  Ein  unver- 
änderliches schweres  System,  welches  unter  alleinigem 
Einfluss  der  Schwere  sich  um  eine  feste  horizontale  Axe 
dreht,  heisst  ein  zusammengesetztes  Pendel.  Die  hori- 
zontale Rotationsaxe  nehmen  wir  zur  Axe  der  £r,  die 
Richtung  der  Vertikalen  zur  i/-Axe,  positiv  abwärts  ge- 
rechnet, die  os-Axe  horizontal.  Es  sind  alsdann  die 
Componenten  der  gegebenen  Kräfte  X  =  0,  Y  =  mry, 
2r  »  0  und  folglich 

2;X  =  0,        ZY^gZm^gM,        SZ^O, 

SiyZ  —  ^r)  =  —  gi:mz='  —  gMz,, 

Z  {eX  —  äZ)  =-  0,     2  (xY  —  yX)  »  g£mx  «  gMx^ , 

wenn  M  die  Marne  des  Systems  u^d  x^,  yi ,  s^  die  Coordinaten  des  Massenmittel- 
ponktee  8  bedeuten.  Legen  wir  die  dp  y- Ebene  durch  den  Maesenmittolpunkt, 
•o  wird  j|  ^  0;  wir  eriialten  daher  als  Gleichungen  der  Bewegomg  des  Pendels: 


4<>l  PteiäL  •  IT.Tk,GftpLnr,S.C 

,  Jfy,  ^  -  fXx      -'  -  X  -  X  -  *. 

-  ,  JT  -  ,jfx,  *|  -  ,jf,,    --•  -  r  -  r,  =  «, 

2:  —  z.  =  t>, 
i«xr  -  ^  —  z»».-  -  •»  -  »  r,  =  .>. 

E«  ii»  Doa  a  der  AtMtaad  5^  «ie«  ¥Mnr«mittei|wnkMaf  tob  d<r  Axe,  «  der  Winkd 
den  diese  Liaie  zur  Zeh  f  »  «i  mit  der  Vertik^«eii  bC^ieC  ^  denelbe  Winkd  nr 
Zeh  f:  man  iuu  ddum: 


Fener  ziehen  wir  durch  den  Maaienmitte^Mmkt  eine  Pmllele  mr  Axe  und  be- 
zeichnen den  TrigheitRadioi  des  Systems  in  Bezog  nof  sie  mit  m^.  Dadmth 
wird  dai  Trlgfaehmomenl  für  die  Boutionjnxe  Jf  «^  -l-  *?  *u^  wenn  wir  dkm 
Werth  in  d^a  Gleichangsijstem  einführen.  10  geht  zmüehsl  die  letzte  Gleidiiig 
über  in 

^  +  --^un*  =  0. 

Sie  ist  die  eigentliche  Gleichung  der  Bewegung,  indem  sie  den  ^IVlnkel  #  1^ 
die  Winkelgeschwindigkeh  m  als  Functionen  der  Zeit  besümmt.  Sie  hit  sbff 
dieselbe  Form,  wie  die  Gleichung 

welche  die   Bewegung  eines  ein£scfaen  Peodels  Ton  der  Länge  /  bestimmt   ^ 

/  =»  a  +  -^  erhalten   wir  folglich   ein  einCsches   Pendel,   welches  zu  denidw« 

Zeiten  dieselben  Winkel  9  mit  der  Vertikalen  bildet,  wie  die  Linie  AS  ^ 
unserem  zosammengesetzten  Pendel,  welches  also  mit  diesem  gleiche  Schwui- 
gTQDgen  ausführt.  Es  ist  daher  zunächst  nur  nöthig,  dies  einfache  Pendel  wsik' 
zu  untersuchen. 

Sämmtliche  Punkte  des   zusammengesetzten  Pendels   machen  SchwiDga>S^ 

von  derselben  Art,  wie  das  einfache  Pendel  von  der  Länge  /  =  a  +  ^.    P*"** 

man  sich  einen  Augenblick  die  Verbindung  der  Punkte  unter  einander  gelöst  ^ 
jeden  für  sich,  unabhängig  tou  den  übrigen,  um  die  gemeinsame  Axe  schwix»^''^ 
«o  werden  alle  Punkte,  deren  Abstand  ron  der  Axe  kleiner  ist,  als  /,  schii^*^' 
alle  die,  welche  weiter  von  ihr  abliegen,  langsamer  schwingen,  als  das  susan*'^ 
gesetzte  Pendel;  diejenigen  aber,  welche  den  Abstand  1  von  der  Axe  bea^    ^ 
werden  frei  dieselbe  Bewegung  haben,  die  sie  im  System  besitzen.    Alle  ^^^^^ 
der  letzteren  Art  liegen  anf  einer  um  die  Botationsaxe  mit  dem  Abstände    ^  ^ 
Cjlinderfläche.     Eine  Ebene  durch  den  Mataenmittelpnnkt  /   ^ 


le  geführt,    Bchniridet  diese  Cjlinderfiäclie  in  zwei  Geraden   A'.   A", 
lache  von  der  mit  der  Jtotationsaiie  parallelen  MaasenmittelpunkUaie  die  Ab- 


W  +  a-2 


«I 


Diu  erste  dieser  Oeradeu  nennen  wir  die  zur  RotationBaKe  (Aiifhilngunga- 
h)  gehörige  SubwingungsaiLc  und  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Linie  Ati  den 
ibwingungKuittelpiinkt.  Zwis(^hen  der  einfachen  Pendell&nge  I,  dem  Abstände  a 
I  Aufhängung«-  und  dem  Abstände  a  der  Schwingiingsase  vom  Maeaenniittel- 
aikte  beetehen  die  Rotationen: 

[kiochen  der  Anfhäuganga-  nnd  Schwingnngaaie  besteht  Beciprocität  in  der  Art, 
■  die   Schwinguugsaie   zur  Aufbilngungsaie   werden   kann,   ohne   doss   die  e 


I   PendelläDge   I   e 
I  Hollen   und  du 
}  ändern  si 


ändert.  Denn  es  vertauschen  dadurch  a  und  »  bloti 
,e  in  beiden  vorstehenden  Gleichungen  symmetrisch  Tor- 
bei  dieser  Vertauschuog  nicht  die  GrOese  der  PendelläDge, 


l  = 


'   +-. 


Anfhangnngs-  und  Scliwingangsaie   liegen    immer  auf  entgegengetetiten  Seiten 

der  Müsse nmittelpunbtsaxe  in  solchen  Abständen  von  letzterer,  dass  deren  Pro* 
dukt  coiistant,  nämlich  gleich  dem  IJuadrate  dos  Tr&gheitsradinB  nm  die  Massen- 
laittelpunktsaxe  ist.  Uie  Pnnkte  .1,  A'  bilden  daher  auf  AH  eine  gleich  liegende 
InTolution,  deren  Mittelpunlit  S  und  deren  Constäiite  «J  ist. 

Ks  gibt  unendlich  viele  Axen  im  ßaume,   um  welche  ein  schwereres  System 
■  nm  horizontele  Aien  achwingeud,  dieselben  Schwingungen  macht.     Um  sie  zu 
,   zieheu   wir   durch   den   Massenmittelpunkt   eine   Axe   y,    deren   TrÜgbeite' 
Xg   Bei.      Nehmen    wir   alsdann   im   Abstände   n   von  y    irgend    eine    zu   y 
lUele   Aie   A   zur   ÄufhängeMie ,   so   ist   die   ihr   zugehörende   einfache  Pendel- 


hge  f  -  a  +  - 


-   und  bleibt  c 


t  constant  bleibt.     Demnach  erh&lt 


i  für  jede  Gerade  auf  einer  nni  y  mit  der  Länge  a  beschriebenen  Cjlinder- 
ahe  dieselben  Schwingungen.  Weil  aber  Aufliängunga  -  und  Schwingung« axe 
leiprok  sind,    so  liefern   ancb  alle   Geradec,    welche  auf  einer   zweiten    um  y 


',  dem  Abstände  a 


■   beschriebenen  Cjlinderfl&che  liegen,  dieselben  Schwin 


,   denn  jede   von   ihnen   ist  Schwingungsaie   zu   derjenigen  Geraden  des 
i  Cylinders ,  welche   mit  ihr  nnd  y  in  einer  Ebene   auf  entgegengesetzten 
I  y   liegt.     Jedem  Abstände   a   entsprachen  zwei  solche  Cylinderflächen, 
I  deren  Geraden  als  Axen  das  Pendel  Schwingungen  derselben  einfachen  Pendel- 
l  ^  a  -\-  --  ausführt.   Je  nachdem  man  a  wählt,  ändern  sich  diese  Cjlinder- 

lehen.     Es   kann   gefragt   werden,   für   welchen  Werth   von   a   die   Länge   /   ein 

I    werde.     Ua   l  ^  a  -\-  a     und   aa   =-  kJ   iit,   so   kommt   diese   Aafgikbe 

i  hinaus,  anter  allen  Recht«ckeD  desselben  Inhaltes  hJ  dasjenige  vom  kleinaten 

:   ta   finden.     Üa  das   Qnadrat  diese   Eigenschaft  allein  besitxt,   so   folgt, 

=  a   =  x„    lein    muas,    welchem    Werthe    die    Pendellänge   )  =  2«„   ent- 

Die    beiden   Cylinderflächen   &lleo    muammen.     Unter    allen    Axen 
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also,  welcher  einer  gegebenen  Massenmittelpunktsaxe  y  von  gege- 
benem Trägheitsradius  Xq  parallel  laufen,  liegen  die  Axen  der  kür- 
zesten Oscillationsdauer  auf  einem  um  y  mit  dem  Abstände  Xq  ^^' 
Bchriebenen  Cylinder. 

Durch  den  Massenmittelpunkt  kann  man  eine  Eegelfläche  zweiten  Grades 
legen,  welche  alle  Axen  desselben  Trägheitsradius  x^  enthält.  Es  gibt  daher  eine 
Schaar  von  Cy lindern,  welche  der  Ort  der  Axen  kürzester  Oscillationsdauer  ist, 
dem  Trägheitsradius  x^  entsprechend. 

Da  Z  =  2xo  das  Minimum  der  Pendellänge  für  den  Trägheitsradius  x^  ist,  so 
erhält  man  das  absolute  Minimum  von  l  für  das  Minimum  von  Xq.  Die  Axen 
also,  um  welche  ein  Pendel  die  kürzeste  Oscillationsdauer  besitst, 
liegen  auf  einem  um  die  Massenmittelpunktshauptaxe  des  kleinsten 
Trägheitsmomentes  mit  dem  Abstände  gleich  d^m  Trägheitsradivi 
dieses  letzteren  beschriebenen  Cylinder. 

§.  7.  Bewegung  des  Pendels  im  widerstehenden  Mittel.  Der  vfd 
ein  Element  de  der  Oberfläche  eines  Körpers  in  einem  Punkte  A  wirkende  Wider- 
stand des  Mittels  zerßült  in  eine  tangentielle  und  eine  normale  Componente.  ^ 
erstere  ist  im  Allgemeinen  sehr  klein  und  soll  gleich  Null  angenommen  werden; 
die  letztere  nimmt  man  gleich  einer  Function  der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  A 
an  und  drückt  ihn  durch  kf(v)da  aus.  Die  Constante  k  hängt  von  der  Dichtigkeit 
des  Mittels  ab;  die  Function  f  kann  nur  experimentell  bestimmt  werden.  I^® 
Geschwindigkeiten  der  Punkte  Ä  haben  zum  Theil  Richtungen,  welche  nach  dem 
AuBsenraume,  zum  Theil  solche,  welche  nach  dem  Innern  des  Körpers  hingeben, 
für  gewisse  Punkte  fallt  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  in  die  Oberfläche,  ^ 
andere  endlich  ist  sie  Null.  Die  Werthe  der  Function  f  für  die  drei  letsteren 
Arten  von  Punkten  nimmt  man  gleich  Null  au,  indem  man  von  dem  Einflösse 
der  Wirbel,  welche  auf  der  Rückseite  des  Körpers  entstehen,  absieht  Beim 
Pendel  sind  die  Geschwindigkeiten  v  =»  ri»  und  indem  man  für  f  eine  Poteni 
annimmt,  erlangt  der  Widerstand  die  Form  kr^mf^da  und  wird  sein  Moment  be- 
züglich der  Rotationsaxe  kr^^+^a^da.  Das  Gesammtmoment  sämmtlicher  elemen- 
taren Widerstände  ist  daher  km^Cr^+^dc  =  fio)»,  wo  das  Integral  über  alle  in 

Frage  kommenden  Oberflächentheile  des  Körpers  auszudehnen  ist,  so  dass  ^  eine 
von  der  OberflächenbeschafiPenheit  abhängige  Constante  wird.  Indem  wir  diesen 
Widerstand  in  die  Hauptgleichung  der  Pendelbewegung  einführen,  wird  dieselbe 

oder 

^  +  |sm^4-/^.( 


d'»    .     i7   „:.  .    .       f^     (d^V  _  0. 


dt*    •     /  '    M%^  \dtJ 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  für  die  Bewegung  eines  ein&chen  Pendels  von  ^ 
Länge  l  im  widerstehenden  Mittel.    Man   kann  sie  ähnlich  wie  B.  I,  S.  411  ^ 
zeigt  wurde,  durch  zwei  andere  ersetzen,  auf  welche  die  dort  angegebene  Metbo^® 
anwendbar  ist 

§.  8.    Eine  homogene  schwere  Fallthür,   deren  Angellinie  ge^^ 
die  Horizontale  unter  dem  Winkel  n  geneigt  ist  (s.  die  Ao^be  S.  ^ 
Fig.  12),    schwingt    ohne    Anfangswinkelgeschwindigkeit   von    eiP>^ 
Lage  aus,  in  welcher  sie  mit  der  Gleichgewichtslage  den  Wink»^ 
bildet.     Die  Bewegung  der  Thür  su  untersuchen. 
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Mit  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  S.  66  und  des  dort  angewandten  Coor- 
dinatensystems,  dessen  Axen  Hauptazen  sind,  erhalten  wir  die  Bewegungsglei- 
chnngen: 

^Vx  ^+3f(»«a;i  +  3f5fcosn  +  X+X'r=0,    6Jtf^8in9sinw  +  /(r—  r')  =  0, 

—  3fa:,  ^  +  itf a»«y,  +  r  +  y  =-0,    ftM^cos  9  sinn  +  l(X— X')  —  0, 

—  Mg  sin  n  +  ^  +  ^'  =  0,     x*  -y^  +  ftfl'  cos  n  sin  <&  «>  0 . 

Die  letzte  Qleichung  gibt,  wenn  xj  der  Trägheitsradius  des  Systems  für  die  zur 
Angellinie  parallele  Axe  des  Massenmittelpunkts  ist 

0 
Die Thür  schwingt  daher  isochron  mit  einem  Pendel  von  der  Länge  \h  -f  -^ j  sec n, 
u.  8.  w. 

§.  9.  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um  einen  festen 
Punkt.  Sind  X^,  Y^,  Z^  die  Componenten  des  Widerstandes,  welchen  der  feste 
Punkt  im  Laufe  der  Bewegung  zu  leisten  hat,  parallel  dreien  rechtwinkligen 
Coordinatenaxen  dieses  Punktes,  so  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  der 
nrfprflnglichen  Form: 


2:m(z^^x^)~S{zX-xZ), 


Von  diesen  sechs  Gleichungen  sagen  die  drei  ersten  aus,  dass  die  Resultante  der 
gegebenen  Kräfte  P  in  Verbindung  mit  dem  Widerstände  äquivalent  ist  der  Re- 
sultante aller  Kräfte  m(p.  Letztere  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  Gesammt- 
masse  M  und  der  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  und  kann  leicht,  wie 
bei  der  freien  Bewegung,  dargestellt  werden.  Die  drei  letzten  Gleichungen  ge- 
statten dieselbe  Transformation  auf  die  Euler' sehe  Form,  wie  bei  der  freien  Be- 
wegung, mit  dem  unterschiede,  dass  A,  JB,  C  die  Trägheitsmomente  für  die  Haupt- 
axen  des  festen  Punktes  werden,  die  Momentanaxe  fortwährend  durch  diesen  Punkt 

geht  und  G^^\  G^\  G^^^  sich  auf  jene  Hauptaxen  beziehen. 

Ist  das  System  continuirlichen  Kräften  nicht  unterworfen,  so  rollt  das  Träg- 
heitsellipsoid  des  festen  Punktes  auf  der  inyariabelen  Ebene,  wie  bei  der  freien 
Bewegung  das  Centralellipsoid.  Der  Widerstand  ist  ein  continuirlicher  und  am 
Anfang  der  Bewegung  eine  Momentankraft,  welche  die  Resultante  der  anfäng- 
lichen Momentankiltfte  vernichtet.  Das  anfängliche  Paar  G  der  Momentankräfte 
bestimmt  die  Bewegung. 

{.  10.    Rotation  eines   unveränderlichen  schweren   Systems,   für 

30* 
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welches   das   Gentralellipsoid   ein   Rotationsellipsoid  ist,  am  einen 
festen  Punkt  auf  dessen  Botationsaxe. 

1.   Es  sei  0  (Fig.  134)  der  feste  Punkt,  S  der  Massenmittelpunkt,  also  OSC 
die   Rotationsaxe  des   Centralellipsoids  und   OS  ^=^  h,     Dorch   O  ziehen  wir  die 

Verticale  OZ,  positiv  aufwärt«  gerechnet,  oid 
legen  durch  sie  die  Verticalebene  ZOC,  wel^ 
die  Axe  OC  enthält;  in  ihr  liegt  der  Noti- 
tionswinkel  ZOC  '^  9  der  Axe  OC  gegen  die 
Verticale.  Die  Verticalebene  ZOC  bilde  nik 
irgend  einer  festen  Verticalebene  ZOX  dei 
Winkel  t^,  sodass  ^  -f*  1*  ^o  Präoesiioiii- 
winkel  der  Knotenlinie  der  zvl  OC  senkrechtei 
Ebene  mit  der  Ebene  XOY  darstellen  würde. 
Durch  0  ziehen  wir  ferner  in  der  Vertical- 
ebene ZOC  die  Axe  OA  senkrecht  so  OC, 
sowie  senkrecht  zur  Ebene  COA  die  Axe  OB, 
Die  Axen  OA^  OB,  OC  sind  Hanptaxen  des 
Punktes  O  und  zwar  sind  die  Trägheitsmomente 
für  OA  und  OB  einander  gleich,  während  dai 
Trägheitsmoment  um  OC  von  ihnen  verschieden  ist  Es  sei  A  der  gemeüuMU 
Werth  des  Trägheitsmomentes  f^v  OA  und  OB,  C  der  des  Trägheitsmomeokei 
für  OC, 

Wir  wollen  die  Bewegung  des  Systems  auf  diese  Axen  beziehen.  Sind  6^,t 
Crjt,  Crg  die  Componenten  des  resultirenden  Axenmomentes  der  Momentankrlfte 
und  sind  odi,  a^,  o,  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  sie,  so  iit» 
mit  Rücksicht  darauf,  dass  das  Axenmoment  des  Gewichtes  Mg,  nämlich 
Mgh  sin  &  in  die  Axe  OB  fällt  und  seine  Componenten  in  Bezug  auf  OA  und 
O  C  Null  sind ,  wie  S.  402 


Fig.  1S4. 


dt 


dG 


dG, 
dt 


-f-  cogGi  —  oa^G^  =■  Mgh  sin  d'. 


jf  +  (o,G,-^  to^G, 


0. 


Da  OA,  OB,  OC  Hauptaxen  sind,  ist  Ctj  —  Aosi,  G^  =  A^m^,  G^  —  C«,  und 
hat  man  co^  =»  —  sin  &  ~ ,     at^  =s  —-  ,    Die  dritte  Gleichung  redncirt  sich  anf 

--J-  =>  0  und    folgt  aus   ihr,  dass   o>,   constant,   nämlich  o,  =»  n  ist,  d.  h.  die 
dt 

Winkelgeschwindigkeit  um  die  Rotationsaxe  des  Centralellipsoidi 

ist    constant.     Dies   ist    selbstverständlich,    da   das   Axenmoment    des  Paaret 

6r(0  sa  Mgh  sin  ^.  senkrecht  zu  dieser  Axe  ist. 

Führt  man  diesen  Werth  und  die  Ausdrücke  für  o>i ,  co,  in  die  erste  der  Be- 
wegungsgleichungen ein,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an 


Ä    '    o.^^'^       CA         ^d&  dip    ,    .,    d& 
^^e,o*-^-2^cos^5-   J  +  Cn^^-^ 


0, 


oder,  indem  man  sie  mit  —  sin<8'  multiplicirt, 

d 
d\ 


^  \A  8in«-fr  ^  +  Cn  cos  &)  =-  0, 
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woraoB  das  Integral 

A  sin«  J&  -^  +  Cn  cos  &  ^  E 

folgt,  anter  E  eine  Constante  verstanden.  Der  Sinn  dieses  Integrales  ist  der, 
dasB  die  Componente  des  Azenmomentes  der  Momentankräfte  in 
Bezog  auf  die  Yerticale  OZ  während  der  Bewegung  constant  bleibt. 
Dies  leuchtet  direct  ein,  da  Gi^)  senkrecht  zu  OZ  ist  und  also  die  Componente 
Yon  G  in  Bezug  auf  OZ  nicht  ändern  kann.  Das  dritte  Integral  wird  durch  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  gegeben.  Multiplicirt  man  nämlich  die  Bewegungs- 
gleichungen mit  (D, ,  eo,,  o>3  und  addirt  sie,  so  wird 

also,  wenn  man  integrirt, 

i  {A(o\  +  A(oi  +  Ccal)  +  Mgh  cos  ^  =  H, 
oder  nach  EinfQhnmg  der  Werthe  von  m^,  Og,  w^ 

\A  (^y  +  ^A  Bin*  e^(^^y+iCn^  +  M  gh  cos  d^  ^  H. 

Die  Constanten  E,  U  der  beiden  Integrale,  welche  die  Principe  der  Momente  und 
der  lebendigen  Kraft  geben,  können  durch  die  Anfangslage  d'f^,  i/^o  und  den 
anfänglichen  Geschwindigkeitszustand  Po  ^^  n ,  q^^ ,  Vq  dargestellt  werden. 

2.    Um  die  Integrale  zweckmässiger  zu  gestalten,  suchen  wir  auf  der  Axe  O  C 
(Fig.  135)  jenseits  S  den  Schmiegungsmittelpunkt  P  und  die  Länge  OP  =>  l  des 

einfachen  Kxeispendels,  welches  mit  dem  System  um 
die  Axe  0£  isochron  schwingen  würde.  Es  ist  l=A:Mh. 
Würde  das  System  in  irgend  einer  Weise  um  O  ge- 
schleudert, ohne  dass  es  um  OC  rotirt,  sodass  also  nesO, 
so  würde  es  sich  bewegen,  wie  ein  sphärisches  Pendel 
von  der  Länge  l.  Für  (7  =  0  geht  das  System  in  eine 
unveränderliche  Strecke  über,  welche  selbst  ein  späri- 
sches  Pendel  darstellt.  Sind  n  und  C  nicht  Null,  so 
findet  nur  Analogie  zwischen  der  Bewegung  des  Systems 
yj     1^  ^       mit   der   des    sphärischen   Pendels    statt,    nicht    Coin- 

cidenz. 

El 
Auf   der    Verticalen    OZ    wollen    wir    die    Längen    OU^*  ^^  =  a    und 

O  F  «  -^^ — r:=r-l =  &  auftragen  und  durch  U  und  V  zwei  Horizontalebenen 

Mgh 

legen,  welche  von  der  Verticalen  des  Punktes  P  in  3f  imd  N  geschnitten  werden. 

Die  beiden  zuletzt  entwickelten  Integrale  nehmen  hierdurch  die  Formen  an 

Mhl  sin«  -&  ^  +  Cn  cos  -fr  =  C7n  .4 , 
dt  l 

,,.[(^)'+sin3^e-|)']  =  ,(5-Zcos^). 

Aus   dem   ersten   von    ihnen   ergibt   sich   für   die  horizontale   Geschwindigkeits- 
componente  J  sin  ^  77 : 

1   .    t^  dfp        Cn     a  —  lcosd"       Cn  .    ,y-„    ,,-.. 
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in  der  zweiten  bedeutet  die  linke  Seite  das  halbe  Quadrat  der  Geschwindigkeit  r 

des  Punktes  P,  sodass 

^  v^  =^  g  {b  —  I  cos  d) 

wird.  Die  Geschwindigkeit  von  P  hängt  daher  ab  von  der  Tiefe  b  —  l  eo%9 
desselben  unter  der  Horizontalebene  Ton  V  und  ihre  horixontale  Componente  iit 
proportional  der  Tangente  des  Winkels,  welchen  UP  mit  der  Horizontalebeiie 
bildet.  Befindet  sich  P  unter  der  Horizontalebene  von  U,  aber  über  der  von  0, 
so  ist  diese  Tangente  positiv  und  dreht  sich  die  Verticalebene  ZOP  im  podtiven 
Sinn  (übereinstimmend  mit  n);  tritt  P  über  diese  Ebene,  so  tritt  ein  Wechsel  da 
Sinnes  dieser  Rotation  ein.  Ebenso,  wenn  P  unter  den  Horizont  von  0  gelugt 
Die  horizontale  Greschwindigkeit  wird  im  Niveau  von  U  gleich  Null,  die  ganie 
Geschwindigkeit  im  Niveau  von  V.  Höher  als  das  Niveau  von  V  kann  P  nicht 
steigen. 

Die  Elimination  von  ^J-  aus  den  beiden  Integralen  liefert  die  Gleichung 
f,ä9y      „    ,^       ,        ^,        G*n*  /a  —  l  cos  »y 

mit  Hülfe-  deren  der  Nutationswinkel  '9'  als  Function  der  Zeit  gefunden  werden 
kann.  Sobald  dies  geschehen,  liefert  das  andere  Integral  rp  gleichfalls  als  FunctioB 
der  Zeit.  Bevor  wir  hierzu  übergehen,  wollen  wir  aus  vorliegender  DifPerentiftl- 
gleichung  fSr  ^  die  wichtigsten  Folgerungen  ziehen  und  sie  geometrisch  inte^ 
pretiren. 

Schreibt  man  die  Gleichung  so: 

*  -'*  e-f)'  -  f  (t— ^)  <^  -  -'*>  -  *  w^  (t— *)'• 

so  sieht  man^  dass  <&  nicht  Null  werden  kann,  ausser  wenn  a  «=  Z  ist.  Die  NoUi- 
wendigkeit  hiervon  erkennt' man  auch  direct,  wenn  man  die  Bed^tung  von  a:l 
berücksichtigt.  Es  ist  nämlich  a :  Z  »  j^ :  (7n ,  d.  h.  gleich  dem  Verhältnisse  der 
Componenten  des  resultirenden  Axenmomentes  der  Momentankrilfte  um  die  Yerti- 
cale  OZ  und  die  Rotationsaxe  OC  des  Centralellipsoids.  Da  aber  £  die  Pro- 
jectionssumme  der  Azenmomente  um  OA  und  OC  auf  OZ  ist  {OB  ist  senkrecht 
zu  OZ)  und  fQr  d*»  0  auch  OA  senkrecht  zu  OZ  wird,  so  muss  E  =  Cn  werden, 
'nämlich  gleich  dem  Axenmomente  um  OC. 

Ist  nun  ^  aa.  ^^  der  anfängliche  Werth  von  <&,  so  nimmt  '9'  von  diesem  Werthe 
an  ab  oder  zu,  je  nachdem  dd-idt  negativ  oder  positiv  ist  und  erreicht  seinen 
grössten  und  kleinsten  Werth,  wenn  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichong 
verschwindet,  d.  h.  für  diejenigen  reellen  Werthe  von  cos  '9',  welche  sie  annulliren. 
Für  cos'-Ö"  =  —  1  wird  sie  negativ,  für  cos  -O"  =  cos  d'Q  ist  sie  positiv,  nämlich 
^  sin*  *  (*■')*,  für  cos  ^  ==  -f*  1  ^'^  sie  wieder  negativ  und  für  cos  ^«=00  positif. 
Daher  liegen  die  Wurzeln  der  Gleichung,  welche  man  erhält,  indem  man  den 
Ausdruck  zur  Rechten  gleich  Null  setzt,  zwischen  cos  ö"  =  —  1  und  cos  &  »  ^e, 
zwischen  cos  -ö*  =-  cos  G-^  und  cos  -ö"  =  +  ^  ^°d  cos  ^  c«  +  1  ^^^d  cos  9"  =■  «. 
Die  letztere  Wurzel  ist  dem  Probleme  fremd,  da  sie  keinen  reellen  Werth  fQr  9 
liefert.  Es  oscillirt  also  9"  zwischen  einem  Minimalwerthe  a  und  einem  Maximal- 
werthe  ß.  Um  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Grenzen  zu  ermitteln,  berflck- 
sichtige  man,  dass  die  obige  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  Figur  den  Sinn  htt: 


{''^y-'^-'-m\m 
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oBd  constmire  di«  Parabel 


.        1    (ChY 


deren  Hanptaxe  VO  vertical  abwärts  gerichtet,  deren   Scheitel  in   0  und  deren 

Parameter  — -  (itft)    ist.    Die  Verticale  des  Punktes  P  schneide  sie  in  E,  so- 
2  g  \Mh/  ' 

dasB  ME  =»  X,  UM  =»  y  die  Coordinaten  von  E  sind.    Man  hat  dann 
1      ,   _^  1 ,  1  X 


oder 


PM  •    PE        PN  —  MN    •    X  —  PM       (PN  —  MN)  x  —  PM^ 

*  \PM  +  p5/  ' 


Für  die  Grenzlagen  von  P  verschwindet  (  ^  ^7)     nnd  folgte  dass   für  jede   von 

ihnen  das  harmonische  Mittel  aus  ihren  Abständen  von  M  und  E  gleich  —  2-MN 
ist.    Um  die  Punkte  E  auf  der  Parabel  zu  finden,  die  diesen  Lagen  entsprechen, 

2-7y j    diese  Grösse  gleich  Null  und  wenn 

Z7F  =»  MN  —  c  ist,  PN  =0  +  ^1  -P-^f  =«  rc,  17 3f  =  y,  wodurch  sie  in  die 
Gleichung 

einer  cubischen  Gurve  übergeht,  welche  durch  V,  hindurchgeht  und  VN  zur 
Asymptote  hat.  Die  Schnittpunkte  derselben  mit  einem  Kreise  um  0  vom  Ba- 
diu«  \  liefern  die  Punkte  J2,  wozu  sich  sodann  mit  Hülfe  des  harmonischen  Mittels 
die  Grenzlagen  für  P  ergeben. 

3.    Mit  Hülfe  von  a  und  ^  hat  man 

♦  •'-»  C-l)"  -  f  (I  -  "• »)  <■-""■»)-♦  iSV  (?  -  —)■ 

-  ^  |cos  4f      \^^  ^a m^  l)  ^^^  ^^Kg  M^hH^     V  ^^'^      \2^  M^hH^       1 1  ] 
d.  h. 

\  sin' -fr  (^- ]    «=  ^  (cos  ^  —  d)  (cos  -&  —  cos  a)  (cos  ^  —  cos  §) , 

wo  d  gefunden  wird,  indem  man  d  ■\-  cos  a  ■\-  cos  ß  dem  Coefficienten  von  cos'  & 
mit  dem  umgekehrten  Zeichen  gleichsetzt. 

Da  ^  zwischen  a  und  ß  liegt,  so  kann  man  setzen 

cos  -O"  =»  cos  p  —  (cos  p  —  cos  a)  sin'  9  =  cos  ^  cos'  <p  +  cos  a  sin'  qp . 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Substitution  erhellt,  wenn  man  um  die 
Projection  p^p^  des  Abstandes  (Fig.  136)  der  Grenzlagen  des  Punktes  P  auf 
die  Yerticale  OZ  als  Durchmesser  eine  Kugel  beschreibt  und  sie  mit  der  Hori- 
zontallinie Pg  von  Py  welche  OZ  trifft,  schneidet.  Ist  Q  der  Schnittpunkt,  so 
ist  «^ PjP, Q  a-  9).    Denn  es  ist  Piq^l  (coe  «•  —  cos  p)  und  zugleich 

Pi3  —AP»  »»»  PiP%Q  •  »in piög  —  I  (cos  «  —  cos  (5)  flin'i),|>,^. 
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Fig.  136. 


Dem  Werthe  6*  » |}  entspricht  9  «-*  0  und  ^  «>  a  der 
Werth  (p  ssB  ^n. 

Die  Differentiation  liefert 

sin  -ö"  -r-r  =  —  2  (cos  a  —  cos  p)  sin  q>  cos  <p  —■ 
a»  dt 

und  zugleich  wird 

cos  d'  —  cos  a  =  —  (cos  a  —  cos  P)  cos*  q>, 

cos  -O"  —  cos  ß  =  (cos  a  —  cos  jJ)  sin*  qp 

und  indem  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  einführt, 
erhält  man 


( 


g  cos  a  —  cos  ß 


i  -y-  [d  —  cos  p  —  (cos  a  —  cos  ß)  sin*  <p] 


(1  —  X*  sin*  9),       X 


,       cos  a  —  cos  ß 
d  —  cos  ß 


Hieraus  ergibt  sich  weiter,  wenn  man  t  von  dem  Moment  an  rechnet,  wo  P  ein 
tiefste  Lage  erreicht 

t 


j/cos  a  --  cos  p 


1/2  z  /        <ly 


sin'cp 


und  wenn  T  die  Zeit  ist,  entsprechend  dem  Uebergange  des  Punktes  P  aus  einer 
tiefsten  in  die  nächstfolgende  höchste  Lage,  d.  h. 


r  = 


}/cos  a  •—  cos  ^ 


^    i^  ./  1/1  —  X*  sin"  <p       ]/cos  a  —  cos  p  '^    ^       * 


so  wird 


0 


-y  «  =  F(<p,  x),     qp  =  am  y-Y  «,  >«) 


und  hiermit 

COS  ^  CS  COS  ^  COS*  am  -=  t  -{■  co%  a  sin*  am  -^  ^ ,     7^2  ^  ^  pl  (cos a  —  cos P). 

Die    Oscillationsdauer    der    Nutation    des    Systems    ist   22'    und 

stimmt  die  Nutationsbewegung  überhaupt  überein  mit  der  Bewegung 

des   Kreispendels,    so   zwar,   dass    der    Punkt    P    schw-ingt,    wie    der 

Punkt  Q  eines  einfachen  Pendels  um  die  Mitte  C  von  Pi,  p%  von  der 

Länge  CE  =»  21 :  (cos  a  —  cos  p)  =  Z*  :  CQ  und  der  Oscillationsdauer  2T. 

4.    Die  Gleichung 

a 


dt 


Cn     l 


—  COSÖ" 


Mhl      sin*«* 


gibt,  wenn  man  sin*  «•  =-  1  —  cos*  «•  =  (1  +  cos«*)  (1  —  cos  »)    setzt  und   deO 
Bruch  zerlegt 


dif) 
dt 


i 


Cn 

Mhl 


a 

1 


+  1 


^1  +  cos  » 


+  n: 


-}-• 


COSÖ'_ 


und  daher  vermöge  cos  '0* »»  cos  |3  —  (cos  ß  —  cos  a)  sin*  tp  und 
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^  =  -i  }/co8  «  -  cos  p  ]/^  VT=^^"8m>  , 
dip  Cn    "1/2I 


dtp  Mhl  V    g   |/co8 a  —  cos  p 

(-J-  +  l):(l  +  COsp)  (_^_i):(i-.co8p) 


^\  1  +  cos  p  ^/  ^      \  1  —  cos  (3  ^/  ^  ^. 

sodass  der  Präcessionswinkel  1^  durch  elliptische  Integrale  dritter  Gattung  dar- 
gestellt wird.  Die  Coefficienten  derselben  kann  man  vermöge  der  Vieta'schen 
Sätze  über  die  Coefficienten  algebraischer  Gleichungen  durch  d,  cos  a  und  cos  ^ 
Yollständig  ausdrücken.  Man  hat  nämlich  durch  Vergleichung  der  obigen  Formen 
des  Integrales  der  lebendigen  Kraft 

cosa  +  cosp+d=— --,^j^  +  y,  d(co8a  +  Qp8(5)+cosacos(J=-^^,^,-l, 

dcosacosp  =  i--jp^^-y. 

Bezüglich  der  Reduction  des  ganzen  Problems  auf  die  canonische  Form  vgl.: 

L ottner,  Reduction  der  Bewegung  eines  schweren,  um  einen  festen  Punkt 
rotirenden  Revolutionskörpers  auf  die  elliptischen  Transcendenten  (Crelle's  Journ. 
B.  50  [1855],  S.  111—125). 

Richelot,  eine  neue  Lösung  des  Problems  der  Rotation  eines  festen  Körpers 
um  einen  Punkt  (1851)  (Mathem.  Abhandlungen  der  Academie  zu  Berlin  a  d. 
J.  1860,  S.  1—60;  Crelle's  Journ.  B.  44  [1852],  S.  60-66). 

Sem  ml  er,  Reduction  der  Bewegung  eines  schweren,  um  einen  festen  Punkt 
seiner  Aze  rotirenden  Rotationskörpers  auf  die  elliptischen  Transcendenten  tnit 
Hülfe  der  Sigmafunctionen.  Göttingen  1874.    (Dissertation.) 

Greenhill,  On  the  motion  of  a  top  and  cUlied  problems  in  dynamics  (Quar- 
terly  Journal  of  pure  and  appl,  mathem.  Vol.  16  [1878]  pp.  176 — 196).  Die  erste 
Reduction  des  Problems  auf  Quadraturen  wurde  von  Lagrange  gegeben  {Mecani- 
que  ancUytique^  p.  II,  sect.  IX,  Nr.  36). 

5.  Die  vollständige  Discussion  des  Problems  erfordert  die  Betrachtung  des 
Einflusses  des  anfänglichen  Geschwindigkeitszustandes  und  umfielst  viele  Einzel- 
fälle. Man  kann  dieselbe  mit  Hülfe  der  geometrischen  Construction  in  Nr.  2 
führen  oder  auch  direct,  indem  man  die  dortigen  Constanten  oder  die  Constanten 
E  und  H  durch  die  Anfangswerthe  Po=^nj  q^,  r^  von  q  und  r  ausdrückt.  Resal 
hat  in  seiner  CinSmcUique  pure,  p.  349  u.  ffg.,  die  Discussion  durchgeführt,  indem 
er  q  und  r  aus  den  Integralen  des  Problems  sucht  und  alsdann  verschiedene 
Voraussetzungen  über  n,  ^0,  r^  eintreten  lässt. 

Sind  a  und  b  gleich,  so  fallen  die  Horizontalebenen  von  U  und  V  zusammen 
und  ist  c  =i  0.  Die  obige  cubische  Curve  geht  in  die  Parabel  UR  und  die  Ge- 
rade UM  über.  Der  Punkt  P  oscillirt  zwischen  der  Parabel  und  der  Horizontal- 
ebene von  U, 

Sind  Po  ^^^  &  "■  ^>  80  wird  E  —  Cn  0086*0,  F  —  Cn*  =  2gh  cos  6*0,  wenn 
^0  den  Anfangswerth  von  6*  bezeichnet.  Man  erhält  a  ■»  6  =»  2  cos  d-^ .  Setzt 
man  C*n* :  2g Mh*  »  2tf7,  sodass  2al  den  Parameter  der  oben  benutzten  Parabel 
bedeutet,  so  werden  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  für  ^  gleich  cos  d'^^y 
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(T  i  yi  —  2a  cos  &Q  -f  <F*,  von  denen  a  -f-  Vi  —  2a  cos  &q  +  ^*  <lcm  Problem 
fremd  ist,  weil  sie  grösser  als  1  ist,  indem  die  Wurzel  selbst  für  cos  d'^  =  1 
nicht  kleiner  als  1  wird.    Ist  n  sehr  gross,  so  wird  aach  a  sehr  gross  and  wenn 

man  die  Wnrzelgrösse  entwickelt,  so  sieht  man,  dass  cos^  zwischen  cos  9q  and 

1 

cos  &Q  —  ^—  sin*  ^0  4"  •  •  • »  *l80  i™  Allgemeinen  zwischen  engen  Grenzen  oscillirt 
m  a 

Ueber  einige  andere  mit  dem  vorliegenden  verwandte  Probleme,  z.  B.  über 
die  perimetrischen  Rotationen  von  Sire  vgl.  Resal,  CindmcUique  pure,  Note  IV, 
pp.  345—374  oder  Tratte  de  Mecanique  g^ndrale,  T.  I,  pp.  366—366. 

Die  hier  gegebene  Bearbeitung  des  Problems  schliesst  sich  an  Bouth,  Trech 
Ose  on  the  dynamics  of  a  System  of  rigid  hodies,  Chp.  X ,  p.  444  sq.  und  die  oben 
citirte  Abhandlung  von  Greenhill  an.  Vgl.  auch  Poisson,  traite  de  mecanique. 
Paris  1833,  T.  II,  pp.  162 — 178,  sowie  Tournaire,  Sur  la  rotation  des  corps  pe- 
sants,    (Comptes  rendus,  T.  60  [1860],  pp.  476—481.) 

§.  11.  Bewegung  einer  homogenen  schweren  Eugel  auf  der  Hori- 
zon talebene  mit  Reibung  (Fig.  137).     Die  Kugel  besitze   eine   anfängliche 

Translationsgeschwindigkeit  parallel  der  Horizontalebene  und  eine 
Winkelgeschwindigkeit  um  den  horizontalen  Durchmesser,  wel- 
cher senkrecht  ist  zu  der  Verticalebene ,  welche  der  Trans- 
lationsgeschwindigkeit parallel  ist.  Weder  die  Schwere,  noch 
^    ^y  der  Normalwiderstand  der  Ebene,  noch   die  Reibung   vermögen 

die  Richtung  der  Translationsgeschwindigkeit  oder  die  Axc  der 
Winkelgeschwindigkeit  zu  ändern,  wie  sich  schon  aus  der  Symmetrie  der  Figur 
ergibt.  Nehmen  wir  an,  der  Sinn  der  Rotation  sei  so  beschaffen,  dass  der  Theil 
der  Normalen  des  Berührungspunktes,  welcher  oberhalb  des  Mittelpunktes  liegt, 
durch  sie  Geschwindigkeiten  erlangt,  welche  der  Translationsgeschwindigkeit  ent- 
gegengesetzt sind.  Dann  wird  Reibung  an  der  Horizontalebene  stattfinden,  dem 
Sinne  nach  der  Translation  entgegengesetzt.  Ist  M  die  Masse,  also  Mg  das 
Gewicht  der  Kugel  und  mithin  der  Druck  auf  die  Ebene,  so  ist  die  Reibung 
liMgy  wo  /LI  den  Reibungsooefficienten  bezeichnet.  Dieselbe  vermindert  sowohl 
die  Geschwindigkeit  v  des  Massenmittelpunktes,  als  auch  die  Winkelgeschwindig- 
keit CO  um  ihn,  sodass  die  beiden  Gleichungen  bestehen 

jj^-M.     Zmr^'-^^-i^Mga, 

wenn  a  den  Radius  der  Kugel  bedeutet.  Mit  Hülfe  des  Trägheitsmomentes  der 
Kugel,  nämlich  2mr^  =»  i^^^i  S^^^  ^^^  zweite  Gleichung  über  in 

d(o  ^  li>g 

dt  *   o  * 

Die  beiden  Gleichungen  liefern,  wenn  r^,  (o^  die  Werthe  von  v,  eo  sind,  welche 
der  Zeit  t  ^^  0  entsprechen: 

ULQ 

r  =  t?o  —  v^gt,    flj  =  Wo  —  i  ^  ^ 

CT 

Man  sieht,  dass  t;  und  co  fortwährend  abnehmen.  Nach  einiger  Zeit  wird  es  dahin 
kommen,  dass  eine  dieser  Grössen  Null  wird  und  hierauf  in  entgegengesetztem 
Sinne  wächst,  während  die  ^andere  noch  in  demselben  Sinne  abnimmt.  Es  wird 
daher  auch  in  einem  gewissen  Momente  der  Fall  eintreten,  dass  v  '\'  aa^  ^»0 
wird,  d.  h.  dass  der  Berührungspunkt  der  Kugel  mit  der  Ebene  die  Geschwindig- 
keit Null  erlangt.   Dann  hört  das  Gleiten  der  Kugel  auf  der  Ebene  auf  und  wird 
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die  Engel  yon  jetzt  an  blos  auf  der  Ebene  rollen.  Sieht  man  von  dem  meist 
kleinen  Reibungswiderstande  gegen  das  Bollen  ab,  so  wird  das  Rollen  gleich- 
förmig sein.   Ist  i^  die  Zeit,  zu  welcher  das  Rollen  eintritt,  so  wird 

V  -f  aai  «=  Vo  +  awo  —  ^  Itgt^  =  0, 
woraus  folgt 


»0  +  «a>o 


Diese  Zeit  t  liegt  zwischen  den  Zeiten  t  =  -^  und  f ^  =»  i  — - ,   für   welche   v, 
»       »  ^       (tg  ^       ^  ^g  * 

resp.  a  verschwindet.   Ist  <i  >'^j,  d.  h.  v^'^^aatQ,  so  wird  co  früher  Null,  als  t?, 

wechselt  den  Sinn  und  die  Kugel  rbUt  im  Sinne  der  Translationsgeschwindigkeit 

v^ ;  ist  <!<<,,  so  wird  v  früher  Null,  als  o,  und  rollt  die  Kugel  zurück ;  ist  aber 

^1  '^  hi  80  verschwinden  v  und  eo  zugleich  und  gelangt  die  Kugel  zur  Ruhe. 

Complicirtere  Fälle  der  Bewegung  der  Kugel  auf  der  Horizontalebeno  werden 
wir  später  behandeln. 

§.  12.  Bewegung  eines  schweren,  homogenen  Kreiscylinders  auf 
der  sehiefen  Ebene.  Der  Cy linder  bewege  sich  die  schiefe  Ebene  hinab,  so, 
dass  seine  Axe  der  Schnittlinie  der  schiefen  Ebene  mit  dem  Cy  linder  parallel 
bleibt.  Ist  a  die  Neigung  dieser  Ebene  gegen  den  Horizont,  M  die  Masse  und 
a  der  Radius  des  Cylinders,  B  der  Reibungswiderstand  ohne  Rücksichtnahme  auf 
den  Widerstand  gegen  das  Rollen,  so  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  des 
Massenmittelpunktes  und  der  Bewegung  um  denselben 

.äf  -TT  ="  ^9  sin  a  —  JB.     4  Ma*  tt  =  —  -R« 
dt  ^  ^     ^  dt 

oder 

dv  ,  R       d(o     ">       2li 

dt       ^  M'    dt  Ma 

Wir  unterscheiden  zwei  Fälle. 

1.  Wenn  v  -|-  ao  =>  0  ist,   so  rollt  der  Cylinder  auf  der  Ebene   ohne   zu 

gleiten.    Damit  dies  stattfinde,  muss  ^r  +  ®  tt  =  ^»  d-  b.  ^  sin  a ^  ==  0, 

dt  dt  Ja 

also  B  =^  ^  Mg  sin  a  sein.    Die  Reibung  des  Cylinders,  wenn  er  die  schiefe  Ebene 

hinabgleitet,  würde  i^Mg  cos  a  sein  und  da  B  nicht  grösser  sein  kann  als  diese, 

so  hat  man  ^  Mg  sin  a  •<  (iMg  cos  a,  d.  h.  tg  a  •<  3/li  als  die  Bedingung,  unter 

welcher  das  Rollen  des  Cylinders  stattfindet.    Die  diesem  Falle  entsprechenden 

Werthe  von  v  und  cd  ergeben  sich,  wie  in  §.  11. 

2.  Wenn  v  -\-  aoo  nicht  Null  ist,  so  gleitet  und  rollt  der  Cylinder.  Hierfür 
ist  B  BS  ftMg  cos  a. 

In  diesen  Betrachtungen  ist  der  Einfluss  des  Reibungswiderstandes  gegen  das 
Rollen  (die  rollende  Reibung)  nicht  berücksichtigt.  Soll  derselbe  berücksichtigt 
werden,  so  ist  zu  bedenken,  dass  derselbe  einem  Paare  äquivalent  ist,  welches 
aber  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  nicht  beeinflusst,  sondern  nur  die 
Rotationsbewegung  um  diesen  modificirt.  Das  Axenmoment  desselben  (parallel 
der  Cylinderaxe)  kann  durch  JcMg  cos  a  dargestellt  werden,  wo  Je  ein  von  der 
Natur  der  sich  reibend  berührenden  Oberflächen  abhängiger  Coefficient  ist.  Daher 
sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Cylinders  in  diesem  Falle 

-Äf  jT-  ■-  Mg  sin  a  —  Ä,    £mr* .  —  «  —  Ba  —  kMg  cos  a, 
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oder 

dv  .  B       doD  2Jß       2A;a  cos  a 

dt       ^  M  ^    dt  Ma  o* 

Soll  nun  blos  Rollen  stattfinden,  so  muss  v  -{-  am  =s  0,  d.  h. 


i2  SB  ^  3fg  (sin  a  -j cos  a) 


sein. 

§.  13.  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems,  welches  mit 
einer  Fläche  (Oberfläche)  fortwährend  eine  feste  Ebene  E  berührt 

1.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  da^  die  Berührung  der  Fläche  mit  E 
nur  in  einem  einzigen  Punkte  stattfindet,  welcher  im  Allgemeinen  in  der  Fläche, 
wie  auch  auf  der  Ebene  wechseln  wird,  sodass  die  Fläche  auf  der  Ebene  rollt 
oder  rollt  und  gleitet.  Wir  legen  der  Untersuchung  ein  festes  Coordinatensystem 
der  rr,  y,  2f  zu  Grunde,  in  Bezug  auf  welches  e,  e\  s'*  die  Richtungscosinusse  der 
Normalen  der  festen  Ebene  und  d  ihr  Abstand  vom  Coordinatenursprung  seien, 
sodass 

€  rc  +  c'y  +  «"^  —  d  =  0 

ihre  Gleichung  wird.  £,  e\  b"  sind  dann  zugleich  die  Richtangscosinusse  des 
Widerstandes^  i?,  welchen  die  Ebene  im  Berührungspunkte  B  leistet  und  i2  e  =*  Xj , 
i?e'  =  y, ,  lif"  =3  Zj  sind  dessen  Componenten  parallel  den  festen  Coordinaten- 
axen.  Bezeichnen  a;^ ,  ^^ ,  z^  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  8^  so  hat 
man  als  die  drei  ersten  Gleichungen  der  Bewegung: 

Jif'*^i=.i;x+x.,     üf ^1',' =  2 r  +  r. ,     m^  =  sz+z,.   (i) 

Wir  nehmen  weiter  die  Hauplaxen  des  Massenmittelpunktes  als  Goordinatenaxen 
der  x\  y\  z  an  und  bezeichnen  mit  a,  h^  c^  a\  b\  c;  a\  h'\  c'  die  Richiungs- 
Cosinusse  dieser  Azen  gegen  die  festen  Goordinatenaxen.  Die  drei  Euler*schen 
Gleichungen  der  Bewegung  sind 

^  äl  +  (C  -  B)  2r  =  L-  +  (y-r,  -  z  Y\) , 
B^j  +  (Ä-C)rp=^M'+  {z  X\  -  xZ\),     (2) 

cif^-\-{B-A)pi=N-  +  {xY\  -  y'X,), 

worin  L',  M\  N'  die  Componenten  des  resultirenden  Paares  der  gegebenen,  am 
System  angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen,  x\  y\  z  die  Coordinaten 
des  Berührungspunktes  B  und  X\,  Y\^  Z\  die  ComDonenten  des  Widerstandes  i? 
parallel  denselben  Axen  bedeuten.  Setzt  man  die  domponenten  des  resultirenden 
Paares  der  gegebenen  Kräfte  bezüglich  des  Massenmittelpunktes  und  der  den  Axen 
der  X,  y^  z  parallelen  Axen  dieses  Punktes  gleich  L,  ilf,  iV,  so  sind  L\  M\  N* 
die  Projectionen  von  X,  3/,  N  auf  die  Axen  der  x\  y\  z\  nämlich: 

und  ebenso  werden: 

X\^aX,+bY^  +  cZ,,    r,  =  a'JTj  4- 6' Ti  +  c'Z, ,    Z\  ^a'X,  +  b"T^+e'Zi. 

Bezeichnen  noch  Xj  y,  z  die  Coordinaten  von  B  bezüglich  der  fetten  Azen,  so 
hat  man: 
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X  —  Xi  ^^  ax  +  ay  -\-  a  z  , 

y-y,^bx  +  Vy  +  h"z,       (3) 

z  —  Zi  =^  ex  -i"  c  y  +c  z  j 

weil  femer  dieser  Punkt  auf  der  festen  Ebene  liegt,  so  gilt  die  Gleichung 

BX  -\-  e'y  +  e'z  —  d  =  0        (4) 

und  zugleich  besteht  für  ihn  in  Bezug  auf  die  Uauptazen  die  Gleichung  der  be* 
rührenden  Fläche,  welche 

F  {x\  y\  z')  =  0         (5) 

sei.  Endlich  hat  man,  da  R  die  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Normale  dieser 
Flache  und  der  Ebene  besitzt,  die  Gleichungen 

_,  dF   „,  dF    ,..  ^z^\(^^y ^{^^y A.{^^YV^' 

^^'W^'^  ^^'dy^  ^''  dsl  "Wdxl   "*"\ay7    '^\dzj\ 

Denkt  man  sich  die  neun  Cosinusse  a,  6,  c;  .  .  .  durch  die  Euler'schen  Winkel 
(p,  if>,  &  dargestellt,  so  hat  man  als  Unbekannte  des  Problems  durch  Functionen 
der  Zeit  auszudrücken:  die  Winkel  qp,  'tf;,  -Ö";  die  Componenten  p,  q,  r  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Hauptaxen ;  die  Coordinaten  x^^  y^,  z^  des  Massenmittel- 
punktes S;  die  Coordinaten  x\  y\  z'  des  Berührungspunktes  B  im  beweglichen 
System ;  die  Coordinaten  x,  ^,  z  (ftsselben  Punktes  im  absoluten  Räume  oder  auch 
statt  dessen  die  Coordinaten  x  —  ^i ,  y  —  ^i ,  ^  —  z^  bezüglich  eines  dem  festen 
Coordinatensystem  parallelen  durch  S  gelegten  Systems,  sowie  endlich  den  Wider- 
stand B.  oder  seine  Componenten  X^,  X\,  Z!^,  Zur  Bestimmung  dieser  achtzehn 
Grössen  liefern  die  Gleichungen  (1)  bis  (6)  dreizehn  Bedingungen,  wozu  aber  noch 
die  Ausdrücke  S.  406  für  ^,  ^,  r,  sowie  die  Relationen: 

_._.^i ^ , ^. (7S 

«&  +  8C       «a-t-«o-t-«c        €a+e6+*c 

kommen,  welche  man  erhält,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  drei  Nenner  die  Cosi- 
nusse der  Neigung  des  Widerstandes  gegen  die  Hauptaxen  sind.  Man  hat  daher 
im  Ganzen  wirklich  die  nöthigen  achtzehn  Bedingungen  zur  Lösung  des  Problems. 
Wenn  die  Fläche  F  die  Ebene  fortwährend  mit  -einer  Spitze  berührt,  so 
bleiben  x  ^  y\  z'  constant  und  hört  die  Bedingung  auf,  dass  B,  die  Richtung  der 
Flächennormale  besitze,  denn  diese  wird  an  einer  Spitze  unbestimmt;  x\  y\  z 
sind  bekannt  und  hat  man  also  nur  fünfeehn  Unbekannte.  Es  fallen  von  den  acht- 
zehn obigen  Bedingungen  aber  auch  die  drei 

weg  (die  erste  ist  von  selbst  erfüllt). 

'  Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  F  die  Ebene  längs  einer  Geraden 
berührt.  Da  in  diesem  Falle  die  Ebene  in  allen  Punkten  der  Geraden  Tangenten- 
ebene ist,  80  sind  die  Widerstände  in  allen  Punkten  parallel  und  haben  eine 
Einzelresultante  mit  bestimmtem,  aber  yon  Gerade  zu  Gerade  wechselndem  An- 
griffspunkte x\  y\  z\  Dieser  vertritt  die  Stelle  des  obigen  Berührungspunktes 
B  und  ändert  sich  die  Anzahl  der  Gleichungen  nicht.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn 
F  abwickelbar  ist.  Ist  aber  F  windschief,  so  findet  die  Berührung  nur  in  einem 
Punkte  der  Geraden  statt. 

Besitzt  die  Fläche  F  eine  scharfe  Kante,   mit  welcher  sie  auf  der  Ebene 

/i  F    /i  F    /i  F 

gleitet,  BO  fallen  F  —  0  und  X',  :  Y',  :  JZ\  =-  g— >  :  ^  :  -x-?  hinweg,  treten  aber 
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an  die  Stelle  dieser  drei  Bedingungen  die  beiden  Gleichungen  der  Kante  und  die 
Bedingung,  dass  die  Kante  in  die  Ebene  fällt,  welche,  da  der  Angriffspunkt 
X  ^  y\  z  des  Widerstandes  bereits  in  ihr  liegt,  sich  darauf  redueirt,  dass  die  Kante 
auf  der  Bichtung  (e  b  b")  senkrecht  steht. 

2.  Eine  Vereinfachung  kann  man  in  vorstehenden  Gleichungen  eintreten 
lassen,  wenn  man  die  feste  Ebene  zur  xj^- Ebene  wählt.  Dann  ist  e  =»  e'  =»  0, 
e''  =»  1 ,  8  ^^  0  und  hat  man 

^S'"  =  '^^  +  ^"    ^^-^^^^^^^    M^^,=£Z+Z,     (1) 
A^-  +  (C-B)qr  =  L'  +  (y'^,  -  «'F,), 
B^  +  {A-C)rp  =  M'  +  («'X,  -  x'Z',),       (S) 

Ojl  +  {B-Ä)pq^N'  +  (x'Y\  -  yX\), 

X  —  a;,  «=  ax  +  a'y  +  a"e',  z  =  0  (4) 

y-y,  =  by'  +  b'y-  +  b"z',    (8)  F(x\y',z)  =0,      (6) 

z  —  Zi^^cx-f-cy-j-cz,  • 

X'  .  ^  ^  =.  y  .  ^  ^  =,  y  •  ^  -^     /ßN  S  =»  ^'i  =,  -^'i       ^7^ 

*     ex  oy  ^     dz  c  c         c 

An  die  Stelle  der  Gleichungen  (2)  wird  man  oft  mit  Erfolg  die  entsprechenden 
Gleichungen  treten  lassen,  welche  sich  auf  das  dem  festen  Coordinatensystem 
parallele  System  des  Massenmittelpunktes  besiehen  und  die  Componenten  des 
resultirenden  Paares  der  continuirlichen  Kräfte  darstellen.  Diese  Componenten 
erhält  man  durch  Projection  der  Grössen  Ap,  Bq,  Cr^  der  Derivirten  des  resul^ 
tirenden  Paares  der  Momentankräfte  auf  jene  Axen,  nämlich: 

Apa  +  Bqa  +Crd\    Aph  +  Bqh' +  Crh'\     Apc  +  Bqc  '\- Crc\ 

Da  B  die  Richtung  der  xr-Aze  hat,  so  sind  Xj  =>  0,  Y]  =>  0^  Z^  »>  JB,  reduciren 
sich  die  Componenten  de»  Paares  von  B  auf  —  B  iy  —  yj,  B  (x  —  x^)  und  wer- 
den mithin  (2)  vertreten  durch: 

^  {Apa  +  Bqa  +  Cra)  =  L  -  iJ  (^  -  y.) , 
^  {Aph  +  BqV  +  Crh")  =  M-\-  R{x  —  «.), 

^  {Apc  +  Bqc  +  Crc)  «  N. 

3.  Es  sei  das  System  der  Schwere  unterworfen  und  finde  Beibung  an  der 
festen  Ebene  statt.  Letztere  sei  unter  dem  Winkel  i  gegen  den  Horizont  geneigt 
Man  hat  dann,  wenn  die  a;-Aze  in  der  festen  schiefen  Ebene  horizontal,  die  y-Axe 
positiv  die  schiefe  Ebene  hinunter  und  die  positive  ^r-Axe  oberhalb  derselben  an- 
genommen werden,  der  positive  Sinn  der  a;-Axe  aber  so  bestimmt  ist,  dass  die 
positive  Drehung  um  die  ;er-Axe  die  positive  a;-Axe  zur  positiven  y-Axe  führt,  in- 
dem man  die  Componenten  der  Reibung  nach  den  Axen  der  x^  y  mit  Mf,  Mf 
bezeichnet,  sodass  /,  f  ihre  Verhältnisse  zur  Masse  M  des  Systems  darstellen: 

£X=^Mf,    2Y  ^  Mg  Bin  i  +  Mf,    ZZ^  —  Mgconi, 

und  da  der  Punkt  B  in  Besug  auf  die  Axen  des  Punktes  S  parallel  denen  der 
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Xj  y,  M  die  Coordinaten  x  —  Xi,  y  —  yty  z  —  z^  besitzt,  so  sind  L,  M,  N  durch 
—  {z  —  Zy)  Mfy  {z  —  Zi)  Mf,  (x  —  rc,)  Mf  —  (y  —  y^)  Mf  zu  ersetzen.  Setzen 
wir  also  noch  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes  B  in  Bezug  auf  S  und 
die  eben  genannten  Azen  gleich  x*\  y\  z\  sodass  x"  ^=^  x  —  « , ,  y"  ^^  y  —  y^y 
z"  sa  (5  —  i^i)  B"  —  ^Tj ,  so  wird  das  obige  Gleichungssystem : 

^  -  /•  ~  {Apa  +  5ga  +  Cra")  =  -  Mz-f  -  By  , 

^^gsini  +  r  §1  Upb  +  Bqb'  +  Crb")  =       Mi^'f  +  Ry" , 

^--«/Bint  +  J  ^^  {Äpc  +  Bqc  +  Cre")  =       M  (x"f  -  y"f) , 


x"  =  ax'  +  «y  +  a"z'        ^  ^^,  ^,,  ,,,  _  „        ^  =  ZZ  .  Ä 

dF        dF        dt 
dx'       dy'        dz 


y  =  bx'  +  b'y  +  b"z        ^  ^"^ '  2'''  *')  -  ®        |F  °°  aF  "  3£ 
z    ^^cy+cy+cz 


a;  —  iCi  =.  x\     y  —  y^  =.  y'\     z  -  z^^  z\     ^r  =  0, 

Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  B  sind: 
dx       dx,    ,   dx'*       dxx    ,      ,  da   ,      ,  da    .     ,  da" 


dt         dt    '     dt  dt    ^        dt    ^  ^    dt    ^         dt 

dy       ^ yi    ,   ^y^       ^  _L    '  ^  ^    '  1^  _L    '  1^ 
dt  ""  "d*  "^   dt  ""  dt  "*"  ^    d*  "^^    dt  "*"  ^    dt 

d ;5       d if,    ,    d /'       dz,    ,      ,  de   .     ,  de'         ,  de"        ^       , _ 
dt         dt     'dt  dt  ^       dt  ^^    dt  ^        dt 

•  m 

Seine  Geschwindigkeitscomponente  senkrecht  zur  festen  Ebene  der  x^  y  ist  stets 
Null,  da  er  in  dieser  Ebene  bleibt.  Er  gleitet  auf  dieser  Ebene  und  die  Ge- 
schwindigkeit dieses  Gleitens  wird  durch  die  Reibung  verändert.  Er  gleitet  aber 
nur  so  lange,  als  die  Reibung  nicht  seine  Geschwindigkeit  zu  vernichten  vermag; 
sowie  dies  letztere  eintritt,  liegt  der  Berührungspunkt  in  der  Momentanaxe  und 
beginnt  das  System  auf  der  Ebene  zu  rollen  oder  zu  bohren,  je  nachdem  die 
Momentanaxe  in  die  Ebene  föllt,  oder  unter  einem  spitzen  oder  rechten  Winkel 
gegen  sie  geneigt  ist.  Wenn  B  .gleitet,  so  ist  die  Reibung  seiner  Tangential- 
beschleunigung direct  entgegengesetzt  und  verhalten  sich  daher  ihre  Componenten 
Mfy  Mf  wie  die  Richtungscoainusse  seiner  Geschwindigkeit  oder  also  auch  wie 

dx  dl/ 

Componenten  derselben»  d.  h.  es  ist  /*:  -=-7  »  /"  :  -yy  und  da  die  Reibung  dem 

at  at 


Drucke  proportional  ist,  so  hat  man  zugleich  MYf*'\-f^'^fi,By  wo  ^  den 
Constanten  Reibungscoefficienten  zwischen  der  Ebene  und  der  Fläche  F  bedeutet. 
Reicht  aber  die  Reibung  hin,  die  Geschwindigkeit  von  B  zu  tilgen,  so  werden 

dx  d  t/ 

^  =■  0 ,  — ^  =■  0  und  ist  das  Verhältniss  der  Componenten  der  Reibung  un- 
bestimmt, das  System  hört  auf  zu  gleiten.  Wir  setzen  hier  voraus,  dass  sobald 
das  Gleiten  aufhört,  auch  keine  Reibung  mehr  stattfindet,  d.  h.  dass  die  Reibung 
sich  nur  auf  eine  Resultante  ohne  Paar  reducire  oder  die  wälzende  Reibung  Null 
sei.  Die  Wirkung  der  Reibung  ist  überhaupt  äquivalent  einer  Kraft  F  in  Ver- 
bindung mit  einem  Paare  G;  die  erstere  wirkt  in  der  Tangentenebene,  entgegen 
der  Tangentjalbeechlerniigung  des  .Berührungspunktes,  wenn  die  Berührung  in 
einem  einzelnen  Pnnkte  liatiifindQt  oder  iet  äquivaleiit  einer  ResultaBten  von 
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Reibungskräften  in  dieser  Ebene  bei  Berührung  längs  einer  Linie  oder  innerhalb 
eines  Flächenraumes;  das  Axenmoment  des  Paares  ist  im  Allgemeinen  gegen  die 
gemeinschaftliche  Normale  der  Berührungsflächen  geneigt  und  kann  dasselbe  zerfällt 
werden  in  ein  Axenmoment  parallel .  der  Tangentenebene  und  ein  Axenmoment 
parallel  der  Normalen.  Das  Axenmoment  parallel  der  Tangentenebene  stellt  die 
Wirkung  der  rollenden  oder  wälzenden  Reibung  dar,  das  parallel  der  Normalen 
gibt  einen  Widerstand  gegen  die  Bewegung  parallel  zur  Tangentenebene.  Die 
wälzende  Reibung  und  der  letztgenannte  Widerstand  sind  im  Allgemeinen  sehr 
klein  und  werden  gewöhnlich  ausser  Acht  gelassen. 

§.  14.  Als  Beispiel  zur  vorstehenden  Theorie  behandeln  wir  die  Bewegung 
einer  schweren  homogenen  Kugel  auf  einer  schiefen  Ebene.  Man  hat 
hierfür,  da  der  Massenmittelpunkt  S  zugleich  der  Kugelmittelpuokt,  also  Zi  con- 
stant  ist,  zunächst: 

^J^i-f^        ^'Ji  =  0^^i  +  r,    0  ^  R^  Mg  sin  i,        (1) 

Femer  ist,  da  ^  =•  i^  ==  C  =»  |  Ms^,  wenn  s  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet, 
da  zugleich  x'*  =»  y"  =  O ,  z"  =^  s  ist : 

^»  ^  («p  +  «2  +  «>)  «=  —  r, 

\  8  ^^  {bp  +  b'q  +  b"r)  =  f, 

is^^{cp  +  cq  +  cW)  =  0. 

Nun  sind  p,  q,  r  die  Componeni^en  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  im  System 
festen,  mit  ihm  beweglichen  Axen  der  x',  y\  z'  und  da  diese  gegen  die  Axen  der 
x'\  y'\  z'  die  Richtungen  abc^  ab' c',  a"b*'c*  haben,  so  stellen 

öP  +  «2  +  «"^  ™  l>i »     ^P  +  ^'2  +  *"♦•  =  «1 »     CP  +  c  «  +  c"r  =-  r, 
die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  den  Axen  x  ^,  y",  z"  von  fester 
Richtung  dar,  für  die  wir  aber  von  jetzt  j),  q^  r  schreiben  wollen,  da  keine  Ver- 
wechselung zu  befürchten  ist.    Demnach  lauten  diese  Gleichungen  jetzt: 

dx      dti 
Die  Componenten  -jj ,    -~  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  lassen  sich  eben- 

falls  einfacher  darstellen.     Zunächst  benutzen  wir  die  Formeln  B.  I,  S.  278  für 

-r-  ,      ,-,...,  mit  deren  Hülfe  sich  findet : 
dt       dt 

fix        dsr 

di  °"  ~dt  +("'■"  ""^  *'  +  ^"''^  ~  "'■^  y'  +  («•«  —  «p) «'. 

äl  =  ^  +  (fe'r  -  6" 2)  «'  +  Q>"p  -  br)  y'  +  (6g  -  b'p)  z\ 

WO  aber  p,  $,  f  die  ursprüngliche  Bedeutung  haben. 

Nun  sind  aber,  da  die  Richtung  BS  dl%  eines  Kugelradius  ist: 


*  »  / 


X  y         z  1 

C  C  C  8 


d.  h.  X  ^=»  C8^  y  '^  0  8,  z'  a>  c'8  und  folglich),  wenn  man  diese  Werthe  in  die 
vorstehenden  Aasdrücke  einsetst  und  nach  p,  (jPi  f  ordnet:  , 
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^  — -^  +  «[(«  c  —  ac  )i)  +  (ac    -  a  c)  ^■\- {a.c  — ac)  r\y 

ff  "="  S  +  *  ^^^''^  "  ^'''"^  ^  +  (^^"  "■  ^""^^  «  +  (^'^ -  ^^')  ^]» 
welche  Ausdrücke  aber  mit  Hülfe  der  Formeln  B.  1,  S.  271  übergehen  in         ^ 

±^-U  +  B(bp+b'q  +  b"r), 


dy 
dt 


j7  —  »  —  »  (ap  +  ap  •+  «"?")• 


dt  X  d  ti 

wobei  zur  Abkürzung  noch  -r-^  «=»  u ,    -/^  =■  r  gesetzt  wurde.    Setzen  wir  nun 

at  dt 

wieder  p  und  q  an  die  Stelle  von  ap  +  aq  -\-  a'r^  hp  +  ^'(Z  +  &'V,  so  werden 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B: 

dx  , 

äy  ^'^ 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  leuchtet  auch  sofort  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass 

•  

«g,  — 8p  die  Geschwindigkeitsbestandtheile  sind,  welche  von  den  Rotationen  um 
die  y-  und  ^-Aze  herrühren,  während  u,  v  die  Translationsgeschwindigkeiten  des^ 
Systems  sind. 

Für  den  Fall,  dass  der  Punkt  B  auf  der  Ebene  gleitet,  gelten  demnach  die 
Gleichungen : 

du       .  ^    äp 


dt       ^  '   ''         '    dt       "  «*+«3       v  —  sp^ 

0  n  22  —  Mg  cos »,       | «  —  =■  0. 

Für  den  Fall  des  Rollens  u.  s.  w.  aber  treten  an  die  Stelle  der  beiden  Gleichungen 
M  yp  +  f^  =.  ftÄ  und  /•:/"  —  (m  +  8q)  :  {v  —  äj»)  die  beiden 

u  +  «2  =  0, 

V    —  6|)  a  0  , 

welche  ausdrücken,  dass  der  Punkt  B  jeden  Augenblick  in  der  Momentanaxe  liegt 
oder  seine  Geschwindigkeit  Null  ist. 

In  beiden  Fällen  hat  man  zur  Bestimmung  von  p,  g,  r,  i/,  v,  /",  /",  i?  die 
acht  nöthigen  Gleichungen. 

Aus  dem  Gleichungssystem  ergibt  sich  nun  Folgendes: 

1.  Der  Widerstand  ist  i2  »  Mg  cos »,  also  constant  während  der  ganzen 
Bewegung. 

2.  Die  Componente  r  der  Winkelgeschwindigkeit  um'  die  Vertikale  des 
Massenmittelpunktes  ist  constant. 

3.  Die  Elimination  von  /",  f^  im  Falle  des  Gleitens,  gibt: 

du        9     dq  (duY   .    (dv  .     A'  ,  -       ,  . 

dv   .    ^    dp  1         du  1       /dv  ,    \ 

dt    *    *    dt       ^         '    u  +  8q    dt       v  —  8p\dt       ^        I 
SomL   Meobaalk.  IL  %V 
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Sind  nun  u^y  Vq  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpnnlctes 
zur  Zeit  t  ==»  0^  p^,  q^  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axen 
der  x\  y  zu  derselben  Zeit,  so  liefert  die  Integration  der  beiden  ersten  Glei- 
chungen : 

,  w  — 1*0  =  i«(«  — 3o)i 

V  —  v^  +  is{p  —p^)^  gsmi'  t. 

ßilden  wir  hiermit  die  Grössen  u  -^  sq^  v  —  sp,  welche  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  B  sind,  nämlich 

w  +  «2  =  ^  w  - 1  "o  +  «?o  -=  i  (m  —  ^  Wo  + 1  ag^,)  «  i  U, 

t?  —  aj9=.|t;  — 1<7  eint  't  —  ^v^^8Po'^i{v  —  g  sin»  •  «  —  ^  »©  —  ^^Po)  +  9  «nti 

=-i  F-f^sin»-f, 
sodass  also 

V  —  sp  ^  \V  -\-  g  Bini-ty  F  =-  t;  —  ^r  sin  »  •  t  —  ^  t^o  —  |  sp^^ , 

so  können  wir  zunächst  U  und  V  durch  die  Zeit  darstellen,  hiermit  also  auch 
t«,  V,  sowie  p  und  q.    Wir  fahren  zu  dem  Ende  U  und  V  in  die  beiden  letzten 

der  obigen  Differentialgleichungen  ein.  Da  nun  vy  =■  -j—  i  37  —  9  »in  »  =■  -rr 
wird,  so  nehmen  diese  Gleichungen  die  Gestalt  an: 

oder,  wenn  wir  behufs  weiterer  Vereinfachung  fig  cos  t  •  ^  <»  9  und  |  ^  sin  t  •  t «-  «0 

tg  1^' 
setzen ,  wobei  also  h  =  ^  -^—  ist : 


1  du  1  dF 


dt        F+xö     df 

Behufs  der  Integration  führen  wir  eine  Hülfsvariabele  a  ein,  derart,  dass  die  erste 
dieser  Gleichungen  von  selbst  erfüllt  wird;  wir  setzen  nämlich 

dU      dB      .  dV      de 

i-  =■  -TT  •  sm  <j,    -j-  =»  ——  .  cos  a, 
dt         dt  dt         dt 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  wird  die  zweite  der  Gleichungen 

F+  X©  —  U  '  cotg  a. 
Sie  gibt,  differentiirt 

dV  ^      dO       dU     ,  U    da 

j~  +  X    -    -    —   -^7  cotg  <J 7-=-  -TT 

dt    *       dt         dt      ^         sin'ffd^ 

und   spaltet  sich   vermöge  der  Substitutionsgleichungen  für  <r,   aus   denen  folgt 
dV  =»  dU  cotg  (7,  dU  SS»  sin  a  '  dS^  in  die  beiden 

xaö  ■■ ;— =—  ,       xaü  «  —     — 

sm'  er  sm  <r 

Von  diesen  liefert  zunächst  die  letzte  das  Integral  %IU  -^  lig  )^  a  -{•  Const  «0 

oder  U^=»c.'  coig^a, 

worin  c  die  Integrationsconstunte  bedeutet.    Weiter  ist 

sm  er 
und  wenn  man  also  behufs  Entfernung  von  a  die  Combinationen 


BLpmatioi 
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2  1 

cotg  i  <y  +  tg  4  <F  «  -, —  ^  —  ijx  A.  cü—^ 

'  sm  <r        c 

cotg  i<j  —  tg^<y=a2  cotg  <j  =  —  U'f  —  c  XJ—^ 

c 

mit  Hülfe  des  gefundenen  Integrales  bildet, 

2(1©  =.  (i-  C^x  +  cü-^  dU,      2cZF=  (—  U"  -  ctr-^)  dU, 
woraus  zwischen  U,  V,  O  die  beiden  Gleichungen 

c(l  +  x)    '      1  — H      '     .'  c(l  +  »)         1  —  * 

fliessen ,  wenn  h  ^  1  und 

2c  '  '       *  2c  '        ' 

wenn  x  »»  1.     Sobald  die  Constanten  C,  C,  c  bestimmt  sein  werden,  bestimmen 
diese  beiden  Integrale  vermOge  9  ^=  fig  cos  t  •  t  die  Grössen  U^  V  und  durch  sie 

t*  =.  ü'+  ^Uo  —  Is^oi  «'^  F+^sint'.f  +  IVo  +  Iä-Poi  sowie  q  =--(iü'— w), 
p  »=  —  (f4  —  ^  7'  —  </  sin  » •  ^)  als  Functionen  der  Zeit  t 

8 

Um  diese  Constanten  zu  bestimmen,  seien  Uq,  Vq  die  Werthe  von  Uy  V  für 
t  aa  0 ;  man  hat  dann,  da  O  =  0  wird,  für  t  ^^  0: 

un  -r      _|_  c_Uo ^  (.^     2  Fo  =-  -^-?-i— X  -  ^7^^ 1-  C\ 


c(l  +  x)    •      1  — X      '      '  °       c(l  +  x)         1  — X 

wenn   »  ^  1  ^»d 

O-'^^Ul+l.Ul+C,    iV.^^-Ul-l-U'i  +  C', 

wenn  x  =>  1.  Die  Constante  c  ist  aber  eine  überzählige  und  kam  in  die  Rech- 
nung durch  die  Integration  nach  cj,  welche  einer  Differentiation  folgte.  Die  beiden 
zu  integrirenden  Gleichungen 

1  dV 


\dt)   "^  we/    "■  \ci</ '      U  dt 


F  +  xö     d« 

verlangen  nur  zwei  Constanten  und  hängt  also  c  von  C,  C\  also  von  Uq,  Vq  ab. 
Diese  Abhängigkeit  ergibt  sich,  indem  man  mit  Hülfe  der  beiden  Integrale  die 
Grösse 

2(F+xe)«--  Ut-\-»c^cUi-»  +  C'  +  Cx 

c 

bildet,  welche  vermöge  der  Differentialausdrücke 

2d9^  (—  U^  +  cU-^^dü,     2dF—  (y  ffx^crr-'')  t^C^ 

auf  die  Form 

2(F+xe)-2f7^J  +  C7'  +  Cx 

gebracht  werden  kann  und  sie  mit  dem  aus  der  Differentialgleichung 
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1    dU  1  dV 

ü    dt  '^    V  +  yi9    dt 

dV 
folgenden  Werthe  F+  x6>=  ^777    vergleicht.      Dies    liefert    C  +  (7x  =•  0, 

welche  Gleichung  aber  darch  die  Gleichungen  der  Constantenbestimmung  über- 
geht in  2F0  =  —  ^^*  +  '*  —  cUo^-^,  oder 

c 

sodass 

c  -  [7/-1  (-  r,  ±  yüf+rf) 

wird  und  also  immer  reell  ist.  lieber  das  Vorzeichen  iu  diesem  Ausdrucke  ent- 
scheidet der  aDfängliche  Geschwindigkeitszustand.  Es  sei  z.  B.  die  horisontale 
Anfangsgeschwindigkeitscomponentet^o  -h  ^(7o  =^  i  ^0  positiv,  so  ist  auch  ü  wenig- 
stens eine,  wenn  auch  noch  so  kurze  Zeit  positiv  und  folglich 

dU        1    y.j.     ,      ^y.  1  du 

dS        c  II g  cos i    dt 

d  u 
mit  c  zugleich  positiv  oder  negativ.    Daher  hat  c  mit  -jr  =^  f^  d*  h.  mit  dem 

Sinne,  in  welchem  die  Reibung  parallel  der  x-Axe  wirkt,  gleiches  Zeichen.  Ist 
aber  f  negativ,  so  wird  c  —  —  11^»—^  ('^o  +  V^J  +  ^2)  ^°d  hiermit 

C  ^  y^-,  (x  n  -f  VW+n)  ,        C'--  -^—^  (x  Fo  ~  VW+'yl)  ' 

da  C  +  xC—  0  ist. 

4.    Wenn  x  ^  1  ist,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen 
r/14-«         cLTi— X  1 

20 TrTr~\  +  -^ +  c^»  2©  =  /-  t/»  +  ? .  r^^  +  C, 

c(l  +  x)l— X  2c  '  '• 

tri+x       CÜ1-*  ""^  1 

2F=.-^v~--^^^ +  C  2F  =  5^  C^«-Z.  LTc+C, 

c  (1  +  X)  1  — X  2c  '        ' 

worin  S  =»  fig  cos  i  •  f  ist,  dass  für  U  =>  0  die  Grösse  9  und  folglich  auch  die 
Zeit  t  unendlich  gross  werden  muss;  es  kann  also  in  diesem  Falle  die  Geschwin- 
digkeit des  Berührungspunktes,  deren  Componenten 

M  -|-  ag  —  I  J7,      V  —  sp  =*  i  V  -\-  g  Bin  %  '  t 

sind ,  niemals  Null  werden.  Die  Grösse  x  ist  j  -—  und  die  Bedingung  x  >•  1 
ist  also  ig  i  '^  ifi. 

Bewegt  sich  also  eine  schwere  homogene  Kugel  auf  einer  unter 
einem  Winkel  %  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebene,  dessen  Tan- 
gente mindestens  gleich  |  vom  Rcibungscoefficienten  zwischen 
Kugel  und  Ebene  ist,  so  ist  die  Reibung  niemals  im  Stande,  die  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes  zu  tilgen  und  kann  mithin  die 
Kugel  nur  gleiten,  nie  rollen. 

Je  grösser  1  wird,  desto  kleiner  wird  der  Druck  R  ^  Mg  cob  %  und  die  Rei- 
bung II Bf  um  so  leichter  gleitet  also  die  Kugel. 

Mit  wachsendem  t,  also  wachsendem  G  und  mithin  fortwährend  waohsendem 
ü  reduciren  sich  die  vorstehenden  Formeln  für  x  >  1  immer  mehr  ftaf 
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^» CT!—« 

2  (1  -  x) 

7=  —  ^--^^ — ^.ffi-x=_(9         also     F+(9  =  ü 
2  (l  —  x)  ' 

und  werden,   wenn  man  —7- =  n   setzt,   indem    man   für    U,    V,    <9   ihre 

2  (1  —  x) 

Werthe  einführt,  immer  näher  die  Gleichungen  erfüllt: 

1 


u 


TZTi  +^^0  —  ?«3ü 


{niig  COS  i't)^' 
V  =^  g  (sin  i  —  (i  cos  i)t  +  ^VQ  +  ^ sp^, 
welche  abgekürzt  lauten: 

u  =^  ^Uq  —  \8qQ,      t?  =  flf  (sin  t  —  fi  cos  %)  t. 

Es  nähert  sich  demnach  die  horizontale  Componente  u  der  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes  einer  Constanten,  die  Com- 
ponente in  der  Richtung  des  steilsten  Abfalles  aber  wird  der  Zeit 
proportionaL  Die  Bahn  des  Berührungspunktes  wird  daher  mit  wach- 
sendem t  immer  mehr  parabolisch. 

6.  Ist  X  «<  l ,  so  wird  U  =  0  für  ©  =  (7,  d.  h.  da  Ö  =»  (ig  cos  i  •  t  ist, 
für  die  Zeit 

'       2iig  cos  i       (1  -  X«)  (ig  cosi^     ""^  ^^^^      ^^ 

Für  L''  =  0  wird  aber  27  =  C,  also  2  (F  -f  x©)  =-  2  (C  +  (7x)  ==  0,  d.  h.  da 
%S  »B  \ g  «in  i  '  i  ist,*  F  «=  —  |^  sin  t  •  ^1 .  Demnach  werden  die  Componenten 
u  '\'  sq«^  \U^  ü  —  sp  =  -J  F  -|-  <7  sin  i  •  <j  der  Geschwindigkeit  des  Berührungs- 
punktes beide  zugleich  für  ^  =»  ^j  NulL  Es  verschwindet  also  die  Geschwindig- 
keit des  Berührungepunktes  und  die  Kugel  beginnt  zur  Zeit  ^^  zu  rollen.  Von 
diesem  Augenblick  an  gilt  mithin  das  Gleichungssystem: 

— /•,        w  +  «3  =  0, 
ü  —  sp  =  0 , 


du        , 

dt  °°^' 

dv            .-.,., 

** dt    ' ' 

H  a=  Mg  co8  t, 

1 

Sind  nun  Uj,  t^j,  pj  ^i  die  Werthe  von  w,  v,  p,  2  für  ^  =  ^, ,  so  erhillt  man,  wie 
in  Nr.  3.: 

u  —  Mi  =  J»(2  — (?i), 

1?  —  Vj  +  J  fi  (i>  —  pj  =  ^  sin  t  («  —  «i). 

Um  die  Constanten  zu  bestimmen,   hat  man  für  t  =  t^  aus  den  Gleichungen  von 
Nr.  3  : 

F  =»  t;  —  </  sin  i  •  t  —  ^  t?^,  —  ^  »l^o » 
wofür  r  =-  0,    V  ^  —  ^g  sin  i  •  f^  ist: 

«*i  ==  ^  «0  —  I «2o»       <^i  =  ^ f7  sio  »  •  ^  +  ?  «'o  +  ? «Po 
und  weil  zur  Zeit  t|  auch  die  obigen  beiden  Gleichungen  i4-|-«2=*0,  v  —8p=^ 
gelten: 
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wodurch  auch  p^  und  q^  bestimmt  sind.  Für  irgend  eine  Zeit  t  >>  ^^  bestehen 
also  die  Gleichungen: 

w  —  Wi  =*  i«  (3  —  2i)»  tt  +  82  =  0, 

V  —  ^i  +  i s  iP  —  Pi)  "^  9  »io  i  '  (t  —  «,),  t;  —  sp  =  0. 

Man  erhält  hiermit  unter  Berücksichtigung  der  Werthc   der  Constanten: 

M  =.  üj ,    g  =  ?! ,    V  —  t?!  «=  «  (p  —  i^i)  =»  ^^  sin »  .  (e  —  «i), 
sowie 

du       ^         dv  dp       .       ,     .  9     dp  ^'        0       •    • 

d.  h.:  Die  horizontale  Componente  u  der  Geschwindigkeit  des  Mittel- 
punktes der  rollenden  Kugel  ist  constant  und  findet  in  ihrer  Rich- 
tung kein  Beibungswiderstand  statt.  Die  Componente  der  Geschwin- 
digkeit in  der  Richtung  des  stärksten  Abfalles  die  schiefe  Ebene 
hinab  wächst  der  Zeit  proportional.  Der  Eugelmittelpunkt  beschreibt 
daher  eine  Parabel,  parallel  der  schiefen  Ebene,  deren  Hauptaxe 
die  Richtung  des  stärksten  Abfalles  hat.  Die  Beschleunigung  dieses 
Punktes  in  dieser  Richtung  ist  |^sint  und  die  Reibung  — ^ilf^sint. 
Da  It  =  fiMg  cos  i  und  wegen  x  •<  1  auch  | g  sin  %  <^  (tg  cos  i  ist,  so  folgt,  dass 
die  Reibung  im  vorliegenden  Falle  nicht  dem  /»fachen  des  ganzen 
Druckes,  sondern  nur  einem  Bruchtheil  hiervon  gleich  ist.  Die  Com- 
ponente q  der  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Eugeldurchmesser 
parallel  der  Linie  steilsten  Abfalles  ist  constant*,  sowie  die  um  den 
zur  schiefen  Ebene  senkrechten  Durchmesser;  die  Winkelgeschwin- 
digkeit p  um  den  horizontalen  Durchmesser  ist  gleichförmig  be- 
schleunigt. 

6.  Es  seien  die  Anfangsgeschwindigkeiten  u^,  v^,  Po,  ^q,  r„  sämmtlich  NulL 
Dann  findet  in  horizontaler  Richtung  überhaupt  keine  Geschwindigkeit  statt,  wird 
also  auch  keine  Reibung  erregt,  d.  h.  es  ist  fortwährend  /*  =  0.  Demnach  ist 
das  Gleichungssystem: 

,        Mf  ==  fiU,  u  +  sg  =  0, 

oder 
u  +  sq  *=  0,  V  —  sp  =»  0, 


du 

i'j-f— 

dv            •     •   ,    ^ 

i-'/.-' 

R  =  Mg  cos  t. 

Man  erhält  hieraus  mit  Rücksicht  auf  den  Anfangszustand: 

u  =  0,     3  =  0,     u  ■}'  sq  =*  0. 

Der  Mittelpunkt  der  Kugel  bewegt  sich  also  geradlinig  der  schie- 
fen Ebene  entlang  und  findet  keine  Rotation  um  eine  Aze  parallel 
der  Richtung  des  steilsten  Abfalles  statt  ebenso  wenig  wie  um  eine 
Axe  senkrecht  zur  Ebene.  Die  horizontale  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes  ist  Null. 

Für  den  Fall  des  Gleitens  der  Kugel  hat  man  nun: 

dv    .    ^     dp 
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and  da  f  aufwärts  wirkt,  also  negativ,  nämlich  f  ^^  ^  yi,g  cos  i  ist: 

J  «  ^  =  fi^  COS  i. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

•^  +  I  *P  ="  5^  sin  t  •  t,        ^  8p  =  ici«;  cos  i  •  i 
und  also  wird: 

t;  sa  ^  (sin  i  —  /» <Sos  i)  t,        J  «!>  =  /»</  cos  »  •  < 

und  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes: 

^  _  «p  s>  ^  (sin  i  —  \\k  cos  t)  •  < . 

Dem  Anfangszustande  entsprechend  kann  das  Gleiten  nur  abwärts  stattfinden, 
daher  muss  diese  Grösse  positiv,  d.  h.  sin  %  —  \\k  cos  i  >•  0  oder  tg  t  >•  ^fi  oder 
also  X  >>  1  sein.  Die  Kugel  kann  also  nur  gleiten,  wenn  die  Neigung 
f  der    schiefen    Ebene    gegen    den  Horizont    die  Bedingung   erfüllt 

Für  das  Rollen  ist  ^-  +  j  «  -^  =  ^  sin  t,    also   t?  +  Jsp  »  </  sin  » •  i   und 

hierzu  kommt  v  —  «p  bb  o,  sodass 

sp  aa  ^  (/  sin  i  •  t ,        V  =*  \g  voii  '  i 

dt) 
wird.     Die   Reibung   betrilgt  hier   —  /^  s=i  ^ «  -^-J^  ss.  |(;  sin  *.     Die  Reibung  des 

dt 

Gleitens  ist  fi^  cos  »;  grösser  als  sie  kann  die  im  vorliegenden  Falle  stattfindende 

Reibung  nicht  sein,  man  muss  also  haben  ^g  smi  <Ci  i^g  cos  i,  d.  h.  |  tg  i  <  ft 

oder  X  <  1.    Das  Rollen  der  Engel  findet  als^in  den  Fällen  statte  in 

welcheiTder  Neigungswinkel  i  der  Bedingung  tg  »  <  ^fi  genügt. 

§.  16.  Wir  wollen  den  Fall  der  Bewegung  einer  homogenen  schweren 
Engel  auf  einer  horizontalen  Ebene  besonders  behandeln.  Man  hat  hierfür, 
da  %  »  0: 


dt       '  *     d* 


oder 


dt  dt  u  ^  sq        V  —  8p 

B-My       l»~~0 

1.  Es  seien  wieder  «q,  t?o,  Po,  q^  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindig- 
keiten und  habe  für  den  Fall  des  Gleitens,  den  wir  zuerst  behandeln,  die  positive 
x-Aze  Richtung  und  Sinn  der  Anfangegeschwindigkeit  des  Berührungspunktes 
1*0  +  «?o  =■  i  ^0-  Dadurch  wird  die  ihrer  Componente  v^  —  «p©  —  0  und  V^  «  0. 
Es  bestehen  also  die  Gleichungen  (§.  14,  Nr.  3.): 

«*  +  ««  — i^i        tr«.  w  —  ^1*0  +  ?««o» 

V  ^  8p^\V,        F  =  t;  —  ^t?o  —  ^ «Po  =  «^  —  »0»        ^'o  —  «-Po  =*  0. 

Weiter  wird 

x  =  ^^«0,        C^2U^,        C'  =  0 
f* 
und  mithin 

g^^gt^U^^U,        K  =^  0. 

Daher  ist 
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d.  h.  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  behält  während 
des  Gleitens  constante  Richtung  und  ist  gleichförmig  verzögert.  Die 
Reibung  ist  daher  ebenfalls  constant  nach  Richtung  und  Intensität. 
Für  die  Geschwindigkeit  (u,  v)  des  Eugelmittelpunktes  hat  man  aus  obigen 
Gleichungen : 

d.  h.  u  =  1*0  —  f*fl'^  V  =-  Vo. 

Die  Projection  der  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  auf  die 
Richtung  des  Gleitens  ist  gleichförmig  verzögert,  die  Projection 
derselben  senkrecht  zu  dieser  Richtung  in  der  Horizontalebene  con- 
stant; der  Mittelpunkt  beschreibt  demnach,  so  lange  die  Kugel 
gleitet,  einen  Bogen  einer  horizontalen  Parabel,  deren  Hauptaxe 
der  Richtung  des  Gleitens  parallel  läuft.  Dieser  Satz  rQhrt  von  J.  Albr. 
Eni  er,  dem  Sohne  L.  Euler's  her  {Mem,  de  VAcad.  de  Berlin  1758,  p.  284). 

Um  ihre  Gleichung  zu  erhalten,  hat  man 

dx  ^  dy       ^ 

und    hieraus,   da   x  =^  y  =^  0  für   t  =»  0,   wenn   der  Ursprung  des  Coordinaten- 
Systems  die  Anfangslage  des  Berührungspunktes  ist: 

x=-Uf,t  —  itigt^        y-=^v^i, 

mithin  nach  Elimination  von  ti 

Die  Coordinaten  a,  ß  des  Scheitels  erhält  man,   indem  man  x  -^  a,  y  +  ß  für  x 
und  y  in  diese  Gleichung  einsetzt  und  er,  |3  so  bestimmt,  dass  die  constanten 

Glieder  verschwinden.    Dies  gfibt  a  =  —-^ ,    ß  =»  -2-2  .     Die    Scheitelgleichong 
der  Parabel  ist  also  «/*  =  —  r-^  x\  ihr  Parameter  also  :-^  • 

Die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  ergeben  sich  aus  den  obigen 
Gleichungen  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes, 
nämlich 

Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  parallel 
der  Richtung  des  Gleitens  ist  constant,  um  eine  hierzu  senkrechte 
horizontale  Axe  aber  gleichförmig  verzögert. 

2.  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  ist  nur  so  lange  parabolisch,  als  die  Kugel 
gleitet.    Das  Gleiten  hört  auf,  sobald  die  Geschwindigkeit 

«  +  »3  =  i  ^  =  Wo  +  «oä'o  —  i."i7^ 
des  Berührungspunktes  Null  wird.    Dies  und  damit  das  Rollen  der  Kugel  erfolgt 
mit  der  Zeit  i^,  welche  der  Gleichung  genügt 


«1  =? 


Wo  +  «9'o         ^h 


Sind  Uj,  Vj  die  Componenten   der  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  für  diese 
Zeit  ^1,  so  hat  man  aus  den  obigen  Formeln  us=>tto  —  fi^f,  vsat;^: 

Wi  -*  ««ö  —  ^9h  —  «ö  —  H«*o  +  »3fo)  —  iH»  —  i«?o»        ^x  =  «»o- 
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Zu  derselben  Zeit  ti  treten  aber  vermOgc  des  Rollens  die  Bedingungen 

u  +  «2  =  0,        r  —  «p  =  0 

ein.  Daber  geben  diese  Mj  -}-  »gj  =  0,  r^  —  sp^  =  0  und  es  bestehen  daher 
für  irgend  eine  auf  t^  folgende  Zeit  t  die  Gleichungen: 

«*  —  «*i  =-  i«  Ö  -  3i),  w  +  «3  =  0,      t*i  =  1*0  —  ft^^i ,      u,  +  sq,  =  0, 

V  —^i  +  i8(p  — Pi)  =  0,        v  — «p  =  0,      Vi=ro,  Vj— spi  =  0, 

worans  folgt:  u  —  Ui  «=  J»  (g  —  3i)  ==  —  «  (^  —  ^i),  •  also  q  =»  q^  u  =  u^; 
t?  -  Vi  «  —  Js  (p  — |)j)  =  «  (P  «JPi),    also  p  =Pi,    t?  =  r^  =  v^. 

Es  bleiben  demnach  die  Componenten  u,  v  der  Geschwindigkeit 
des  Mittelpunktes  constant  und  behält  diese  selbst  denselben  Werth 

y  u^ -]- vi  und  dieselbe  Richtung.  Ebenso  bleiben  die  Componenten 
p,  q  der  Winkelgeschwindigkeit  constant.  Die  Berührungspunkte 
mit  der  Ebene  liegen  in  gerader  Linie,  nämlich  in  der  Tangente  der 
Parabel,  welche  die  Projection  der  Bahn  des  Mittelpunktes  bis  zur 
Zeit  ^1  darstellt. 

Die  Reibung  ist  von  der  Zeit  t  an  Null,  wie  aus  -j-  =  0  =»  /*,  -3-:  =  0  ==  /' 

dt  dt 

folgt 

3.  Ein  interessanter  Specialfall  ist  Vq  =»  0.  Hierfür  ist  für  die  Zeit  des  Gleitens 
ti  =a  Uq  —  figt,  t^  SS  0.  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  ist  eine  Gerade 
parallel  der  a;-Axe,  er  beschreibt  sie  gleichförmig  verzögert.    Ferner 

ist  p  =  0,  g  =  2o  -  4  —  •     Von  der  Zeit  t,  =  ^  *^-+i^  hört  das  Gleiten  auf 

and  rollt  die  Kugel.  Die  Geschwindigkeit  ihres  Mittelpunktes  ist  dann  constant 
gleich  Uj  =*  Uq  —  figti  ='  ^Uq  —  ^«2o  •  Wenn  u  während  des  Gleitens,  also  vor 
der  Zeit  ti  Null  und  hierauf  negativ  wird,  d.  h.  wenn  für  die  Zeit  t^  zwischen  0 
und  *i  die  Gleichung  Uq  —  ^^i,  =  0  erfüllt  wird,  so  wird  die  Kugel  zurücklaufen. 

Es  ist  nämlich  f,  <  e^,  d.  h.  ^  <  ^  !fo_+_f^5o  ^  ^^^^  u^  <  1  K  +  sq^)  und  folg- 

lieh  t*i=>U0— ^(Uo  +  Ää'o)  negativ,  u^  muss  aber  positiv  sein,  damit  Uq  ^  (ig t^  =  0 
für  eine  positive  Zeit  t^  verschwinden  könne. 

4.  Auch  wenn  Vq  nicht  Null  ist,  kann  der  Rücklauf  der  Kugel  eintreten. 
Der  Mittelpunkt  beginnt  den  Parabelbogen  zu  beschreiben  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit }/mJ  -|- ^^3  ^°  ^er  Richtung  der  Anfangstaogente ;  zur  Zeit  t^, 
von  wo  an  er  geradlinig  in  der  Richtung  der  Eudtangeote  fortgeht  und  die  Kugel 

rollt,  ist  seine  Geschwindigkeit  }/«?  +  ^l  =  V'C^'^o  —  ^^Qo)^  +  ^5-      Hat    nun 

der   Mittelpunkt  zur  Zeit  f^    den  Scheitel  der  Parabel   noch  nicht  erreicht,    so 

erscheint  diese   Geschwindigkeit  in   Bezug   auf  die   Anfangsrichtung  rechtläufig, 

sowie  er  aber  den  Scheitel  überschritten  hat,  rückläufig.    Die  Zeit,  welche  er  aber 

braucht,  um  den  Scheitel  zu  erreichen,  ergibt  sich  aus  y  =^  v^t^  weun  man  für 

UV.  t/ 

f/  die  Ordinate  ß  =  — --  des  Scheitels  einsetzt,  nämlich  ^„  =  -"  •     Da  sie  positiv 

^        (ig  ^       i»'ü 

sein  muss,  so  bewegt  sich  der  Mittelpunkt  überhaupt  nur  dann  nach  dem  Scheitel 
hin,  wenn  u^  positiv  ist.  Soll  also  die  Kugel  rechtläufig  gleiten,  so  muss  t^  <  ^^ , 
d.  h.  ^  (Up  +  $q^)  <  Up,  d.  h.  J  aq^  <  u^  sein.  Da  nun  f^  positiv,  abo  u^  +  »go  >  0 
ist,  so  folgt  8q^  >  —  t«(, .  Es  muss  also  für  die  Rechtläufigkeit  sq^  zwischen  •>  u^ 
and  +  i  ^  liegen.    Ist  aber  ^1  >  f, ,  so  hat  der  Mittelpunkt  den  Parabelscheitel 
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bereiU  Q  berech  ritten,  bU  die  Kugel  sn  rollen  auf&iigt.  Sie  rollt  daher  in  der 
Richtung  einer  Tangente  fort,  welche  mit  der  An&ngarichtnDg  einen  stumpfen 
Winkel  bildet  und  ihre  Bewegung  erscheint  rQcklIln6g.  Damit  dies  eintret«, 
mnss  Ug  positiv  ond  sq^^  >  jwo  aein. 

Deber  das  Problem  der  Bewegung  einer  homogenen  schweren  Engel  aof  einer 
Ebene  mit  Rfickaicbt  auf  Reibung  ist  von  Literatur  insbesondere  aoinfflliren: 
[lorioli«,  Theorie  mathimatigve  dee  effets  ditjeu  de  billard,  Paris  1&36,  Cap.  I. 
Minding,  Handbuch  der  theoretischen  Mechanik.  Berlin  1838.  S.  SK  etc. 
ßäsal,  Etüde  geometrique  rar  It  mownement  d'une  sphire  gliisant  ou  roatant 
aur  vti  plan  horitontat.    {Compt.  rend.  de  l'Acad.  da  scitnas,  T.  LXVIII  (1869), 
p.  1168.)  —  Elude  geometrique  sur  le  mouvemtnt  d'tme  tphire  paante  glisaant  mr 
M«  plm  horizontale.  {Novv.  Ann.  de  Math.  2«  Sör.,  T.  II  (1872),  p.  193.) 

Amthor,  Ueber  die  Bewegung  eines  Körpers  auf  einer  krummen  Fl&che  mit 
RjJcksicht  anf  gleitende  Reibung  (DiBsertation).     Leipzig  1869. 

JuUien,  Problimet  de  mecanique  rationeile,  T.  U,  p.  192.  (2i*™  iSdit.) 
Ueber  verwandte  Probleme  vgl.: 

Piper,  Ueber  die  Bewegung  eine«  EOrperi,  deaaen  Oberfläche  eiue  im  Baume 
fest«  Cnrve  berQhrt.     Dessau  1879  (Dissert.  Jena). 

g.  16.  Eine  homogene,  schwere  Kreisfläche  erleidet  eine  Momen- 
tanscbranbenbewegnng  und  fKlIt  nach  einer  gewissen  Zeit  auf  eine 
horizontale  Ebene  anf,  sodass  sie  dieselbe  mit  einem  Punkte  des 
Bandes  berührt.  Wie  bewegt  sich  die  Scheibe  anf  der  Ebene  weiter 
und  wann  gelangt  sie  (nach  einer  Reihe  von  Schwankungen)  inr 
Ruhe? 

§.  17.    Bewegung  eines  schweren  KOrpers,  dessen  Centralellipsoid 
ein  Rotationsellipsoid   ist  nnd  welcher  mit  einer  der  Rotationiaxe 
angehörenden  Spitie  eine  hoTiEOutale   Ebene 
berahrt  (Kreisel)  (Fig.  138). 

Es  sei  der  Maasenmittelpankt  S  der  Ursprung 
eines  Coordinatensystems  der  x,  y,  e  von  festen  Äieo- 
ricbtungen,  desaen  E-Äie  vertical  ist,  sowie  eines  zweiten 
beweglichen,  im  System  festen  des  x',  y,  t,  dessen 
«'■Aie  mit  der  ßotationsaxe  des  Centralellipsoids  m- 
sammenfUllt.  Der  Abstand  der  Spitze  P  von  S  sei 
SP^h,  tp,  tp,  &  die  Euler'schen  Winkel,  N  der 
Widerstand  der  Ebene;  femer  seien  A~B,  C  die 
Tr&gheitsmoment«  in  Bezug  auf  die  Aien  der  x',  t/' 
und  i  und  p,  q,  r  die  Compooeut«n  der  Winkel- 
geschwindigkeit (D  um  sie.  Dann  sind  die  Gleichungen 
der  Bewegimg  des  Masscmnittelpunktes  S  in  Bezug  auf  ein  festes,  dem  der  x,  y,  i 
paralleles  Coordinateneystem  mit  dem  Ursprung  in  der  Horizontal  ebene 

Die  Projection  dieses  Punktes  aof  die  Horizontalebene  beschreibt  eine  Gerade; 
er  selbst  oscillirt  aber  sngleich  in  Folge  der  Rotation  auf  nnd  nieder.  Die 
Eni  er 'scheu  Gleichnngeo  werden,  da  das  Axenmoment  Nh  sind  de«  Widerstände« 
in  di«  Enotenlinie  SK  fUU 


=  —  jM  +  JV. 
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dp 
A  -^  -\-  {C  —  A)  qr  =^  Nh  sin  ^  cos  qp, 

B^+  (A  —  C7)ri)  =  -- iV^Äsin-^sing), 
^  dr 

""dt"- 

Die  dritte  dieser  Gleichungen  gibt  das  Integral  r  »=  n,  d.  h.  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Rotationsaxe  ist  constant.  Das  Azenmoment  der  Momentankräfte 
in  Bezug  auf  die  Verticale  des  Punktes  S  ist  constant,  da  weder  N^  noch  das 
Gewicht  dasselbe  ändern  können,  d.  h.  es  ist,  wenn  c^  c\  c"  die  Richtungs- 
cosinusse der  Verticalen  gegen  die  Azen  der  x\  y\  z   sind: 

Apc-\-  Bcic  +  Crc  =•  ^; 
das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gibt 

^  (P*  +  3*)  +  Cn^  +  ■M'f*  =  —  2oMh  cos  ^  +  i/, 
wenn  v  die  Yerticalcomponente  der  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  S 
ist.    Die  Constante  11  bestimmt  sich  durch  den  anfänglichen  Geschwindigkeits- 
zustand (Po,  «Ol  «^0»  ^o)- 
Zugleich  hat  man 

c  B»  sin  ^  sin  qp ,    c'  =  sin  ^  cos  9 ,    c"  =»  cos  ^ , 

.     ^  di^    ,  d^  .    ^d'ip         .        d^ 

j>  S3  sm  qp  sm  v    .-  +  cos  9>  ;^y  ,        (/  =  cosqp  Bin 0"  -7     -   sin  rp  -7^  • 

dt  dt  dt  dt 

Durch  Einführung  dieser  Grössen  in  die  Integrale  nehmen  diese  die  Formen  an 
A  sin«-^  ^  +  Cn  cos  -0-  =-  i;;, 

MV 

A  sin«^  (^y  +  {A  +  Mh}  sin«^)  (^^  =-  -2gMh  cos  d-  -  (7n*  +  I/, 

.    ,  d(hcobd-)  .  . 

indem   v  «= ti ist. 

dt 

In  dem  speciellen  Falle  p^  =  g^  =  0  und  folglich  (-fi)   =  (~/7/ )  ^  ^'  ^*  ^* 

wenn  anfangs  blos  eine  Rotation  um  die  Axe  des  Körpers  stattfindet,  in  Ver- 
bindung mit  einer  blos  horizontalen  Translatiousgesch windigkeit,  hat  man 

A  sin«  ^  -TT  =^  ^^  (cos  -^y  —  cos  ^), 

A  sin»  «■  (^y  +(Ä  +  Mit'  sin«  «■)  (^1")*  =  2g Mh  (cos  ^^  —  cos  d) 

und  gelangt  durch  Elimination  von  (-^)  zn  der  Gleichung  ^ 

[yA  +  -3f  Ä«  sin»  -O-  .  ^-1   =-  2  Mgh  (cos  ^^  —  cos  9) —  (  °.-       — I  , 

welche  dieselbe   Behandlung  gestattet,   wie   bei  dem  Problem  §.  8.    Man  zieht 
daraus  dieselben  Folgerungen,  wie  dort,  insbesondere: 

Die  Axe  des  Kreisels  hat  eine  regelmässig  periodische  Nutation 
gegen  die  Verticale  von  constanter  Oscillationsdauer.  Die  Winkel- 
geschwindigkeit ist  ein   Maximum  für  das  Ende   des   Niederganges 
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und  ein  Minimum  für  die  grösste  Erhebung  der  Aze.  Die  Präcession 
der  Enotenlinie  der  Aequatorebene  und  der  Horizontalebene  ist  un- 
gleichförmig, aber  immer  von  demselben  Sinne,  liarmonirend  mit 
der  Rotation  um  die  Axe  des  Körpers;  ihre  Periode  ist  gleich  der 
halben  Nutationsperiode. 

Die  relative  Bahn  der  Spitze  P  auf  der  in  gleichförmiger  Translation  be- 
griffenen Horizontalebene  ist  eine  Art  Rosette,  welche  zwischen  zwei  concentri- 
schen  Kreisen  enthalten  ist;  dieselbe  berührt  den  grösseren  Kreis,  steht  mit  ihren 
Spitzen  senkrecht  auf  dem  kleineren  und  schliesst  sich  nur  in  besonderen  Fällen. 

Vgl.  über  vorliegendes  Problem,  welches  auch  als  besonderer  Fall  von  §.13 
behandelt  werden  kann,  ausser  der  dort  angeführten  Schrift  von  Amthor  noch: 

Finck,  Note  sur  la  touph  {Nouvelles  Annales  de  Mathem,  T.  9  [1850], 
p.  310  —  316).  ^ 

Jullien,  Probleme  de  mecanique  rationelle,  T.  II,  p.  186—189. 


V.  Capitel. 

Die  Bewegungsgleiohungen  eines  beliebigen  veränderlichen  Systems. 

D*Alembert*s  Frineip.    Das  Gauss'sche  Frinoip  des  kleinsten  Zwanges. 

Newton's  Satz  über  die  Aehnlichkeit  der  Bewegungen. 

§.1.  Es  sei  ein  beliebiges  System  von  n  Massenpunkten  mi  gegeben, 
auf  welches  sowohl  äussere  als  innere  Kräfte  einwirken;  dasselbe  sei  frei, 
d.  h.  nicht  an  Bedingungen  gebunden,  dass  gewisse  Punkte  auf  gegebenen 
Curven  oder  Flächen  bleiben  sollen  und  dgl.  Sind  X,-,  F,,  Z,  die  Com- 
ponenten  der  Resultanten  P,-  aller  auf  nii  wirkenden  Kräfte,  parallel  den 
Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  x,-,  3/,-,  Zi  die  Coor- 
dinaten  von  miy  so  sind 

'""'le^^''     '^''d?^^''      ''''Ti'^^' 

die  Bewegungsgleichungen  desselben.  Aehnliche  Gleichungen  erhält  man 
für  i  =  1,  2,  3  ...  12,  d.  h.  für  alle  Punkte  des  Systems;  im  Ganzen  3if. 
Die  Grössen  X,-,  Yg,  Zi  sind  Functionen  der  Coordinaten  der  n  Punkte, 
deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  i  und  von  i  selbst,  können  zum 
Theil  constant,  insbesondere  Null  sein  u.  s.  w.  Man  kann  diese  3n  Glei- 
chungen in  eine  einzige  zusammenfassen,  welche  vermöge  der  Willkürlich- 
keit  gewisser  darin  vorkommender  Grössen  sofort  wieder  in  sie  zerfällt 
werden  kann,  ihrer  Bedeutung  wegen  aber  von  Wichtigkeit  ist.  Bringen 
wir  nämlich  in  jeder  der  drei  Gleichungen  die  rechten  Seiten  auf  Null, 
multipliciren  sie  mit  willkürlichen  unendlich  kleinen  virtuellen  Verschie- 
bungen ^Xi^  if^ij  dZi  der  Punkte,  addiren  sie  alle  drei  und  summiren  hier- 
auf nach  i  durch  das  ganze  System  hindurch,  so  ergibt  sich 
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eine  Gleichung,  welche  vermöge  der  Willkürlichkeit  der  Grössen  da:,  dt/,  ^z 
gleichbedeutend  mit  den  3n  Bewegungsgleichungen  des  Systems  ist. 

Sowohl  das  System  der  Kräfte  ^fTj^y    *^*~7y2*»    ^*«T"2"'»  oder,  was 

dt  Cvl  et  i 

dasselbe  ist,  der  Kräfte  tM,'9>t,  deren  Componenten  sie  sind,  als  das  System 
der  gegebenen  Kräfte  P,-  (X,-,  r,-,  Zi)  vermag  dem  Punktsystem  die  Be- 
wegung zu  ertheilen,  welche  dasselbe  annimmt.  Daher  sind  beide  Kräfte- 
systeme äquivalent  und  halten  sich  folglich,  wenn  man  eines  von  ihnen, 
z.  B.  das  letzte,  umkehrt,  Gleichgewicht.  Nach  dem  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  für  ein  freies  System  muss  daher  die  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  aller  Kräfte 

'^''d?~^''    '^'~d^~^''    '""'le^^'' 


für  jede  beliebige  virtuelle  Verschiebung  des  Systems,  d.  h.  für  jede  Wahl 
der  Grössen  öxi^  öyt^  8zi  verschwinden.  Dies  ist  der  Sinn  der  vorstehenden 
Gleichung. 

Die  Kräfte  mitpi^  welche  den  Systempunkten  w,-  ihre  Bewegung  zu 
ertheilen  vermögen  und  zwar  jedem  für  sich  so,  als  ob  er  nicht  mit  den 
übrigen  das  System  bildete,  heissen  bei  manchen  Autoren  Effectivkräfte 
und  im  umgekehrten  Sinne  genommen,  Reactionskräfte.  Da  es  für  das 
Gleichgewicht  einerlei  ist,  welches  von  den  beiden  Kräftesystemen,  das  der 
miq>i  oder  das  der  P,-,  umgekehrt  wird,  so  kann  man  den  Inhalt  jener 
Gleichung  auch  so  aussprechen: 

Das  System  der  gegebenen  Kräfte  Pj  und  das  der  Reactions- 
kräfte —  fniq>i  halten  sich  in  jedem  Augenblicke  während  der 
Bewegung  an  dem  Punktsysteme  Gleichgewicht. 

Da  die  gegebenen  Kräfte  P,-,  welche  auf  das  System  einwirken,  den 
Bewegungszustand  jeden  Augenblick  abändern,  so  muss,  damit  der  Be- 
wegungszustand für  jeden  Zeitmoment  bestimmt  werden  könne,  derselbe 
für  irgend  eine  Zeit,  z.  B.  für  ^  =  0  gegeben  sein.  Für  diesen  Anfangs- 
zustand müssen  die  Geschwindigkeiten  aller  Systempunkte  nach  Grösse, 
Richtung  und  Sinn  bekannt  oder  wenigstens  solche  Bedingungen  gegeben 
sein,  mit  Hülfe  deren  sie  sich  ermitteln  lassen,  üebrigens  kann  dieser 
Anfangszustand  auch  der  Zustand  der  Ruhe  des  Systems  sein.  An  Stelle 
der  Anfangsgeschwindigkeiten  kann  man  auch  ein  System  von  Momentan- 
kräften Ki  geben,  welche  fähig  sind,  dieselben  zu  erzeugen.  Dies  System 
ist  alsdann  dem  System  der  Momentankräfte  mi  t\  für  die  Zeit  ^  «=  0 
ebenso  äquivalent,  wie  das  System  der  Kräfte  Pi  es  in  Bezug  auf  mi  (pi  ist. 
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Sind  Si^  Hi^  Zi  die  Componenten  von  Ki^  ^  führen  dieselben  Schlüsse, 
wie  oben,  zu  der  Gleichung 

welche  vermöge  der  Willkürlichkeit  der  Grössen  Jrr,-,  dy,-,  özi  in  3n  Glei- 
chungen zerfällt  werden  kann. 

§.  2.  Wii-  wollen  die  Uauptgl«iehung  des  §.  1  in  die  Form  bringen: 

Sie  drückt  aus,  dass  die  virtuelle  Arbeit  der  KrSfk^  9n,gpt  der  virtuellen 
Arbeit  der  Kräfte  P«  gleich  ist  für  jede  beliebige  Versdiiebungsart  des 
System^.  Sind  nun  X,-,  F,-,  Z,  die  partiellen  Differentialquc^tonten  einer 
Function  U  der  Coordinaten  der  Sjstempnnkte  nach  o;,-,  ^,-,  Zi  goMmmen, 
nämlich 

•■  ~  dx( '         •  ~  ay, '         '■  ~  der 

so  wird  die  virtuelle  Arbeit  der  Kr&fte  P,-  rechter  Hand: 

2  (Xtdx,  +  r,(ry,  +  Zide.)  =  ^  (^  da;.-  +  ~  dy,  +  ^- <J;?,)  ==  «J  £7 

\öXi  dpi  oZi      / 

und  nimmt  jene  Gleichu^  die  Form  an: 

Die  Function  U,  deren  Natur  in  den  einfachsten  Fällen  bereits  S.  193  er- 
örtert wurde  und  welche  den  Namen  „ Kraft efunction"  führt ,  kann  in  folgen- 
den Fällen  leicht  gebildet  werden: 

1.  Wenn  auf  die  Systempunkte  Kräfte  Pi  von  constanten  Richtungen  (a.  ^i  yt ) 
und  Intensitäten  wirken.    Denn  für  eine  solche  ist 

Xi  =■  Pi  cos  ui ,      Fi «—  Pi  cos  ßi ,     Zi  =  Pi  =  cos  y,- , 

Xi  6xi  +  Yi  6yi  -f-  Zi  6zi  =  Pi  (cos  a.  •  dar,  +  cos  j3,  •  dy,-  -f-  cos  y,-  •  dj?, ) 

=md'  Pi  (Xi  cos  a<  +  Vi  cos  ßi  +  £ri  cos  y/ ), 
mithin 

U=*£Pi (xi cos «i  +  y«  cos  ßi  +  j?i cos  yi)=i2 {Äi Xi  +  jBi yi  +  Ci ;eri ) , 
wo  Äi,  Bi ,  Ci  von  t  unabhängig  sind,  aber  mit  t  variiren  können. 

2.  Wenn  KiAfte  Pi  wirken,  deren  Richtung  senkrecht  zu  festen  Ebenen 
X  cos  ai  -f-  y  cos  ßi  -\-  z  COB  yi  —  p  :^  0  und  deren  Intensitäten  Functionen  fi(Qi) 
von  dem  Abstände 

Qi  =  —  {xi  cos  Ui  +  yi  cos  ßi  +  Ti  cos  y»  —  p) 

der  Systempunkte  von  diesen  Ebenen  sind.    Denn  dann  ist 

Xi  «  fi  (Qi)  cos  ai ,     Fi  «=»  A(e»)  cos  jS« ,    Zi  «s-  ^  (^i)  cos  yi ; 

Xi  6xi  +  Fi  6yi  -f  Zi  difi  "■  fi  {Qi)  [cos  «i  •  dxi  -f-  cos  jJi  •  Syt  -f-  cos  yi  •  dzi  ] 
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mithin 

U=^Sf--fi{qi)dQi, 

3.  Wenn  die  Kräfte  P,-  Attractionen  nach  festen  Centren  d  (o,-,  6,-,  a)  und 
ibre  Intensitäten  Functionen  der  Entfernung  n  von  diesen  sind.  Dann  wird 
nämlich 

Xidx.+  Yidyi+ZiSzt^-  Pi  [^^—^  Sxi+  ^^-^  ^y.+  -7''''  *^/1 

I       r»  Vi  n  j 

also 

ü^zf-'Pidri, 

4.  Wenn  die  Ki^fte  P»  gegenseitige  Anziehungen  der  Systempunkte  unter 
einander  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Intensität  der  Kraft,  mit  welcher  sich 
die  Massen  mi  und  mjc  anziehen,   durch  Fik^   so  sind  die  Componenten  der  an 

ifi«  angreifenden  Kraft  —  Pf t  ^ — ,     —  Pik -^ — ,    —  Pit -5 — ,    oder   wenn    man 
°  axi  oyi  czi 

/—  Pikdnk '^  Rik  setzt:   -0—^,    ö— ^1    ö-^-    I^ie   Componenten   der  an  mk 
dxi       oyi       ozi 

angreifenden  Kraft  sind  dann  ebenso  ^— ^  ,   -0—^  1   -0 —  •    Nun   wirken    auf  w, 

Kräfte  in  den  Richtungen  nach  allen  übrigen  Punkten  m^ ,  9113 ,  ...  ntn ,  daher 
sind  die  Componenten  der  ganzen  an  m^  wirkenden  Kraft: 

-^^ äs;  ' 

a(.R.. +  J?.. +  ----R1") 

a(a.,  +  !;.,  +  • --.Ri») 
^' ^9^^ 

Für  den  Punkt  m,  erhält  man  ebenso  X,,  Y,,  Z,,  indem  man  die  eingeklam- 
merte Summe  durch  2?^,  +  i?,3  +  *  •  *  +  -B2«  ersetzt  u.  s.  f.  Die  Grössen  i? 
hängen  nur  von  den  Coordinaten  der  beiden  Punkte  ab,  deren  Indices  ihnen  an- 
gehängt sind ;  es  sind  daher  die  Differentialquotienten  derselben  nach  Coordinaten 
mit  anderen  Indices  Null.  Daher  kann  man  der  Summe  B^^  -\-  B^^  •••  -f-  Bin 
die  Summe  aller  Übrigen  B  zufügen  und  erhält  die  Kräftefunction 

sodass 

^•"äST'    '*^'""ä];7'    ^•■'"W 

Z,aaj<  +  Yidyi  +  Zf  *;?,•  —  d  C^. 

5.  Wenn  auf  Punkte  des  Systems  theils  Kräfte  der  unter  1.,  theils  solche, 
welche  unter  2.,  3.  oder  4.  aufgeführt  sind,  wirken.  Die  Kräfbefunction  ist  dann 
die  Summe  von  Qliedem,  welche  von  den  den  einzelnen  Kräftegruppen  ent- 
sprechenden Kräfbefunctionen  gebildet  werden.  Die  Attractionsgesetze ,  welche 
hierbei  zu  Grunde  gelegt  werden  können,  sind  willkürlich,  können  auch  von  Punkt 
za  Punkt  verBchieden  sein,  sowohl  nach  der  Kraftintensität  als  auch  nach  dem 
Sinne  der  Kraft,  als  auch  nach  der  SIArke  der  Anziehung  in  der  Einheit  der  Ent- 
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fernong.  Aach  ist  es  nicht  nöthig,  anzunehmen,  dass  jedes  Centrum  alle  Massen 
anzieht. 

§.  3.  Sollen  an  die  Stelle  der  3n  Coordinaten  x^  y^,  z^;  o;,,  y,,  e^,  ...  Xn^ 
yn,  Sn  neue  Coordinaten  ^n  9jit  • . .  ^Sn  in  die  Bewegungsgleichnngen  oder  in  die 
Ilauptgleichung  des  §.  1  eingeführt  werden,  so  gestaltet  sich  die  Ausführung  dieser 
Opemtion  folgendcrmassen.    Man  multiplicire  die  3n  Gleichungen 

d'^Xi        ^  d*yi        ^^  d^Zi    ,. 

f)ff'  7)  ^1  '  /)  Zi 

resp.  mit  i^ .   tt^,    ö — »  addire  sie  und  summire  nach  i.    Man  erhält  dann: 
*^  Oq»       oq$       dqg 

«■  =  « /d««,   dxi        d^yi   dyi    .    d^Zi  dzi\   '  =  «/,.  ^a:,-  dyi    ,    r^  dzi\ 

fl^A~dt^  ^^  +  "57^^^+  dt-  di.)  7=1 1    'ä^  +  ^' ä^  +  ^'d^J  ' 

Indem  man  nun  dem  Index  8  die  Werthe  1,  2,  ...  3n  beilegt,  erhält  man  3n 
Gleichungen  dieser  Art  und  indem  man  sie  mit  den  willkürlichen  Variationen 
^9ii  ^&9  •  •  •  ^93 n  der  neuen  Yariabelen  multiplicirt  und  addirt,  weiter: 

„^      /d^Xi  dxi    ,   d»y*  dyt    ,   d^Zi  dzi\  . 

=  2:2;  fx,  1^  +  r,|i^  +  z4^V«-• 
Indem  man  die  Ordnung  der  beiden  Summationen  umkehrt,  erhält  man 

f'^M'^'f^    ^'"^^^f^    ^'"^"^'f^     *'/ 
-  2;  |X-^|^  ^g,  +  r,2:|-y-i  Sq.  +  ZiH^^Bq.  \ . 

Die  Yergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  früheren 

zeigt,  dass  an  die  Stelle  der  Variationen  d^/,  ^1//,  Szi  blos  die  Ausdrücke 

treten.  Existirt  eine  Kräftefunction  27,  so  nimmt  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
die  Form  an: 

*    •   \       cq.  dqs  (^qsj 

yy^fdÜ  dxi    .    du  dyi    ,    dir  dzi\^  ^dU  ^ 

,   ,•  \dxi    dqn        cyi    dq.    '    dzi   öq» )    ^        ^    dq»     * 

Die  neuen  Coordinaten  g  sind  von  einander  unabhängig,  wie  die  Coordinaten 
rr,  1/,  z  und  zerfällt  die  obige  Gleichung  in  3n  Gleichungen,  indem  man  die  Coeffi- 
cienten  der  g, ,  g« ,  .  .  .  gsn  der  Reihe  nach  gleich  Null  setzt. 
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§.  4.  Wir  nehmen  jetzt  an,  das  System  der  Massenpunkte  m,  sei 
nicht  mehr  frei,  sondern  Bedingiingen  unterworfen  und  stellen  die  Difife- 
rentialgleichangen  der  Bewegung  für  dasselbe  auf.  Wir  beschränken  uns 
hierbei  aber  ausdrücklich  auf  solche  Bedingungen,  deren  Einfluss  durch 
Kräfte  von  bestinmiter  Intensität  und  Richtung  vertreten  werden  kann  und 
welche  analytisch  durch  Bedingongsgleichungen  zwischen  den  Coordinaten 
der  Punkte,  welche  ihnen  genügen  sollen,  darstellbar  sind.  Von  Bedingungen, 
welche  durch  Ungleichungen  ausgedrückt  werden,  sehen  wir  ab.  Ersetzen 
wir  die  Bedingungen  durch  Kräfte,  so  kann  das  System  als  ein  freies  an- 
gesehen werden.  Es  seien  S^*^  die  Resultanten  aller  Bedingungskräfte,  welche 
an  den  Punkten  m,-  angreifen,  S^^,  S^'\  S^^  ihre  Componenten ;   indem  wir 

diese  den  Componenten  X;,  F;,  Z,-  der  äusseren  und  inneren  Kräfte  hinzu- 
fügen, erhalten  wir  gemäss  §.  1  als  Bewegungsgleichungen: 

^.  _-?■  =  X  4-  /S<')         m  ^-  =  r  -I-  Ä^'")  m  —  =  Z  4-  6^') 

dt^  '  '  di^  *         V  ^  *  ^t^  —  ^*  ^  ^z  ^ 

worin  die  Grössen  S^'K  S^^\  S['^  aber  noch  zu  bestimmen  sind.    Indem  wir 

ähnlich,  wie  §.  1  verfahren  und  die  Bewegungsgleichungen  mit  den  Com- 
ponenten öxi^  öyiy  dzi  willkürlicher  virtueller  Verschiebungen  multipliciren, 
sie  addiren  und  hierauf  nach  dem  Index  i  summiren,  ergibt  sich  die  eine 
Gleichung 

welche  aber  wegen  der  Willkürlichkeit  der  dxi^  dy,-,  dZi  wiederum  in  die 
ursprünglichen  3n  Gleichungen  zerföllt  werden  kann. 

Denkt  man  sich  die  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  (jleichung 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  den  Gliedern  rechter  Hand  zugefügt,  so 
drückt  dieselbe  den  Satz  aus: 

Die  gegebenen  Kräfte  P,,  die  Reactionskräfte  — w,gP|  und 
die  Bedingungskräfte  S^*^  halten  sich  während  der  Bewegung 
jeden  Augenblick  Gleichgewicht  an  dem  System  der  Punkte  wi,-, 
wie  an  einem  freien  System  von  einander  unabhängiger  Punkte. 

Es  seien  (Fig.  139)  P,-  und  S^*^  die  Resultanten 

der    gegebenen    und     die    der     Bedingungskräfte 

am    Massenpunkte    >/»«.      Die    Resultante    von    Pf 

'in0i        ^'^t\       --^m.^^     yjj^  ^i)   jg^   ^j-Q   Effectivkraft   m/^,.    Bringen   wir 

sie    und    die   ihr    entgegengesetzte    Reactionskraft 
jj^    J3*J  — w,<p,  an,  wodurch  die  Wirkung  von  P,  und  S^*^ 

nicht  alterirt  wird  und   bilden   die  Resultante  Qi 
von  Pi  und  -  mtq>i,  so  folgt  -  [mifpf]  +  [PJ  +  [5<0j  =  [q.]  +  [^XO]  ^  o, 

ScBBLii,  Meohanik.  II«  '     ^^ 
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d.  h.  das8  Qi  entgegengesetzt  gleich  S^'^  ist.  Weiter  folgt,  dass  P,-  in  die 
beiden  Componenten  iniq>i  und  Qt  zerfällt.  Da  von  diesen  die  Kraft  m^^j 
die  Bewegung  des  Punktes  m,-  für  sich  bestimmt,  so  nennt  D'Alembert 
die  Componente  Qi  von  P,-,  weil  sie  nichts  zur  Bewegung  beitragt,  viel- 
mehr der  Bedingungskraft /S^'^  Gleichgewicht  zu  halten  hat,  eine  verlorene 
Kraft.  Da  dieselbe  Betrachtung  für  alle  Punkte  gilt,  so  kann  der  Inhalt 
des  vorstehenden  Satzes  auch  so  ausgeäprochen  werden: 

Während  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  Augen- 
blick die  verlorenen  Kräfte  den  Bedingungskräften  (Spannungen, 
Pressungen)  Gleichgewicht. 

Sind  daher  dqi  imd  döi  die  Projectionen  der  virtuellen  Verschiebung 
dsi  des  Punktes  m,-  auf  Qi  und  /S^*^,  so  ist  unter  Anwendung  des  Princips 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  2{Qiöqi  -}-  S^^^ööi)  =  0. 

Restituirt  man  die  Bedingungen  selbst  für  die  Kräfte  S^*^ ,  so  wird 
2:S^i)d6i  =  0,  also  2Qidqi  =  0,  d,  h.: 

Während  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  Augen- 
blick mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen,  denen  das  System 
unterworfen  ist,  die  verlorenen  Kräfte  sich  Gleichgewicht  und 
ist  mithin  die  virtuelle  Arbeit  derselben  für  jede  mit  der  Natur 
des  Systems  vereinbare  Verschiebung  Null. 

Dieser  Satz  führt  den  Namen  des  D'Alemb  er  tischen  Princips,  weil 
er  von  diesem  Mathematiker  zuerst  aufgestellt,  in  einem  Memoire  1742 
der  Pariser  Academie  vorgelegt  und  in  seinem  Traite  de  mecaniqut  (l\}^^^ 
partie,  Chap.  I)  1743  vollständig  begründet  wurde.  Mit  Hülfe  der  obigen 
Gleichung  wird  er  durch  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ana- 
lytisch eingekleidet  und  dient  dazu,  die  Probleme  der  Bewegung  der  Systeme 
auf  Probleme  des  Gleichgewichts  zurückzuführen. 

Durch  Einführung  der  Bedingungskräfte  ^*^  machten  wir  das  System 
zu  einem  freien  und  waren  in  Folge  dessen  die  Variationen  öxi^  öyt^  ösi 
vollkommen  willkürlich.  Es  genügt  aber  zum  Gleichgewichte  von  Kräften 
an  einem  Bedingungen  unterworfenen  System,  dass  nur  solche  Variationen 
eingeführt  werden,  welche  mit  den  Bedingungen  verträglich  sind.  Für  solche 
ist  aber  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  Bedingungskräfte  S^*^ ,  näm- 
lich 2{S<^^ÖXi  +  S^J^Öpi  +  S^pözi)  =  0.  Sind  also  X  =  0,  Jf  =  0, 
iV=0,  ...  die  dem  System  vorgeschriebenen  Bedingungsgleichungen,  so 
kann  die  obige  Gleichung  zweckmässig  durch  das  Gleichungssystem 


IdL  .      ,    dL  .      ,   SL  ^    \ 
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ersetzt  werden. 

Es  bleiben  nun  noch  die  Grössen  S^*^,  S^^\  S^*^  zu  bestimmen,  um  die 
Dififerentialgleichungen  der  Bewegung  der  finzelneu  Systempunkte  voll- 
ständig  zu  geben.  Hierzu  bedienen  wir  uns  der  Euler 'sehen  Methode  der 
Multiplicatoren,  die  wir  bereits  Th.  III,  C^p.  IX,  §.  8  (S.186)  bei  der  Aufstellung 
der  Bedingungen  des  Oleichgewichts  anwandten.  Von  den  3n  Variationen 
^a:,,  ^y,-,  ögi  sind  nämlich  nur  3n — %  von  einander  unabhängig,  wenn  x 
die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  ist,  indem  durch  die  zweite,  dritte, 
...  xte  der  Gleichungen  des  vorstehenden  Gleichungssjstems  x  Variationen 
durch  die  übrigen  ausgedrückt  und  aus  der  ersten  Gleichung  eliminirt 
werden  können.  Multiplicirt  man  daher  behufs  dieser  Elimination  die 
zweite,  dritte,  . .  .  Gleichung  resp.  mit  den  noch  unbestimmten  Multiplica- 
toren  il,  fi,  v,  .  . .,  deren  Anzahl  x  ist  und  addirt  sie  zur  ersten  Gleichung, 
80  können  A,  /n,  v,  ...  so  bestimmt  werden,  dass  die  Coefficienten  von  x 
Variationen  Null  durch  diese  hierdurch  eliminirt  werden.  Da  die  übrigen 
Variationen  alsdann  von  einander  unabhängig  und  vollkommen  willkürlich 
sind,  so  erfordert  das  Bestehen  der  gewonnenen  Gleichung,  dass  auch  ihre 
Coefficienten  verschwinden.  Demnach  sind  in  jener  Gleichung  alle  Coeffi- 
cienten der  Variationen  gleich  Null  zu  setzen.  Die  Ausführung  dieser  Recli- 
nnng  ergibt  unmittelbar  die  3n  Gleichungen  der  Bewegung,  nämlich: 


***•  :;^  "^  ^»  +  ^  5:r  +  ^  ^  +  "^  ^,  "• — ' 

at  oZi  cZi  oZi 

Sie  wurden  zuerst  von  Lagrange  gegeben. 

Vergleicht  man  sie  mit  den  obigen  Bewegungsgleichungen,  nämlicli 

m  —  =  X  4-  6<')        m;  ^'  =  y.  4-  S<^)        m-  —  =  Zi  4-  /S'^') 
so  erhält  man  als  Componenten  der  Bedingungskräfte  iS^'^ : 

'  dXi    '    '^  dXi  ^      dXi 


%\^ 


rentialgleichungen  derselben  für  -^ ,   ~1  i  ^  ~Tti  ^^®  Ausdrücke 
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Die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  dieser  Ausdrücke,  sowie  die  der  Multi- 
plicatoren  A,  /n,  v,  ...  ist  dieselbe,  wie  sie  S.  188  angegeben  wurde.  Um 
die  Multiplicatoren  wirklich  darzustellen,  muss  man  die  Bedingungsglei- 
chungen X  =  0,  ^^"=0,  ^=0,  ...  zweimal  differentiiren,  indem  man 
^ö  yij  ^i  ^^s  Functionen  von  t  behandelt  und  sodann  in  die  zweiten  Diffe- 

cPxi     (^yi     6?Zi 

einsetzen.    Dies  liefert  x  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  il,  fi,  v,  ... 

Zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  ist  die  Kenntniss  des 
Anfangszustandes  erforderlich.  Sind  Sij  Hi^  Z,-  die  anfänglichen  Momentan- 
kräfte, welche  auf  mi  stossend  wirken,  so  hat  man: 

\cXi  cyi  cZi ) 

aus  welchen  man  füi*  die  anfänglichen  Momentankräfte  mit  Hülfe  eines 
Multiplicatorensystems  A^,  /li^,  Vj,  ...  findet: 

dt  c  Xi  cXi  cXi 

dt  c-1/i  cyi  öyi  t  =  0. 

dt  ozi  CZi  ^  ^i 

Um  >ti,  f*i,  Vj^,  •  .  .  zu  bestimmen,  hat  man  in  die  ersten  Differential- 
gleichungen von  L  =  Of  -3f  =  0,  JV=0,  ...  die  Ausdrücke 

-(^•  +  ^'l7+-)'   -'-U+A.?^  +  ...),    i-(z.  +  iJ-^'  +  ...) 

wif  \  CXi  /      m,  \  cyi  /      w,-  \  6? «er,  / 

einzuführen. 

Setzt   man   in   den    Gleichungen    der   Bewegung   die   Beschleunigungs- 

(jpXi     d^yi     d^  Zi 
componenten  ~r^  ,   — ^  ,  — ^  gleich  Null,  so  erhält  man  die  Bedingungen 

C*  V  Cr»  Uli 

des  Gleichgewichts,  wie  sie  S«  187  angegeben  sind. 


a 
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Vermöge  der  Bedingungsgleichiingeii;  deren  Anzahl  x  ist,  hängen  die 
Coordinaten  der  i  Sjstempunkte  von  einander  ah  und  ist  daher  die  Be- 
wegung aller  hekannt,  wenn  es  die  einer  gewissen  Anzahl  ist.  Daher  sind 
von  den  3n  ohigen  Bewegungsgleichungen  nicht  alle  von  einander  unab- 
hängig. Dies  sind  die  3n  —  x  nach  der  Elimination  von  x  Variationen 
übrig  bleibenden  Gleichungen.  Sie  bestimmen  zusammen  mit  den  x  Be- 
dingungsgleichungen wieder  3n  Gleichungen  für  die  n  Punkte..  Ist  das 
System  z.  B.  unveränderlich  und  frei,  so  sind  die  Bedingungsgleichungen 
die,  welche  die  constante  Entfernung  der  Sjstempunkte  von  einander  aus- 
drücken und  von  der  Form 

L^(xi  —  Xkf  +  (yi  —  pkY  +  {zi  —  ZkY  -  c  =  0. 

Ihre  Anzahl  ist  x  =  3n  —  6,  indem  für  drei  Punkte  drei,  fftr  jeden  der 
n  —  3  übrigen  drei  weitere  Bedingungen  erforderlich  sind.  Daher  ist  die 
Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Bewegungsgleichungen  des  freien 
unveränderlichen  Systems  3w  —  (3n  —  6)  =  6.*  Dieselben  ergeben  sich, 
wie  wir  bald  zeigen  werden,  durch  Elimination  von  /S^*^,  S^^^  S^^  sehr  ein- 
fach  wieder. 

Da  die  3w  —  x  Differentialgleichimgen  der  Bewegung  von  der  zweiten 
Ordnung  sind,  so  führen  sie  2  (3w  —  x)  =  6n  —  2x  Constanten  durch  die 
Integration  ein.  Dieselben  bestimmen  sich  durch  die  Anfangswerthe  der 
Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten,  deren  Zahl  6n  ist,  zwischen  denen 

aber  2x  Bedingungen  i  =  0,  JW  =  0,  . .  .,  — -  =  0,  -— —  =  0,  ...  be- 

dt  dt 

stehen,  sodass  zu  ihrer  Bestimmung  die  nöthige  Anzahl  6n  —  2x  Glei- 
chungen vorhanden  ist. 

§.  5.  Aus  dem  D 'AI ember tischen  Princip  kann  ein  anderes  Princip  ge- 
folgert werden,  welches  von  Gauss  aufgestellt  und  von  ihm  das  Princip  des 
kleinsten  Zwanges  genannt  wurde.  Den  statischen  Theil  desselben  lernten 
wir  bereits  S.  278  kennen. 

Eb  sei  (Fig.  139)  A  der  Ort  des  Massenpunktes  nu  zur  Zeit  t^  B  der  Ort,  an 
welchen  er  zur  Zeit  t  -\-  dt  gelangen  würde,  wenn  die  Kraft  Fi  auf  ihn  als  einen 
freien   Punkt   wirken   würde,   d.   h.   wenn   die   Bedingungen,   denen 
M—ft       ^i  al*  Systempnnkt  genügen  niuss,  nicht  vorhanden  wären.     Nach 
/}V      B  würde  er  vermöge  der  in  A  zur  Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeit 
jT—Jl  und  der  Beschleunigung,  die  ihm  P,  ertheilt,  gelangen.    Es  sei  ferner 

C  der  Ort,  an  welchen  um  am  Ende  der  Zeit  %  -\-  dt  vermöire  seiner 
Geschwindigkeit  und  der  Wirkung  der  Kraft  mitj^i  oder,  was  das- 
selbe ist,  vermöge  der  Kraft  P(  und  der  Bedingungen,  welche  ihm  seine  Ver- 
bindung mit  dem  System  auferlegen,  wirklich  gelangt.  Die  Kraft  Fi  zerfällt  nun 
in  die  Kraft  nii  qp»  und  die  verlorene  Kraft  Qi ,  welche  ihn ,  ohne  dass  er  weiter 
Geschwindigkeit  besäese,  von  A  nach  1)  um  die  Strecke  AD  =»  CB  im  Zeit- 
elemente   dt    fortführen    würde.     Nach    B.   I,    S.   323    hat    man,    indem    man 

w^^.B^AD  setzt,  AB  ^  \  ^  -  dt^  und  folglich  Qi  ^^nu-^,  also 
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der  Strecke  CD  proportional.  Nach  dem  D*Alembert' sehen  Princip  halten 
nun  die  verlorenen  Kräfte  Qi  am  System  Gleichgewicht  und  ist  also  die  Summe 
ihrer  virtuellen  Arbeiten  für  jede  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbare 
virtuelle  Bewegung  Null  oder  negativ.  Es  sei  nun  y  der  Ort,  an  welchen  rm  ver- 
möge irgend  einer  solchen  virtuellen  Bewegung  gelangen  würde,  sodass  Ay  seine 
virtuelle  Verschiebung  darstellt.  Da  [Ay']  =  [^1(7]  +  [Cy]  ist,  so  wird  die  Pro- 
jection  von  Ay  auf  die  Richtung  der  Kraft  Q,  nämlich  auf  die  Richtung  von  AD 
gleich  der  Summe  der  Projectionen  von  A  C  und  Cy  auf  A  D  und  wenn  die  Winkel 
DAC  und  BCy  mit  ?y  und  ^  bezeichnet  werden  durch  AC  .  cos  ij  +  Cy  .  cos  0^ 
ausgedrückt.     Demnach  stellt 

Qi  (AC  ,  coari  +  Cy  .  cos^)  =  ^  CB  .  AC.  cos  i?  +  ^  CB.Cy,co^^ 

die  virtuelle  Arbeit  von  Qi  dar  und  muss  also  nach  dem  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten 

Z^rrnCB  '  AC '  COB  ri  -\-  Z2mi- CB  •  Cy  -  co% 9^  ^  0 

sein.  Da  die  wirkliche  Verschiebung  AC  aber  auch  zu  den  möglichen  Verschie- 
bungen gehört,  so  ist  22mi  •  CB  -  AC  -  cos  17  <^  0  und  bleibt  mithin 

Z2m,  •  CB  •  (7y  •  cosO-  <>  0. 

Nun  ist  ^^  CW^  +  Cy^  —  2  -  CB  -  Cy  -  cosd-  und  folglich 


Znii  •  y  5*  —  Zm  .  CB^  «  Ztm  -  Cy^  —  2  Znn  •  CB  •  cos  y  cos  ». 

Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in  Folge  der  eben  entwickelten  Bedingung 
unter  allen  Umständen  positiv  ist,  so  folgt,  dass  für  jede  beliebige  virtuelle  Be- 
wegung 

Zmi  .  CB^  <  Znu  •  JB^ 

ist.  Die  Linie  CB  stellt  die  Abweichung  des  Ortes  C,  welchen  »«,  zur  Zeit  t  -\-  dt 
wirklich  einnimmt,  von  dem  Orte  B,  welchen  er  in  Folge  der  freien  Bewegung 
einnehmen  würde,  dar.  Ebenso  ist  yB  die  Abweichung  der  Lage  desselben 
Punktes  von  dem  Orte  der  freien  Bewegung,  welche  er  bei  irgend  einer  beliebigen 
anderen  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbaren  Bewegung,  als  der  wirk- 
lich erfolgenden,  einnehmen  würde.  Daher  ist  die  Summe  der  Produkte 
aus  den  Massen  der  Systempunkte  in  die  Quadrate  ihrer  Abwei- 
chungen von  der  freien  Bewegung  für  die  wirklich  erfolgende  Be- 
wegung unter  den  ähnlich  gebildeten  Summen  aller  anderen  mit  den 
Bedingungen  des  Systems  vereinbaren  Bewegungen  ein  Minimum. 

Die  Bewegung  des  Punktes  rm  als  eines  Systempunktes  ist  eine  gezwungene; 
der  Zwang  rührt  von  seiner  Verbindung  mit  dem  System  her.     Betrachtet  man 

Zmi  '  CB*  als  das  Maass  dieses  Zwanges,  so  kann  der  vorstehende  Satz,  den 
man  nach  seinem  Entdecker  das  Gauss'sche  Princip  vom  kleinsten  Zwange 
nennt,  auch  so  ausgesprochen  werden:  Die  Bewegung  der  Punkte  eines 
irgend  welchen  Bedingungen  unterworfenen  Systems  erfolgt  in  jedem 
Augenblick  in  möglichster  Uebereinstimmung  mit  der  freien  Be- 
wegung oder  unter  möglichst  kleinem  Zwange,  wenn  unter  dem 
Maasse  den  Zwanges,  den  das  ganze  System  in  jedem  Zeitelemente 
erleidet,  die  Summe  der  Produkte  aus  dem  Quadrate  der  Ablenkung 
jedes  Punktes  von  dem  Orte  seiner  freien  Bewegung  in  seine  Masse 
verstanden  wird. 
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Vgl.  GauBB,  Ueber  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Mecbanik  (Crelle's 
Joum.  Bd.  IV,  S.  232  [1829]);  Scheffler,  Ueber  das  Gauss'scbe  Grundgesetz 
der  Mechanik  (Scblömilch's  Zeitschrift  für  Mathem.  und  Physik.  III.  Jahrg. 
[1858]  S.  197). 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  der  Kräfte  P>  an  dem  System  fallen  die 
verlorenen  Kräfte  Qi  mit  den  Kräften  Fi  zusammen,    also  die  Punkte  2>  mit  B, 

C  mit  A  und  wird  Erm  •  AB^  ein  Minimum  (vgl.  S.^  278). 

Man  kann  die  Arbeit  bestimmen,  welche  die  Ablenkung  des  Systempunktes 
von  der  freien  Bewegung  erfordert.    Sie  ist 


£Qi  .CB=^  —  £Qi  'BC=^  —  ^  Zmi  •  B(P 

und  mithin  dem  Zwange  proportional.*  —  Gauss  deutet  in  seiner  Abhandlang 
noch  auf  die  Analogie  des  Satzes  mit  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  hin; 
Möbius  hat,  wohl  hierdurch  veranlasst,  denselben  das  Princip  der  kleinsten 
Quadrate  genannt. 

Indem  man  die  Kraft  Qi  parallel  den  Richtungen  Cy  und  y^  in   die  Com- 
ponenten  Q'^  und  (/f  zerlegt  und  bedenkt,  dass  diese  Kräfte  den  Punkt  tm  um 

Q".  Q'f 

die    Strecken    Cy  =«  4^ — -  dt*  und  yB  =  \  —  "  dt*  fortführen  würden,  kann  man 

n  O'/ 

V»     J4i       fl-D       A       „-Dt   1       ^* 


wegen  CB*  =>  \  ^\  dt*  -  CB  und  yB*  ^  \  -  dt*  •  yB ,  die  obige  Unglei- 
chung des  Princips  auch  unter  der  Form 

ZQi'CB^ZQi-yB 

darstellen.  Das  Princip  erscheint  dann  unter  der  Gestalt  eines  Princips  der 
kleinsten  verlorenen  Arbeit.  Vgl.  Rachmaninoff,  das  Princip  der  klein- 
sten Arbeit  der  verlorenen  Kräfte  als  ein  allgemeines  Princip  der  Mecbanik 
(Schlömilch's  Zeitschr.  für  Mathem.  u.  Physik  B.  24,  S.  206—220  [1880]). 

§.  6.  Zwei  Massenpunkte  m,  m'  bewegen  sich  frei  mit  gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeiten,  indem  sie  allein  ihrer  gegenseitigen 
Anziehung  oder  Abstossung  unterworfen  sind;  welches  ist  die  Natur 
ihrer  Bewegung? 

1.    Ist  P  die  Kraftintensität,  mit  welcher  sie  sich    im  Abßtande  r  anziehen 

oder   abstossen,   so   greifen   an   m  und   m    resp.  die  Kräfte    X  =»  ip  P , 

T 

r  «  HF  P  ^— ^  ,     Z^^^P  ^..ZZJl  ;  X'  =  -  X,  r  =  -  r,  Z'  =  -^  i^  an. 

T  T 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  daher: 

d*x        ^  d*y        --  d*z        „ 

"^di^^^^  ""'  dt*  ^  ^'  "^di^^^^^ 


,d*x      •        ^  ,  d*y  ^  ,  d*z 

tn  ~i-     =  —  A,      m       ^   =  —  r,      m 


dt*  '  dt*  '  dt 


s 


z. 


d*x  ,  d*x 

Sie  geben  paarweise  addirt  m  -r—  -\-  m  -j-j  =0    u.   s.  w. ,    uiithiu    durch    Inte- 
gration : 

dx    .      ,  dx  dy   .      ,  dy        .  dz    .      ,  dz' 

'^dJ+'^Tt'"''      '"-di+'^it-^'      "'Tt+"'dt''- 

Demnach  bleiben  die  Componentensummen  der  Momentankräfte  während  der  Bc: 
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wegung  constant.  Setzt  man  daher  in  irgend  einem  Pnnkte,  z.  B.  im  Coordinatcn- 
urBpning,  die  Momentanki^fte  zusammen,  so  bleibt  die  Resultante  der 
Momentankräfte    nach   Grösse   und   Richtung  fortwährend   constant. 

Ihre  Intensität  ist  (a*  +  ß*  +  7*)  ^°^  i^ö  Richtungscosinusse  sind  «,  P,  y  pro- 
portional. Dies  leuchtet  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  continuirlichen  Kräfte, 
welche  diese  Resultante  abändern  könnten,  nämlich  die  Anziehungen  oder  Ab- 
stossungen  der  Punkte,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Da  für  die  Coordinaten  x^, 
y, ,  z^  des  Massenmittelpunktes  (m  -\-  rn)  x^  =^  tnx  -\-  mx  ;  (w  -|-  w)  y,  =■  tn y  +  »*'y  J 
(m  +  w')  z^  =  wixf  -j-  mz  ist,  so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen: 

(m  +  m')  ^  =  «,       (w  +  »»')  ^'  -  P,        («  +  «')  ^  =  r. 

Der  Massenmittelpunkt  besitzt  daher  constante  Geschwindigkeit 
von  constanter  Richtung;  sie  ist  Null ^  wenn  die  Summe  der  Momen tank räfle 
anfangs  Null  ist. 

2.    Man  erhält  weiter  die  Combinationen  der  Bewegungsgleichungen: 


m 


m 


m 


(    d^z  d*y\    ,      ,/  ,  d^z         ,d*y\       ^ 

(    d^x  dU\    ,      .(  .  d*x         ,dV\       ^ 

/     d*y  d'x\    ,      ,(  .  d^y         .  d''x\       ^ 


da 


yZ-zY-  {yZ  -iY)  =  (y-  y)  Z  -  {z  -  g)  Y 

=  T  P  {(y  -  y)  (2 - «') -  («-«')  (y-y))  -  0 

ist.     Diese  Gleichungen  drücken  aus,  dass  das   resultirende  Paar  der  continuir- 
lichen Kräfte  verschwindet.     Sie  geben  integrirt: 

/    dz  dy\    .      ,  (  ,  dz         'dy\ 

I    dx  dz\    ,      ,  I  ,  dx         ,  dz'\ 

m  \Z  -rrr  —  X  ^i-]  -\-  in  [z    -i-. —  X   -TT- 1  =  c, , 


m 


I    dx  dz\    ,      ,  /  ,  dx         ,  dz'\ 

l'5T-*dt)  +  "'l*  Tt—"  dt)- 

I     ily  dx\    ,       ,  l  >  dy         ,dx\ 

l*df-2'äT)  +  '"l*  dt-y-di)  =  '^- 


Demnach  ist  das  resultirende  Paar  der  Momentankräfte  während  der 
Bewegung  nach    Grösse    und.  Axenrichtung   constant.     Seine  Grösse  ist 

(cf  +  ci[  -\- ciy  und  seine  Richtungscosinusse  sind  proportional  c,,  c,,,  c^.  Multi- 
plicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  x  —  x\  y  —  y\  z  —  z ,  so 
liefert  ihre  Addition: 

Cj  {x  —  x)  +  c,  (»/  —  y)  +  c»  (i?  --  z)  «=  0. 

Da  nun  x  —  x\  y  —  y\  z  —  z  den  Richtungscosinussen  def  Verbindungslinie  der 
Punkte  m,  m  proportional  sind,  so  folgt:  Das  System  der  beiden  Punkte 
bewegt  sich  so,  dass  ihre  Verbindungslinie  fortwährend  zur  Axen- 
richtung des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  senkrecht 
oder  also  zur  invariabelen  Ebene  desselben  parallel  bleibt.  Fallen 
die  anfänglichen  Momentankräfte  in  eine  Ebene,  so  erfolgt  die  Bewegung  der 
Punkte  in  dieser  Ebene.  Die  drei  Gleichungen  drücken  auch  aus,  dass  die  Summe 
der  Projectionen  der  Fl&chenräume,  die  von  den,  von  einem  festen 


m 
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Punkte  nach  den  beweglichen  Punkten  gezogen'en  Radienvectorcn 
beschrieben  werden,  auf  eine  beliebige  Ebene  constant  bleibt. 

3.  Man  kann  denselben  Gleichungen  nach  Poinsot  noch  eine  andere  Be- 
deutung abgewinnen.  Wählen  wir  die  invariabele  Ebene  zur  Ebene  der  YZ^  so 
sind  c,  und  c^  Null,  weil  sie  den  Richtungscosiunssen  der  Axe  des  resultirenden 
Paares  proportional  sind,  welche  jetzt  in  die  a;-Axe  TiXli.  Aus  den  zwei  letzten 
der  Qleichungen 

(dz  dy\    ,      ,  l  ,  dz  »  dy\ 

"'  \y  di-'di)-^'"\y  St-'  dt)  -  '^ ' 

/    dx  dz\    ,     ^  l  ,  dx  ,  dz\ 

\'  dt -'"dt)  +  "'  l^  Ti  -''-dt)-''' 

(    dy  dx\    ,      ,  l  ,  dy  ,  dx\ 

erhält  man  daher  durch  Elimination  von  m,  m': 

/    dx  d£\     [    dy  dx\        /  ,  dx  ,  dz\     t  ,  dy         ,  dx\ 

Ydi-''dt)-\'dt-ydt)  =  \'  dt-""  di)--v  dt-y  dt)- 

Nun  denke  man  sich  in  m  und  m  die  Tangenten  an  die  Bahnen  dieser  Punkte, 
lege  durch  sie  und  den  Coordinatenursprung  Ebenen  und  errichte  in  diesem  auf 
sie  die  Normalen  N^  N\  Sind  p,  q,  r  die  Bichtungscosinusse  für  JV,  so  bestehen, 
weil  sowohl  der  Punkt  a?,  y,  e  als  auch  der  Punkt  x  -\-  dx^  V  -\-  ^Vy  B  -\-  dz  in 
die  zu  N  senkrechte  Ebene  fällt,  die  Gleichungen: 

P^  +  üy  +  rz  =0, 

pdx-\-  qdy -\-rdz^=»  0, 
aus  welchen  man 

p  :  g  :  f  «  iydz  —  zdy)  :  {zdx  —  xdz)  :  {xdy  —  ydx) 

zieht.     Ebenso  ergibt  sich  für  die  Richtungscosinusse  p\  q\  r   der  Normalen  N' : 
p  :  q  :  r  =>  (y'dz'  —  zdy)  :  (zdx'  —  xdz)  :  {xdy  —  ydx). 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  kann  die  aus  den  Bewegungsgleich uugen  gezogene  Pro- 
portion so  geschrieben  werden :  gr  :  r  =  g  :  r.  Nun  sind  aber  die  Gleichungen 
der  beiden  Normalen  iV,  2^'-. 

X         y  z  1       ^         y         ^ 

p         q         r  i^        s'         **' 

tl  z  ^  z 

und  folglich  -     =«  —  ,   -?  =    ,   die  ihrer  Proiectionen  auf  die  invariabele  Ebene. 
q         r       q  r 

Beide  sind  hiernach  identisch.  Legt  man  daher  durch  die  Tangenten  der 
Bahnen  der  Punkte  und  einen  festen  Punkt  Ebenen,  so  schneiden  sie 
die  durch  denselben  Punkt  geführte  invariabele  Ebene  in  einer  ge- 
meinschaftlichen Schnittlinie. 

4.  Da  der  Massenmittelpunkt  sich  mit  constanter  Geschwindigkeit  geradlinig 
bewegt,  so  braucht  man  nur  die  relative  Bewegung  der  Punkte*  w,  m  in  Bezug 
auf  ihn  weiter  zu  verfolgen,  um  das  ganze  Problem  zu  lösen.  Dazu  kann  man 
sich  der  Vereinfachung  bedienen,  dass  man  die  Richtung  der  Bewegung  jenes 
Punktes  zu  einer  Coordinatenrichtung  des  ursprünglichen  Systems,  z.  B.  zur  z  Rich- 
tung also  die  invariabele  Ebene  zur  Ebene  der  xy  wählt. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  Nr.  1  a;™"a?i+£iy="yi+^»'2^  =  ^i4-fi 
*'  ■"  ^1  +  S'i   y  ■"  yi  +  Vi   j5'  «  5^1  +  i%   wo  «i  >  yi »  ^i    ^^   Coordinaten   des 


506 


Beißpiele  zum  D*Alembert' sehen  Princip.       IV.  Th.,  Cap.V,  §.  7. 


Massenmittelpunktes  und  6,  17,  f,  .  .  •  relative  Coordinaten  in  Bezug  auf  diesen 
sind,  eo  erhalt  man  vermöge 

dt*   ""  7F  ^  'dW  '' 
z.  B.  für  m,  die  Gleichungen: 


0. 


m 


dn 
dt* 


r 


dt*  r 


m 


d*t       ^r.i-S^ 


dt 


.-TP 


Aus  m^  -\-  m  ^*  ^=»  0  erhält  man  aber  durch  Addition  und  Subtraction  von 
m  S  weiter  (m  +  w»')  5  =  w'  (g  —  S')  und  ebenso  (w  -{-  m)  rj  '^  m  (ri  —  ij'), 
(w  4"  ''*')  f  =  »w'  (f  —  ?'),  sodass  5',  Vj  5'  ^^8  den  Gleichungen  für  m  verschwinden 
und  diese  werden: 


mm 


.dH       ^ 


dV 


ip  (»«  +  m')  P 


£ 


wm 


±  (m  +  m')  P  -^  , 


^'*  ^^'  TT?    =  +  (»^*  +  ''*')  -P   -  - 


Ihre  weitere  Behandlung  hängt  von  der  Natur  der  Kraft  P  ab.  FSr  das  Newton- 
sehe  Attractionsgesetz  sind  die  relativen  Bahnen  von  m,  m'  um  ihren  Massen- 
mittelpunkt Kegelschnitte. 

Um  die  relative  Bewegung  des  Punktes  ni  gegen  m  zu  bestimmen,  würde 
mau  aus  den  ursprünglichen  Gleichungen  Nr.  1  ableiten: 

dt*       '  ^  "     dt*'      ^      ~dt'' 
X  —  X  y  —  y  z  —  z    "* 

worin  x  —  o*,  y  —  j/,  z  —  z  die  relativen  Coordinaten  von  m  gegen  w  sind  u.  s.  w. 

§.  7.  Zwei  schwere  Massenpunkte  m,  m  sind  durch  einen  bieg- 
samen Faden  mit  einander  verknüpft,  welcher  über  eine  verticale 
feste  Rolle  ohne  Reibung  hinweggeht.  Welche  Bewegung  nimmt 
dies  System  unter  Einwirkung  der  Schwere  an? 

Es  seien  x^  x    (Fig.  140)  die  Abstände  von   m,  m   bis  zu   den  Berührungs- 
punkten des  Fadens  mit  der  Rolle  zur  Zeit  t\  die  gegebenen  Kräfte  P  sind  die 
vertikal   abwärts   wirkenden   Gewichte   mg^  m  g\   die  EffectivkiÄfte 

d  X  d* X  d* X 

und  die   verlorenen    Kräfte    mithin    mg  —  m  •— ,-» 

Das  Gleichgewicht  derselben  erfordert  für  jede  mit 


m 


m 


dt*  *   •"    dt* 

,  d*x 


der  Bedingung  x  -\-  x  =^  Const  vereinbare  virtuelle  Bewegung 

'"  V  "  dtV  ^^  +  "*'  V  '~  ~(n*)  ^^  ""  ^*    ^^  +  ^^  ^  ^* 

Multiplicirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  X,  addirt  sie  zur 
ersten  und  setzt  die  Coefficienten  von  8x^  8x'  gleich  Null,  so  kommt 


d*x 
m-^^mg  +  X, 


,  d*x  .      .    , 

,,   ^^rng  +  X 


d*  X       d*x 
und  wenn  man,  um  zunächst  l  zu  bestimmen,  hiermit  die  Gleichung  -7—  +  -7-^ 

verbindet,  so  ergibt  sich 

2mm'  2mg  •  m'g 

m  -jf-  w"    '^  mg  +  ^9 ' 


in 
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d.  h.  —  X  ist  das  harmonische  Mittel  der  Gewichte  mg,  mg.  Hiermit  werden 
die  BeweguDgsgleichnngen  der  beiden  Massen 

Sind  daher  m  nnd  m'  gleich,  so  ist  G  =»  0  and  die  Bewegung  beider  Massen  gleich- 
förmig; ist  G  nicht  Null,  so  ist  sie  gleichförmig  veränderlich.  Für  die  Geschwindig- 
keiten ergibt  sich 

dx       dx 
und  <1*  -TT  +  -^  ="0  ist,  so  sind  die  Anfangsgeschwindigkeiten  a  und  a   ver- 

möge   a  -}-  u  =^  0   einander   entgegengesetzt   gleich.    Für   die    Abstslnde   x^   x 

bat  man 

j;=»|6?(*  +  a<  +  jj,        rc'  =-  — -iGi*  —  a*  +  ^, 

wo  ^  •\-  ^  ^=^  Const.^  nämlich  gleich  der  Länge  des  Fadens  weniger  des  StQcks, 
welches  auf  der  Rolle  aufliegt. 

Sind  nicht  die  Anfangsgeschwindigkeiten  a,  a  sondern  anfängliche  momen- 
tane Stosäkräfte  mco,  m'o)  gegeben,  welche  in  der  Richtung  des  Fadens  wirken, 
80  liefert  das  D'Alembert'sche  Princip  für  sie: 

L  -  ^-j)  dx  +  w'  («'  -  ^~)  6x  =0,      dx  +  dx  =  0,       für  t  =  0, 

dx  dx 

m  -r-  s=  wcö  +  'In      ''*'  -JT  =  ^^'^  +  ^1 1     für  i  =  0, 
u  t  dv 

also 

mm'     ,      ,      ,.  dx  dx'       mca  —  m'w' 

m  +  m  dt  dt  m  -{-  m 

Die  Grössen  —  X  nnd  —  X^  drücken  die  continuirlich  wirkende  Spannung  2'  zur 
Zeit  t  und  die  momentane  Spannung  T^  zur  Zeit  t  =^  0  aus,  welche  der  Fadeu 
ausznhalten  hat.  Denn  indem  man  den  Faden  durchgeschnitten  und  an  seine 
Stelle  die  Spannung  T  eingeführt  denkt,  wird  z.  B.  die  Bewegungsgleichung  für 

d*x 
die  Masse  m  werden  m  y-^  =  m^  —  T,  deren  Vergleichung  mit  der  oben  auf- 
gestellten T  =  —  Z  ergibi^ ,  u.  s.  w. 

Die  vorliegende  Aufgabe  und  ihre  Lösung  enthält  die  Theorie  der  Atwood- 
schen  Fallmaschine.  Für  m:m'  =  1  :S  erhält  man  deren  gewöhnliche  Einrich- 
tung, für  welche  G  =  j^^  g  wird. 

Man  kann  die  Aufgabe  etwas  verallgemeinern.  Die  Punkte  m,  m'  seien  gc- 
nöthigt,  auf  zwei  Geraden  zu  bleiben,  welche  sich  tangirend  an  die  Rolle  an- 
schliessen  und  mit  der  Horizontalen  die  Winkel  a,  a  bilden.  Die  Gewichte  zer- 
fallen in  zwei  Componenten  mg  cos«,  m'g  cos«',  welche  durch  die  Normalwider- 
st&nde  der  Geraden  vernichtet  werden  und  mg  sin  a,  m'g  sin  a',  welche  an  die  Stelle 
der  obigen  mg,  m'g  treten.  Dies  ist  die  einzige  Modification,  welche  in  die  oben 
behandelte  Lösung  eingeführt  zu  werden  braucht,  um  die  Lösung  der  erweiterten 
Aufgabe  zu  erhalten. 

§.  8.  Eine  schwere  homogene  Kette  hängt  über  eine  verti- 
kale feste  Rolle  auf  beiden  Seiten  mit  ungleich  langen  Stücken 
herab;  welche  Bewegung  nimmt  sie  an?*  Ist  2a  die  Summe  der  Eetten- 
stückc,  welche  rechts  und  links  niederhängen,  von  den  Berührungspunkten  mit 
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der  Rollo  an  gerechnet  (ohne  das  auf  der  Bolle  aufliegende  Stück),  x  das  eine, 
2a  —  X  das  andere  Stück,  so  ist  das  Gewicht  der  Differenz  2  (x  —  a)  die  be- 
schleunigende Kraft  des  Systems.    Man  erhält  daher  als  Bewegungsgleichung : 

d^x 
^^^di^  =  2(ig(x—  a), 

wo  fi  das  Gewicht  der  Längeneinheit  bedeutet.    Die  Integration  derselben  gibt: 

x  —  a^  Ae      ""+36  «• 

War  die  Kette  anfangs  in  Ruhe  und  hing  auf  der  einen  Seite  die  Länge  a  -\-  hy 
so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Constanten  h  =»  A  -^  B^  0  =  A  —  JB,  wo 
letztere  Gleichung  mit  Hülfe  der  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  folgt  Daher 
wird: 


X  —  a  =^  \h 

Diese  Gleichung  gilt  bis  o;  ==  2a,  wo  die  Kette  bis  auf  ein  Stück  abgerollt  ist, 
welches  auf  der  Rolle  berührend  aufliegt.    Die  Zeit  t^  hierfür  ergibt  sich  aus 

Mit  Hülfe  der  Relation  (c"  +  e"")'  —  («"  —  e"")'  ==  4  findet  sich  hierzu  noch 

deren  Addition  zur  vorigen 

ergibt,  woraus  %  folgt.    Beispiel:    -j-  =  -    • 

0  3 

§.  9.  An  einem  biegsamen  Faden,  welcher,  mit  seinem  einen 
Ende  A  befestigt,  vertikal  herabhängt,  befinden  sich  zwei  schwere 
Massenpunkte  m,  m';  das  System  macht,  aus  der  Gleichgewichtslage 
herausgebracht,  Schwingungen  um  dieselbe.  Wie  sind  dieselben  be- 
schaffen, wenn  die  Entfernung  aus  dieser  Lage  sehr  klein  ist  und 
das  System  in  einer  Ebene  schwingt? 

Die  X'  und  y-Axe  seien  horizontal,  die  j^-Axe  vertikal,  positiv  abwärts,  der 
Ursprung  der  Coordinaten  in  A.  Die  Länge  der  Fadenstücke  -4m,  mm  sei  a,  a. 
Ferner  sei  der  Winkel,  den  Am  mit  der  2r-Axe  bildet,  &  und  der  Winkel,  den 
die  Ebene  mAz  mit  der  x^^-Ebene  bildet,  9;  endlich  seien  ^',  qp'  die  analogen 
Winkel  für  das  Fadenstück  mm*.  Indem  man  die  Spannungen  7\  T'  der  Faden- 
stücke einführt,  erhält  man  sogleich  die  Gleichungen  der  Bewegung  beider  Massen 
m,  m\  nämlich: 

m  j-—  =s  —  T  nnv  cos  qp  +  -/    siu-O*  cos  w  ,        m  -^-^  =  —  r   sm  v  cos  <p  , 
dt  dt 

m  -p^  =  —  T  am  9'  Bin  q)  -\-  I    sm  d  sm  9? ,         m  -jj^  =  —  r   sin  ^  sm  <jp , 

d* z  d^z 

tn  j-^  '^  mg  ^  T  cosd  +  T'  cos^',  w'  -j-^-  -=  m'g  —  T'  cos^'. 
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Hierzu  kommen : 

o;  =  a  sin  '9'  cos  rp^  x  =  a  sin  9"  cos  <p , 

^  =3  a  sin  d"  sin  9 ,  y  ="  a'  sin  ^  sin  qp , 

je  =  a  cos'O',  z'  «-  a  cos^. 

Diese   Gleichungen  vereinfachen  sich,   wenn  d,  d"'  sehr  klein  sind  und   die  Be- 
wegung in  der  ^;?- Ebene  erfolgt.     Man  hat  dann  näherung^weise : 

Da  jf,  /  constant  bleiben,    so  folgt  sofort  T'  ==  w»'<7,   T  =  (m  +  •»')  g.    Weiter 
erh&lt  man: 


ma 


^^-=  -  (m  +  m)^^  +  TO^^,        m   \^a  -^  +  a    ^^,-j m^«-. 

Multiplicirt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  mit  eiuer  unbestimmten  Grösse  l 
und  addirt  sie  zur  ersten,  so  kommt 

(«  +  Im)  ^  +  lm'^^  +  j^[(m  +  m)&  +  m'{X-  1)  *'}=  0. 

Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

ar  \  a     m  +  Aw         Ja     m-^Xm  \  w+w         /  ' 

setzt 

und  disponirt  über  X  so,  dass 

^         _^  a    X  —  \ 

m  +  ilf»         a'    m-\-  m 

wird,  80  geht  die  Gleichung  über  in  die  Form 

d^fp        g    m  +  m  ,       ^*9>    ,   ^„  _  o.  '      •.  =  ^    ^^  +  »*' 

~TK    •"  ■:r  «>,_L  1.^'  9  =  0     oder    -  -  .  -^nqp  =  0;  **="—  ^   ■   ,  ^..'  * 

Die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  für  X  sind  reell  und  ist  die  eine 
positiv,  die  andere  negativ;  auch  für  die  negative  Wurzel  ist  m  +  Xm  positiv, 
wie  sich  aus  der  vorstehenden  Form  dieser  quadratischen  Gleichung  ergibt,  deren 
rechte  Seite  und  deren  Zähler  linker  Hand  für  ein  negatives  X  negativ  sind. 
Demnach  ist  der  Coefficient  von  tp  in  unserer  Differentialgleichung  positiv  und 
erhalten  wir  als  Integral 

(jp  =»  -O"  +  x^'  —  a  cos  (nt  +  P)i 

oder  entsprechend  den  beiden  Wurzelwerthen  X^^  X^  von  i,  zu  welchen  n, ,  n^ 
gehören  mögen,  die  beiden  Integrale 

9i  —  ^  +  5*1  ^'  ="  «1  cos  (n^  e  +  pj, 
9>2  —  ^  +  ^%^'  =  «a  cos  (n^t  +  (5,), 


woraus 


^  — 1 [«jXä  cos(nif  +  (J,)  — -  «jjXi  cos  {n^t  +  pj], 


Xj  Xj 


^'  =  — [«1  cos  (fH*  +  j5i)  —  a,  cos  (fijt  +  (J,)] 


X,  —  Xj 
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dd'    dO'' 
folgt.    Die  Anfangswerthe  von  ^,  ^',  -=— ,  -7-  bestimmen  die  Constanten  «j ,  a, ; 

ßi,  ß^.    Man  siebte  dass  die  Winkel  '9-,  '9*'  algebraische  Summen  sind  von  Win- 

kein,  welche  zwei  Pendelschwingungen  von  den  Oscillationsdauem  — ,  —    ent- 

Bprechen.    Sind  daher  n^  und  n^  commensurabel,  so  wird  die  Bewegung  periodisch, 
sodass  das  System  in  die  Anfangslage  zurückkehrt. 

§.  10.  Zwei  schwere  Massenpunkte  m,  m  sind  durch  einen  nicht 
schweren  Stab  verbunden  und  liegt  dies  System  in  einer  Vertikal- 
ebene auf  zwei  gegen  die  Vertikale  unter  den  Winkeln  a,  a  geneig- 
tenGeraden  auf;  dasselbe  macht  kleineSchwingungen  um  eineGleich- 
gewichtslage;  man  soll  die  Oscillationsdauer  derselben  finden. 

Ist  ^  die  Neigung  des  Stabes  gegen  die  Vei-tikale  zur  Zeit  t^  T  seine  Span- 
nung, sind  iV,  N'  die  Widerstände  der  beiden  Geraden,  x,  x  die  Abstände  von 
9/1,  m  vom  Schnittpunkte  derselben  und  a  die  Länge  des  Stabes,  so  bestehen  die 
Gleichungen: 

d^x 
m  -=-^  =  mg  cos  «  +  T  cos  (^  +  a) ,         N  ^=  mg  sin  a  +  T  sin  (^  +  or). 


dt^ 

d\ 
dt 


m'  -j^  =  m'g  cos  u  —  T  cos  (^  —  a'),        N'  =  m'g  sin  u  -\-  T  sin  (d"  -  a'), 


X  =  x'  cos  (a  +  a')  —  a  cos  (^  +  a), 

X  =^  x  cos  (a  -\-  a)  -\-  a  cos  (d  —  a'), 

mit  Hülfe  welcher  Gleichungen  x,  x,  N^  N\  jT,  ^  als  Functionen  der  Zeit  zu 
finden  sind.  Für  die  fraglichen  kleinen  Schwingungen  hat  man  zunächst  die 
Gleichgewichtslagen  dadurch  zu  suchen,  dass  man 

mg  cos  cc  -\-  T  cos  (^  -[-  «)  «.  0, 

m'g  cos  a  —  T  cos  («O"  —  a )  =»  0 

setzt.  Es  seien  a:, ,  x\  die  Werthe  von  x,  welche  einer  solchen  entsx)rechen. 
Dann  kann  man  setzen: 

und  sind  £,  £'  sehr  kleine  Grössen,  deren  Quadrate  und  Produkt  getilgt  werden 
sollen.  Indem  man  nun  aus  den  Gleichungen  der  Bewegung  T  eliminirt  und  ab- 
kürzend a  +  a'  =  p  setzt,  ergibt  sich 


m 


I  vr»  —  9  cos  ccj{x  —  X  cos  ß)  —  m  l-^ry  —  g  cos  cc  j  {x  —  x  cos  ß)  =  0. 


Aus  der  Gleichung  x*  -{-  x^  —  2xx'  cos  ^  =  a*  folgt  aber  nach  Einsetzung  der 
Werthe  a;  =  a;,  +  J,  a;'  =■  a;',  +  {'  mit  Streichung  der  Glieder  zweiter  Ordnung: 
ir,  S  +  x\  I'  —  (a:,  g'  +  A  J)  cos  (5  =  0 ,  woraus 

fc'        t  ^i  —  ^'1  cos  |3 
a*!  cos  ß  —  x\ 

Durch  Elimination  von  a;,  x\  |'  ergibt  sich  daher,  wenn  blos  die  Glieder  erster 

Ordnung  beibehalten  werden: 

d^ä 
[m  {x\  —  a;,  cos  ßy  -\-  m'  {x^  -^  x\  cos  (3)^  ^  ^ 

+  <7  sin'  ß  {mx^  cos  a  +  ^'^\  cos  «')  •  5  =*  0, 
eine  Gleichung  von  der  Form 
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dt*  ^    ^ 

2n 


0, 


welche   aaf  die  Oscillationsdaiier    —  hinweist. 

n 

§.  11.  Bewegung  des  Rades  an  der  Welle.  Es  seien  m,  m  (Fig.  141) 
die  schweren  Massen,  welche  dnrch  Faden  mit  dem  Rade  und  der  Welle  ver- 
bunden  sind,  a?,  x   die  Abstände  ihrer  Schwerpunkte  von  den  Berührungspunkten. 

(d*x\  I        d*x'\ 

9  —  jfift    ^^   \ß  ~~  "ÄTi)     ^^^^^    verlorene 

Kräfte.    Ein  Massenpnnkt  /li  des  Rades  oder  der  Welle  im 
Abstände   r   von   der   Axe   wird   von   der    Tangentialkraft 

ii>T  -jj  afficirt,  wo  m  die  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  t 

bedeutet;  die  Centripetalkraft  firco*  kommt  nicht  in  Be- 
tracht, da  sie  bei  einer  mit  der  Natur  des  Systems  verein- 
baren Verschiebung  keine  virtuelle  Arbeit  leistet.  Die  ver- 
lorene Kraft  an  /tt  ist  daher  die  der  Tangentialkraft  ent- 
gegengesetzte Kraft,  da  keine  gegebene  Kraft  an  fi  angreift, 
wenn  wir  das  Gesammtge wicht  des  Rades  und  der  Welle 
am  Schwerpunkte  der  Maschine  angreifend  denken,  wo- 
selbst aber  von  ihm  gleichfalls  keine  Arbeit  geleistet  wird.  Sind  nun  der  Radius 
des  Rades  und  der  der  Welle  c  uQd  c\  so  sind,  wenn  der  Apparat  um  den  un- 
endlich kleinen  Winkel  Sd-  gedreht  wird,  c^^,  c'^^,  rd&  die  virtuellen  Wege 
und  besteht  daher  nach  dem  D'Alember tischen  Princip  die  Gleichung: 

(,  -  ^^  a.  -.'(,-  5J)  c  .*  -  ^^  z,... .  ,*  =  0. 

=s  —  c'flö,   weil   die  Geschwindigkeiten    der  Massen 


fit 


Fig.  14t. 


m 


Nun  hat  man 


dx 


coo 


dt        ^^'   dt 
m,  tn  denen  der  Berührungspunkte  gleich  sind,  x'  aber  mit  wachsendem  Drehungs 


Winkel  abnimmt;  daher  sind 


d^x 


dco     d^x 


dt*  dt  '    dt* 

chung  die  Form  an: 

/  dco\  ,  ,  (     ,     ,  deo\ 


—  c 


d(o 


doa 
dt 


und  nimmt  die  Glei- 


dt 


Mn*  =  0 


wenn  Mn*  das  Trägheitsmoment  der  Maschine  für  ihre  Axe  ist.    Hieraus  folgt: 

da mc  —  mc 

dt  ""  Mm*  +  mc*~+^inc*  '  ^' 

mithin,  wenn  o  «=■  0  für  <  =—  0  ist:  . 


(0  —■ 


mc  —  mc 


Qi- 


M%*  -\-  mc*  -\-  in7* 

Ist  also  mc  —  m'c    nicht  Null,  d.  h.  sind  m  und  m'  nicht  im  Gleichgewicht,  so 

ist  die  Bewegung  eine  gleichförmig  beschleunigte.     Die  Spannungen  1\  T'  der 

Fäden  sind: 

c  {mc  —  m'c 


^"^{9-  d3  -»» (^  -  «^)  -  (»» -  w. 


71- ^)  ^' 


X*  -f-  mc*  -j-  m' 
^  (         d*x\  (     ,     ,  dto\       l       ,  c  {mc  —  m'c)      \ 

Die  Spannungen  sind  constant  während  der  Bewegung. 
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§.  12.  Zwei  geometrische  Systeme,  welche  so  auf  einander  bezogen 
sind,  dass  jedem  Punkte  des  einen  ein  einziger  Punkt  des  anderen  ent- 
spricht und  umgekehrt,  stehen  in  einer  eindeutigen  Verwandtschaft  z\\  ein- 
ander in  Bezug  auf  diese  Punktpaare.  Solche  Verwandtschafben  sind  die 
Congruenz,  die  Aehnlichkeit,  die  projectivische  Verwandtschaft  u.  s.  w.  Zwei 
mechanische  Systeme  können,  wenn  ihren  Punkten  die  Coefficienten  zu- 
kommen, welche  man  Masse  nennt,  ausser  diesen  geometrischen  Beziehungen 
auch  hinsichtlich  letzterer  verwandt  sein  und  wenn  an  ihnen  Kräfte  wirken, 
so  kann  auch  hinsichtlich  dieser  eine  Correspondenz  zwischen  beiden 
Systemen  bestehen,  vermöge  welcher  die  Kräfte  des  einen  Systems  ein- 
deutig durch  die  Kräfte  des  anderen  nach  Intensität,  Richtung  und  Sinn 
bestimmt  werden.  Ist  dies  der  Fall  und  ist  ausserdem  noch  für  irgend 
eine  Zeit  eine  bestimmte  Beziehung  der  Geschwindigkeiten  für  die  Punkte 
beider  Systeme  festgesetzt,  so  werden  auch  die  Bewegungen,  welche  beide 
Systeme  annehmen,  eine  bestimmte  Verwandtschaft  zeigen,  sodass  die  Be- 
schaffenheit der  Bewegung  des  einen  aus  der  des  anderen  gefolgert  werden 
kann.  Von  den  Einheiten,  welche  in  der  Mechanik  in  Anwendung  kommen, 
können  drei,  die  der  Länge,  der  Zeit  und  der  Masse,  willkürlich  angenommen 
werden,  während  die  der  Geschwindigkeit  und  der  Kraft  auf  sie  zurück- 
führbar sind.  Je  nach  der  Definition  der  beiden  mit  einander  zu  ver- 
gleichenden Bewegungen  werden  diese  fünferlei  Grössen  bestimmte  Ver- 
hältnisse zu  einander  haben  und  umgekehrt  entsprechen  bestimmt  voraus- 
gesetzten Beziehungen  dieser  Grössen  bestimmte  Verwandtschaften  der 
Bewegungen. 

Aus  der  grossen  Menge  von  Möglichkeiten,  welche  hinsichtlich  der 
Verwandtschaft  der  Bewegungen  zweier  Systeme  eintreten  können,  wollen 
wir  hier  nur  den  einfachsten  Fall  behandeln,  dass  die  homologen  Längen 
(also  auch  Flächen  imd  Körperräume),  die  Zeiten,  in  welchen  homologe 
Punkte  homologe  Bahnstrecken  durchlaufen,  die  homologen  Massen,  die 
Geschwindigkeiten  und  die  Kräfte  während  der  Bewegung  beider  Systeme 
constante  Verhältnisse  bewahren  sollen.  Wegen  der  constanten  Linien- 
verhältnisse werden  die  Systeme  geometrisch  ähnlich  sein;  der  constanten 
Massenverhältnisse  wegen  werden  sie  beiderseits  aus  gleich  viel  ähnlichen 
übereinander  gelagerten  Systemen  bestehend  angesehen  werden  können  und 
wenn  hierzu  noch  die  Bedingung  tritt,  dass  die  Kräfte  in  beiden  Systemen 
dieselben  Richtungen,  gleichen  Sinn  und  constantes  Verhältniss  ihrer  In- 
tensitäten haben,  so  werden  auch  die  homologen  Zeiten  und  Geschwindig- 
keiten constante,  von  den  Verhältnissen  der  genannten  Grössen  abhängige 
Verhältnisse  besitzen.  Um  dies  näher  zu  begründen,  seien  o;,-,  ^i,  Zi\ 
Im  ^m  ti]  ^ii  f^i)  ^ii  ^n  ^M  Siy  Hi^  Zi  die  Coordinaten,  Massen  und 
Kräfte  der  homologen  Punkte.   Dann  besteben  für  die  homologen  Bewegungen 
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beider  Systeme  die  Beziehungen: 


yf^^A       _L^^A       _L^^A     ^  A 


für  das  eine  und 


für  das  andere,  wenn  L  (a:,y,  z\  x\y\z, ...)  =  0,  M{x^  y,  jer;  a:',/,  z\...)  =  0, ..., 

J^'  (Si  ^»  ?i  •••)*==  ^»  -^'  (S>  ^?  f»  •  •  •)•=  0,  .  . .  die  Bedingungen  sind, 
welchen  beide  Systeme  genügen  müssen.  Ist  nun  a  das  constante  Ver- 
hSltniss  der  Liniendimensionen,  ß  das  der  Massen,  y  das  der  Kräfte  und 
sind  e  und  a  die  Verhältnisse  der  homologen  Zeiten  und  Oeschwindig- 
keiten,  so  hat  man: 

Si=yXi,      Hi^yYi,      Zi  =  yZ',         f  =  et. 
Hierdurch  geht  die  Hauptgleichung  für  das  zweite  System  über  in 

und  diese  Relation  muss  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Systeme  und  der 
Bewegungen  unabhängig  von  den  Multiplicatoren  a^  ß^y^  €  bestehen.  Dem- 
nach müssen  diese  als  gemeinschaftliche  Factoren  zur  Linken  herausfallen 
und  muss 


g* 


sein.  Das  YerhBltniss  c  der  Geschwindigkeiten  ergibt  sich,  wenn  man  be- 
denkt, dass  Geschwindigkeit  der  Quotient  des  Bogenelementes  durch  das 
Zeitelement  ist;  es  wird  daher 

0  =  —  =.  l/lZ 
•         '^    ß 

SoBSLii,  Meohanik.    U.  S& 
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Was  die  Bedingungen  X  =  0,  X'=0;  M  =  0^  M'  =»  0,  . . .  betiiflft,  so 
müssen  vermöge  der  geometrischen  Aehnlichkeit  der  Systeme  die  Functionen 
L\  M\  .  .  .  dieselben  wie  Z,  3f,  .  . .  und  damit  L\  Hf^  . . .  von  dem 
Factor  a  unabhängige  homogene  Functionen  der  Coordinaten  sein.  Die  vor- 
stehende Betrachtung  liefert  daher  den  Satz: 

Zwei  Systeme,  welche  einander  geometrisch  ähnlich  nach 
dem  Aehnlichkeitsverhftltnisse  a  sind,  deren  homologe  Punkte 
Massen  vom  constanten  VerhSltniss  ß  besitzen  und  an  deren 
homologen  Punkten  Kräfte  wirken,  deren  Richtungen  und  Sinn 
in  beiden  ähnliche  Lage  und  Intensitäten  besitzen,  welche  im 
constanten  Yerhältniss  y  stehen,  welche  ferner  von  homologen 
Stellungen  mit  Geschwindigkeiten  ausgehen,   deren  Verhältniss 

^  =^  y  ~^  ist,  führen  durchweg  ähnliche  Bewegungen   aus    und 

zwar  ist  das  Yerhältniss  e  der  homologen  Zeiten,  in  welchen  je 
zwei    homologe     Punkte     homologe     Bahnstrecken     beschreiben, 

B  =^  y         ^^^  behalten  die  «Geschwindigkeiten   das  Verhältniss 

7 
a  fortwährend  bei. 

Man  verdankt  diesen  wichtigen  Satz  Newton  {Principia,  lib.  II,  propos.  32). 
Schon  Galilei  wirft  in  seinen  Dialogen  die  Frage  auf,  wie  es  komme,  daas  zwei 
ähnlich  construirte  Maschinen  nicht  auch  immer  ähnliche  Bewegungen  zeigen, 
dass  oft  eine  Maschine  im  Modell  sehr  gut  ist,  während  sie  in  grossem  Massstabe 
ausgeführt,  nicht  das  Gewünschte  leistet.  Er  findet  die  Schwierigkeit  in  der  Ver- 
schiedenheit der  Widerstände,  welche  in  beiden  Maschinen  auftreten.  Nach 
Newton  haben  Cauchy  [Mem.  de  VAcad.  des  sc.  T.  IX,  p.  117  (1829)  und 
Combes  Folgerungen  aus  den  Betrachtungen  Galileis  gezogen,  Cauchy  in  Bezug 
auf  physikalische  Vorgänge,  Combes  in  Bezug  auf  die  Turbinen.  In  neuerer  Zeit 
hat  Bertrand  {Note  sur  la  simüitude  en  micanique^  Joum.  de  Idcole  polytechn. 
Cah.  XXXII,  p.  189  (1848)]  den  Newton'schen  Satz  aus  dem  D'Alembert'schen 
Princip  entwickelt  und  eine  Menge  älterer  und  neuerer  Beispiele  gesammelt,  von 
denen  wir  einige  mittheilen  wollen. 

1.  Wenn  zwei  Punkte  3f,  M'  von  gleichen  Massen  von  demselben 
Centrum  0  der  ersten  Potenz  ihrer  Entfernung  von  ihm  proportional 
angezogen  werden,  so  erreichen  sie,  obgleich  von  verschiedenen 
Anfangslagen  ausgehend,  dennoch  zu  gleicher  Zeit  das  Centrum, 
vorausgesetzt,  dass  sie  ohne  Anfangsgeschwindigkeiten  oder  mit 
solchen  abgehen,  welche  proportional  ihren  anfänglichen  Entfer- 
nungen von  0  sind.  Das  Centrnm  0  bildet  nämlich  mit  den  Punkten  M,  M' 
zwei  Systeme,  in  welchen  das  Verhältniss  der  Kräfte  y=»OM:OM\  das  der 
Linien  a  »>  OMiOM'  und  das  der  Massen  ^  »  1  ist.    Daher  ist  für  das  der 

Zeiten  e'  »  ,  ,  :  fpsüft  «1.  Es  entsprechen  also  proportionalen  Abständen  der- 
selben von  0  gleiche  Zeiten,  mithin  erreichen  sie  zn  derselben  Zeit  das  Centnim. 
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Zieht  O  nach  der  nten  Potenz  der   Entfernung  an,  so  ist  a  =^  OM:  0M\ 
/OM\n  (OMV—n 

P  =  1,   y  =  \nM*/  »    ^^^^   e'*  =  I  ^  ^  J        .     Die    homologen  Strecken    werden 

dann. in  Zeiten  durchlaufen,  deren  Verhältniss  s  =^  a^^  ist.  Für  die  New- 
ton'sehe  Attraction  n  =  —  2  wird  e  ==  a^  (Euler,  Mechanica  T.  I,  Cap.  III, 
§.'  308). 

Für  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cycloide  ist  die  Tangen- 

d  V 
üalkraft   m  -^  =^  mg  cob  ^  m ,   wenn   a>   den    Wälzungswinkel   darstellt   (s.  B.  I, 

S.  403).  Denkt  man  sich  daher  um  einen  Punkt  0  einen  Kreis  mit  g  als  Radius 
beschrieben  und  einen  Punkt  M'  gleichförmig  auf  diesem  Kreise  sich  bewegend, 
so  wflrde,  wenn  der  nach  ihm  gezogene  Radius  OM'  mit  einem  festen  Durch- 
messer des  Kreises  den  Winkel  ^co  bildet,  seine  Projection  M  auf  diesen  Durch- 

d  V 
messer  eine  Bewegung  haben,   für  welche  m  ^— ^=  m g  coa  ^  co  wäre,  also  dieselbe, 

als  ob  M  von  0  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  proportional  angezogen  würde. 
Man  folgert  hieraus  leicht  den  Isochronismus  des  Cjcloidenpendels. 

2.  Zwei  Punkte  bewegen  sich  auf  zwei  Kreisen  von  den  Radien 
r,  r  mit  constanten  Geschwindigkeiten;  ihre  Massen  und  Umlaufs- 
zeiten seien  m,  m;  T,  T\  Welches  ist  das  Verhältniss  der  Centri- 
petalkräfte,  welche  diese  Bewegungen  ermöglichen?  Man  hat  hier 
a  ^'  r  :  r\  ß  ^=*  m  :  m,  «  =  T  :  J",  mithin 

aß       mr    m'r 

3.  Zwei  Pendel  von  den  Längen  schwingen  an  zwei  Orten,  wo  die 
Beschleunigung  der  Schwere  g  und  g'  ist,  nachdem  sie  um  dieselben 
Elongationswinkel  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgebracht  sind; 
welches  ist  das  Verhältniss  der  Zeiten,  in  welchen  sie  homologe 
Bogen  durchlaufen,  also  auch  das  Verhältniss  ihrer  Oscillations- 
danern?    Es  ist  füi  sie  u  ^»  l  :l\  ß  =^  m  :  m\  y  =  mg  :  m'g\  mithin  ist 


v^-n-n- 


4.  Zwei  Fäden  von  den  Längen  2,  V  und  den  Massen  m,  m'  seien 
durch  zwei  Gewichte  P,  P'  gespannt.  Die  Oscillationsdauern  T,  T' 
haben  für  sie  das  Verhältniss: 


T-.r^y^-.y^. 


Denn  es  sind  (mit  Vernachlässigung  der  Fadendurchmesser)  die  Fäden  zwei  ähnliche 
Systeme,  für  welche  a  =^l  :l\  ß  =^  m  :  m\  y  =  P :  P',  mithin  ist 


1/  TT  •  -7      -B-        U.    8.    W. 

V    l      m       P 


Wenn  die  Fäden  beide  durch  gleiche  Gewichte  gespannt  und  durch  eine  be- 
liebige Anzahl  von  Massen  belastet  werden,  welche  auf  beide  ähnlich  vertheilt 
sind  und  sich  verhalten,  wie  die  Längen  der  Fäden,  so  führen  beide  Fäden  ihre 
OsoillatioDen  in  Zeiten  aus,  welche  den  Längen  /,  /'  proportional  sind  (Duhamel). 
Denn  et  ist  a «» I :  T,  ß  «-■  2 :  T,  y  >s  i ,  also  £  » 2 :  T. 


«        
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5.  Das  Modell  einer  Maschine  ist  gegeben,  man  soll  benrtheilen, 
ob  die  Ausführung  im  Qrossen  empfehlenswertb  ist  oder  nicht. 

Ist  a  das  Aehnlichkeits?erhältni9s,  so  ist  a'  das  der  Massen,  das  der  Schwer- 
kräfte ist  also  gleichfalls  a',  es  muss  mithin  das  Verhältniss  aller  anderen  Kräfte, 
welche  auf  die  Maschine  und  das  Modell  wirken,  gleichfalls  a*  sein.    Das  Ver- 

hältniss  der  Zeiten  ist  demzufolge  f  =i  y"  a ;   das  der  Arbeiten  a*,   das   der  Oe- 

schwindigkeiten  y  a.  Da  die  Widerstände  der  Luft  dem  Quadrate  der  (Geschwindig- 
keit und  den  Flächen  proportional  sind,  so  ist  ihr  Verhältniss  a^,  wie  gefordert 
wird ;  auch  die  gleitende  Reibung,  welche  proportional  dem  Drucke  ist,  liefert  das 
Verhältniss  a',  die  wälzende  Reibung  aber,  welche  proportional  dem  Drucke  und 
umgekehrt  proportional  dem  Durchmesser  der  Räder  angenommen  wird,  liefert  das 
Verhältniss  a'.    Sie  ist  demnach  im  Modell  grösser,  als  in  der  Maschine. 


VI.  Capitel. 

Die  Frinoipe  der  Bewegung  des  Hbkasenmittelpunktes,  der  Flächen, 
der  invariabelen  Bbene  und  der  lebendigen  Kraft  für  das 

veränderliehe  System. 

§.  1.    Durch  Combination  der  Bewegungsgleichungen 

des  §.  4  im  vorigen  Capitel  oder  auch  durch  passende  Wahl  der  virtuellen 
Verschiebungen  in  der  Gleichung 

erhSlt  man  Sfttze  von  umfassender  Anwendbarkeit  (Principe)  flir  das  be- 
liebig  veränderliche  System,  welche  zum  Theil  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  liefern  und  fUr  das  unveränderliche  System 
bereits  Cap.  II,  §.13  aufgestellt  wurden. 

Summirt   man  die  Bewegungsgleichungen  nach  dem   Index  t,  so  er- 
hält man 

2m,  ^  =  2X,  +  2S^\ 
2n^^  =  2T,  +  2^^^, 

£m,  j^  =  2Z,  +  -SS<«T . 

Für  den  Massenmittelpunkt  {xiffiHj)  des  Systems  bestehen  aber  die 
Gleiohungen 
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Mit  ihrer  Hülfe  erhält  man  daher  aas  den  vorstehenden: 

Dies  sind  aber  die  Bewegungsgleichungen  des  Punktes  x^y  y^^  z^.  Sie 
drücken  den  Satz  aus: 

Der  Massenmittelpunkt  des  Systems  bewegt  sich  so,  als  ob 
er  die  Gesammtmasse  des  Systems  enthielte  und  an  ihm  sämmt- 
liche  Kräfte,  innere,  äussere  und  die  Kräfte,  welche  die  Be- 
dingungen des  Systems  vertreten,  parallel  mit  ihren  Richtungen 
angriffen.    (Princip  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes.) 

Es  sei  das  System   frei,  also  5<;>  =  0,    Ä<J^  =  0,    fi<;>  =-  0.     Halten 

sich  in  diesem  Falle  die  Kräfte  Pj,  wenn  sie  parallel  mit  sich  an  einen 
Punkt  verschoben  gedacht  werden,  Gleichgewicht  oder  sind  sie  Null,  so 
ist  ZXi  =  0,  ZF,-  =  0,  ZZi  =  0  und  die  Bewegungsgleichungen  des 
Massenmittelpunktes  werden: 

dt^  ~^'  dt^  '  di^        "• 

Aus  ihnen  folgt 

Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  daher  die  Gerade 

^1  —  «0  ^  yi  —  Po  ^  'gl  —  Yo 
«1  ft  y 


mit  constanter  Geschwindigkeit  v  =  Ya]  +  /^J  +  y?  •  Dieser  Fall  tritt  ins- 
besondere ein,  wenn  eine  Kräftefunction  U  existirt,  welche  blos  von  den 
Differenzen  der  Coordinaten  der  Systempunkte  abhängt.  Enthält  nämlich 
U  die  Differenz  x^  —  jc^k  =  §,  so  ist 

dxH         ag  '    dXk  d^  '  dxh        dxk 

und  ähnlich  für  alle  übrigen  Differenzen,  sodass 

ZXi^zl^  =  0,        £Y,  =  2;^- =  0,         ZZi  =  s^^  =  0 

c  Xi  0  yi  c  Zi 

werden.  So  insbesondere  bei  gegenseitigen  Attractionen  der  Systempunkte. 
Man  sieht  dies  auch  direct  ein,  indem  diese  inneren  Kräfte  paarweise  gleich 
und  entgegengesetzt  sind  und  sich  also  am  Reductionspunkte  paarweise 
tilgen. 
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Ist  das  System  nicht  frei,  sind  aber  die  Bedingungen  so  bescbaffen, 
dass  sie  blos  von  den  Differenzen  der  a;-Coordinaten,  der  ^-Coordinaten 
und  der  x?-Coordinaten  abhängen,  so  werden  JSS^'\  ZS^*^^  JSS^p  Null,  weil 

sie   die  Differentialquotienten  - — ,  - —  ,  .  .  .    enthalten ,    welche    paarweise 

sich  .tilgen.  Die  Krftfte,  welche  solche  Bedingungen  zu  vertreten  vermögen, 
tilg^  sich  daher  ebenfalls  paarweise.  Man  kann  daher  den  Satz  auf- 
stellen : 

Ist  ein  System  keinen  continuirlichen  Kräften  oder  inneren 
paarweise  entgegengesetzt  gleichen  oder  überhaupt  solchen 
Kräften  unterworfen,  welche  an  einen  Punkt  verlegt  sich  Gleich- 
gewicht halten  und  ist  es  frei,  so  bewegt  sich  der  Massenmittel- 
punkt desselben  gleichförmig  in  gerader  Linie  oder  bleibt  in 
Ruhe,  wenn  es  anfänglich  ruhte.  Dasselbe  findet  statt,  wenn 
das  System  nicht  frei  ist,  aber  ausser  diesen  Bedingungen  auch 
die  Kräfte,  welche  die  Bedingungsgleichungen  des  Systems 
vertreten,  an  einen  Punkt  verlegt  im  Gleichgewichte  sind.  Ins- 
besondere findet  dieser  Satz  statt,  wenn  eine  Kräftefunotion 
existirt  und  sie  nebst  den  Bedingungsgleichungen  nur  von  den 
Coordinatendifferenzen  abhängt.  (Princip  der  Erhaltung  der  Be- 
wegung des  Massenmittelpunktes.) 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  erh'Ält  man  auch 
aus  der  Gleichung,  welche  das  D'Alembert'sche  Princip  mit  Hülfe  der  Varia- 
tionen der  Coordinaten  darstellt,  indem  man  dem  System  einmal  eine  Verschiebong 
parallel  der  x-Axe,  das  anderemal  eine  solche  parallel  der  y-kie  oder  parallel 
der  z-kxe  crtheilt  denkt.  Die  Variationen  9x  sind  hierbei  im  ersten  Falle  alle 
gleich  und  zugleich  alle  9y  und  dz  Nall;  in  den  beiden  anderen  sind  alle  9y^ 
resp.  9z  gleich  und  9x  und  9Zy  resp.  9x  und  9y  Null.  Jedesmal  fällt  aber  die 
noch  in  der  Gleichung  verbleibende  Variation  als  gemeinsamer  Factor  heraus. 

Um  den  Inhalt  und  Umfang  des  Princips  von  der  Bewegung  des  Massenmittel- 
punktes zu  erlAutem,  wählen  wir  folgende  Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  Ein  Körper,  auf  welchen  die  Schwere  wirkt,  wird  im  leeren  Räume  in 
irgend  einer  Weise  geschleudert  und  ist  sich  hierauf  selbst'  überlassen.  Sein 
Massenmittelpunkt  beschreibt  dem  Principe  zufolge  eine  Parabel,  deren  Ebene 
vertikal  ist  und  durch  die  Anfangsrichtung  der  Geschwindigkeit  desselben  hin 
durchgeht.  Die  vollständige  Bewegung  des  Körpers  ist  eine  Windungsbewegung 
mit  jedem  Augenblick  wechselnder  Axe;  dieselbe  kann  man  auflösen  in  die 
Translationsbewegung  eines  Systempunktes  und  die  Rotation  um  eine  bewegliche, 
durch  diesen  hindurchgehende  Axo.  Wählt  man  zu  dem  Systempunkt  den  Massen- 
mittelpunkt, so  zerfällt  die  Bewegung  des  Körpers  also  in  die  parabolische  Trans- 
lation dieses,  verbunden  mit  einer  Rotation  um  eine  wechselnde  Axe  des  Massen- 
mittelpunktes. 

2.  Zerfällt  ein  System  während  der  Bewegung  oder  finden  Explosionen  in 
demselben  statt,  so  finden  diese  Ereignisse  nur  in  Folge  des  Aufhörens  oder  der 


w 


Th,,  Cap.  VT,  g.  I.    Princip  der  Bewegung  dea  MMsenmittelpankteB. 


519 


EtreguBg  innerer  Kiilfto  «latt  nnd  da  diese  stets  paarwoise  »ich  gleith  und  ent- 
gegengeietil  sind,  so  vertn4)gen  sie  niohL  die  Bewegung  des  MaBseDtnitt^tpunktea 
in  ^dern;  dieser  aetnt  vielmehi  trotz  des  ÄuseinanderfliegeDB  der  S^sUmetficke 
«eine  Bahn  fort,  aU  ob  gnr  keine  Stfiriiog  stattgefundeu  hUhte.  Wenn  eine  Bombe 
lerplatxt,  «o  wird  die  EiploeJon  durch  die  chemiichon  Moletniarkräfte  bervor- 
geruft'!!,  welelie  alii  gegenseitige  AnziehuDge-  und  Abatossungsktilfte  pHarweise 
gleich  und  entgegen  gesetzt  sind.  Üo  lauge  die  Bombenstiiclie  nicht  auf  ein  Hinder- 
nis i-loMWi.  Jensen  Widerstand  als  eine  neue  Kraft  in  das  System  eintritt,  gebt 
der  Schwerpunlit  der  xerplatxtun  Bombe  in  der  jarabolisfhi'n  Bahn  der  kngöl- 
förmigen  Bombe  fort.  Eine  Weine  Modification  erleidet  die  Bewegung  des  Schwer- 
rnnktes  in  der  Luft  nach  dem  Zerplatzen,  indem  der  Luftwiderstand  auf  die 
imbvnsplitter  anders  wirkt,  als  auf  die  unversehrte  Bombe. 
In  ähnlicher  Weiae  haben  alle  Eruptionen  der  Vulkane,  Erdbeben  u.  s.  w. 
en  EinflusB  auf  die  Bcwegnng  desi  MnsHenmittelpunkteK  der  Erde  oder  gar 
Sonnensystems;  die  Krde  kannte  7.ertrammert  werden  und  das  ganze  Sonnen- 
'ateni  kannte  zerfallen,  ohne  dass  der  Schwerpunkt  dos  Uanzeu  in  seiner  Bahn 
[er  seiner  (leechwindigkeit  gestOrt  würde. 

Auf  unser  Sonnensystem   wirken   alü   äussere  Erllfte   die  Anziehungen  der 

Piitternwell ;    wegen    der   auaserordentlicb    grossen   Entfernung   HJnd   diese  Kräfte 

^hr  klein  und   halten  «ich  also,  fßr  den  Massenmittelpunkt  des  Sonnensystems 

»ducirt,  nabesu  Gleichgewicht.    Daher  ist  der  Massenmittelpunkt  des   Sonoen- 

9   entweder   in  Ruhe  oder  er  bewegt   sich  nahezu  in   gerader  Linie  mit  sp- 

atii   constanter  Geschwindigkeit.     Man    hat    die   Riehtnug   dieser  Geraden 

nnreh  Beobachtung  zu  bestimmen  gesncht. 

.  Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  isolirt  im  Räume;  es  mOgen  auf  dasselbe 
Ine  Kuseeren  Kräfte,  ausser  etwa  die  Schwere  wirken  and  in  diesem  Falle  soll 
•selbe  durch  eine  vollkommen  glatte  horizontale  Ebene  unleratiitzt  sein,  deren 
VidentKnd  das  Uewicht  tilgt.  Trotz  aller  Mnskelanstrengnng  wird  es  dem  Wesen 
Jit  gelingen,  seinen  Schwerpunkt  in  Bewegung  zu  setzen,  wenn  es  ursprünglich 
I  Bnhe  war  oder  ihn  zur  Rohe  zu  bringen,  wenn  er  sich  in  Bewegung  beündet. 
alte  Muskeikräfte  sind  als  innere  KrUftu  paarweise  gleich  und  entgegen- 
t  und  vernichten  sich ,  an  den  Schwerpunkt  verlegt.  So  sehr  auch  immer 
I  Vogel  in  solcher  Lage  mit  den  Flügeln  schlagen  mag,  es  wird  nicht  helfen, 
1  Fleck  zu  bringen;  so  viel  auch  immer  der  Mensch  auf  einer  vollkommen 
||lalten  Horizontal  ebene  sich  drehen  und  wenden  nnd  seine  Muskeln  anstrengen 
!r  wird  seinen  Schwerpunkt  nicht  heben  und  nicht  aufstehen  können,  wenn 
[t  oder  sitzt.  Bios  der  Luftwiderstand  nnd  die  Reibung,  wenn  sie  als  neue 
e  Krilfte  binznlreteD,  machen  eine  Aenderung  in  der  Lage  dea  Schwen'uoktes 


sodass  sie   schwingen 
r  Keeael  geheizt 


Eine  Locomotive  werde  an  Ketten  frei  aufgefallogt, 
wie  ein  Pendel ;  sie  beünde  sich  in  Rnhe,  Wird  ni 
\a4  lätst  man  den  Dampf  auf  die  Eotben  wirken,  so  macht  die  Locomotire  Scbwin- 
IBgen.  Bei  der  Bewegung  der  Kolben  wird  nlmlich  der  Schwerpunkt  im  Innern 
r  Haschine  verlegt,  da  aber  auf  das  ganze  System  nur  äussere  Kräfte  wirken, 
t  im  Öleiobgewicblu  sind  (denn  der  Dampfdruck  bildet  eich  durch  innere  Kr&fte'i, 
1er  SobwGqiunkt  im  ilaome  ruhen.  Dies  ist  aber  nur  mOglich,  wenn 
sliMilig  mit  dem  Vorwärtsgehen  der  Kolben  da«  ganze  System  rückwllrtis  geht 
1  un^kehrt. 
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§.  2.    Integrirt  man  die  Gleichungen 

_      dPzi        d   „      dZi        „_    ,    „^-x 

über  ein  beliebiges  Zeitintervall  t  —  t^  hinweg,  so  kommt 

t 

i 

i 

und    wenn    man    diese   Gleichungen    der   Reihe   nach    mit    den   Richtangs- 
cosinussen  einer  beliebigen  Axe  {aßy)  multiplicirt  und  sie  addirt,  weiter 

^  (       ^^i  ,  ^Vi         o    I  ^^«  \ 

2;  I  »i<  — -  cos  «  +  m,-  -—-  cos  p  +  mi  — -  cos  y  I 
\       dt  dt  dt  / 

v/      ^^i  ,        dyi  dZi         \ 

—  Zimi  ~—  cos a  +  m,  — -  cos p  +  iWi  — -  cos y ) 

\       dt  dt  dt  / 

=  £j[{Xi  +  S^^)  cos«  +  (r,.  +  Sf^))  cos(5  +  {Zi  +  Ä<;'))  cosy]  dU 


V 


Bezeichnet  nun  ^t  den  Winkel,  welchen  die  Geschwindigkeit  Vi  des 
Punktes  m,*,  Si  den  Winkel,  welchen  P»  und  S'i  den,  welchen  8^^  mit 
jener  Axe  bildet,  so  kann  man  die  Gleichung  schreiben: 

t 
ZmiVi  cos  O,  ~  {ZmiVi  cos  ^i)  =  £  f  (P,-  cos  6<  -f-  6\-  cos  6i)  dt^ 

d.  h. :  Projicirt  man  ein  in  Bewegung  begriffenes  System  ai^f 
irgend  eine  Axe,  so  ist  die  Aenderung  der  Summe  der  Momen- 
tankräfte für  die  Projectionsbewegung  während  irgend  eines 
Zeitintervalls  gleich  der  Projection  des  totalen  Kraftantriebes 
auf  die  Axe  während  dieser  Zeit. 

Sind  £Xi  ^2Yi  =  i:Zi==  0,  £S^^  =  £S^^  =  ZS^J^  =  0,  so  bleibt 

ZniiVi  cos  ^i  =  {ZmiVi  cos  d<) , 


j 
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d.  h.:  Gilt  das  Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes, so  bleibt  die  Summe  der  Momentankräfte  fttr  die 
Projectionsbewegung  constant. 

Man  kann  die  obigen  Gleichungen  auch  durch  folgende  ersetzen: 

und  erhält,  wenn  Ä  der  Winkel  ist,  den  die  Momentankraft  MV  des 
Massenmittelpunktes  mit  der  Axe  bildet: 

t 

MVcobA  —  (MV  cos  A)  ~  ^J{Pi  cos  6.  -f  5.  cos  ©•) dt. 

Der  vorstehende  Satz  kann  folgende  Erscheinungen  erklären:  a)  den  Rück- 
st oss  der  Geschütze.  Vor  der  Explosion  bilden  Geschütz  und  Ladung  ein 
System,  welches  unter  Einfluss  der  Schwere  und  des  Widerstandes  des  ebenen 
Bodens  im  Gleichgewicht  und  ausserdem  in  Ruhe  sich  befindet.  Die  Summe  der 
Momentankräfte,  projicirt  auf  eine  beliebige  Axe,  z.  B.  auf  die  Axe  des  Rohrs, 
ist  daher  Null.  Da  nun  bei  der  Explosion  nur  innere  Kräfte  entwickelt  werden, 
so  muss  diese  Summe  constant  gleich  Null  bleiben ;  damit  dies  möglich  sei,  muss 
die  Summe  der  Momentankräfte  für  die  Kugel  der  Summe  der  Momentankräfte 
fär  das  Geschütz  entgegengesetzt  gleich  sein.  Daher  erlangen  die  Schwerpunkte 
beider  Theile  entgegengesetzte  Geschwindigkeiten,  welche  sich  umgekehrt,  wie 
die  Massen  dieser  Theile  verhalten  und  wird  das  Geschütz  rückwärts  ausweichen. 
Eine  kleine  Abweichung  hiervon  findet  allerdings  statt,  weil  das  Pulver  der 
Ladung  verdampft;  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Geschütz  zurückweicht, 
ist  deshalb  etwas  grösser,  als  sie  ohne  dies  sein  würde,  b)  Das  Aufsteigen 
der  Raketen.  Bei  der  Entzündung  tritt  am  unteren  Ende  der  Rakete  immer 
mehr  Zündmasse  aus,  welche  verbrennt  und  den  Feuerstreifen  liefert;  daher 
muss  die  Rakete  selbst  eine  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  annehmen  und 
aufsteigen.  Die  Beschleunigung  der  Schwere  vernichtet  diese  Geschwindigkeit 
allmälig. 

§.  3.  Wir  combiniren  jetzt  die  Dififerentialgleichungen  der  Bewegung 
so,  dass  wir  die  dritte  mit  yi  und  die  zweite  mit  Zi  multipliciren,  letzteres 
Produkt  von  ersterem  subtrahiren  und  hierauf  nach  i  summiren.  Dies 
liefert,  in.  Bezug  auf  alle  drei  Coordinatenpaare  j/^  ^m  ^n  ^<)  ^<)  Vi  Aus- 
geführt, die  Gleichungen 


aus.    Ebenso  drücken   die  Gleichungen   Xm,- -j-j  =  ^X,- -j- ■^'S*''»  •••  j   ft'JS 
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Denkt  man  sich  die  Kräfte,  welche  am  System  zugreifen,  für  den  Coor- 
dinatenursprung  reducirt,  wie  beim  unveränderlichen  System,  so  drücken 
diese  Gleichungen  die  Aequivalenz  des  resultirenden  Paares  der  Efifectivkr&fte 
miq>i  mit  dem  resultirenden  Paare  der  gegebenen  und  der  BedingungskrSfte 

welchen  das  Princip  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  hervorging, 
die  Aequivalenz  der  Reductionsresultanten  der  Kräfte  m»g7,'  mit  den  Re- 
ductionsresuUanten  der  gegebenen  und  der  Bedingungskräfte  aus. 

Nehmen   wir   nun  an,   es   sei  die   rechte  Seite    einer  der  drei   obigen. 
Gleichungen,  z.  B.  die  der  ersten  fortwährend  gleich  Null,  so  wird 

d.  h.  die  Componente  des  Axenmomentes  des  Paares  der  Kräfte  m,-9p,, 
welche  der  x-Axe  parallel  ist,  bleibt  Null.    Diese  Gleichung  gibt  integrirt 

„      /     dZi  dy>\ 

'^•"'  l^'  'dt  -"W'=  ^^ 

und  drückt  aus,  dass  die  Componente  des  resultirenden  Axenmomentes  der 
Momentankräfte  parallel  der  x-Axe  constant  bleibt.  Projicirt  man  nun  das 
System  sammt  allen  vom  Ursprung  nach  den  Systempunkten  gezogenen 
Radienvectoren  auf  eine  zur  a;-Axe  senkrechte  Ebene  und  nennt  dtf^'^  den 
Elementarsector,  welchen  die  Projection  des  nach  nt,-  hinführenden  Radius- 
vectors  auf  jene  Ebene  im  Zeitelemente  beschreibt,  so  nimmt  die  Gleichung 
die  Gestalt  an 

und  liefert  nach  der  Integration 

wenn  man  die  Sectoren  <t^^  von  der  Stellung  der  Radienvectoren  zur  Zeit 
^  =  0  an  rechnet.    Man  hat  daher  den  Satz : 

Wenn  die  Componente  des  resultirenden  Axenmomentes 
aller  am  System  angreifenden  Kräfte,  welches  sich  ergibt,  wenn 
man    dieselben    wie    beim    unveränderlichen    System    für   einen 
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Punkt  (den  Coordinatenursprung)  reducirt,  parallel  irgend  einer 
Axe  während  der  Bewegung  des  Systems  fortwährend  ver- 
schwindet, also  die  Componente  des  entsprechenden  Axen- 
momentes  der  Momentankräfte  constant  ist,  so  ist  für  die  Pro- 
jection  des  beweglichen  Systems  auf  eine  zu  jener  Axe  senk- 
rechte Ebene  die  Summe  der  Sectorengeschwindigkeiten,  jede 
mit  der  Masse  des  betreffenden  Systempunktes  multiplicirt  con- 
stant und  ändert  sich  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Sectoren 
und  den  Massen  der  Zeit  proportional.  (Princip  der  Flächen.)  Sind 
auch  die  beiden  Grössen 

J?(2r,X,-a;,Z0  +  ^Mi'^--^i'^i'0=O,  2;(a:.T,-t/,XO  +  2;(a?,5(0-j^,Ä<:))=-0, 

so  gilt  dieser  Satz  auch  für  die  Axen  des  y  in  z^  resp.  für  Ebenen  senk- 
recht zu  ihnen  als  Projectionsebenen  und  hat  man  ebenso 

sowie 

Gilt  als  Flächenprincip  für  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  d.  h.  ver- 
schwinden sämmtliche  drei  Componenten  des  resultirenden  Paares  der  con- 
tinuirlichen  Kräfte  bei  der  Beduction  für  einen  Punkt,  so  gilt  dasselbe  für 
alle  Ebenen  des  Raumes.  Denn  es  sei  (ccßy)  die  Richtung  der  Normalen 
N  einer  beliebigen  Ebene,  so  erhält  man 

£mi{da^^'COBa--{-di^*^'C08ß-]'d<^p'COSy)==i(DiC08a'{-D2COBß-\-D^coQy)dt, 

Es  bedeutet  aber  rfa^^  cos«  -j-  d<^*^  co8/3  +  <^<^*^  cosy  die  Projectionssumme 

der  Elementarsectoren  dis^^\  da^*\  da^J^   oder  also   die  Projection  des  vom 

Radiusvector,  der  nach  m«-  führt,  im  Räume  beschriebenen  Elementarsectors 
auf  die  neue  Ebene.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  d<f^^,  so  ist  die  linke 
Seite    vorstehender    Gleichung    Zmido^^.    Die    Grössen    D^,  D^,    Dg    sind 

die  Componenten  des  resultirenden  Paares  G  =  }/2)J  +  D,  +  ^l  ^^^ 
Momentankräfte  und  wenn  (ahc)  dessen  Richtung  ist,  so  sind  Dj  =  Gr cos  a, 
Dg  =  G  cos  6,  D^  =B  Cr  cos  c.  Daher  wird  die  rechte  Seite  obiger  Glei- 
chung gleich 

^  G  (cos  a  cos  a  +  cos  6  cos  (5  +  cos  c  cos  y)  dt  =  ^  Gr  cos  ^  •  dt, 

wenn  ^  den  Winkel  (iV,  G)  bezeichnet    Demnach  erhalten  wir  weiter 

2:m<d0<J)  '^^G  cos  »dt,      Zniii^^  =  ^  ff  cos ^  •  (<  —  i^). 

« 

Diese  Summe  wird  ein  Maxiraum  für  ^  «=  0,  d.  h.  die  Summe  der 
Flächenräume,  multiplichrt  mit  den  Massen,  wird  ein  Maximum 
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für  Hie   zur  Axe  dee  resultirenden  Paares  der   Momentankräfte 

senkrechte  Ebene. 

Es  fragt  sich,  in  welchen  FäUen  eine  oder  die  andere  der  drei  Summen  auf 
den  rechten  Seiten  der  Gleichongen   yerschwindei    Nehmen  wir  an,  das  System 

sei  frei,  also  alle  S]^^  =  Sj;^  =  5f  =  0.    Damit  ZiytZi  —  ZiYi)  verschwinde, 

muss  das  Paar,  welches  die  Kräfte  Yt ,  Zi  in  der  2^ 2r- Ebene  bei  der  Rednction 
fär  den  Coordinatenursprung  liefern,  Null  sein,  müssen  sich  also  diese  Kräfte  aof 
eine  blosse  Resultante  reduciren,  deren  Lage  also  die  Lage  der  Centralaxe  des 
ebenen  Kräftesystems  hat  Es  existire  nun  eine  Kräftefiinction  TJ.  An  die  Stelle 
der  Coordinaten  1/1,  Zi  führen  wir  Polarcoordinaten  n ,  ^i  in  der  yj?- Ebene  ein, 
während  wir  Xi  beibehalten.  Wird  dadurch  nun  IJ  zu  einer  Function  von  Xi, 
n  und  den  Dififerenzen  der  Winkel  ^,  so  verschwindet 

weil  sich  darin  die  Glieder  paarweise  tilgen.  Man  erhält  nämlich  vermöge  der 
Gleichungen 

y^  =  r^co8^^,    2^  =  r^sin^^;    y^^  =- r^  cos ^^^ ,    ^^T^Bin^^, 

behufs  Einführung  der  neuen  Variabelen,  weil  die  Differentiationen  nach  t^  und 
t/^  resp.  y^   \xv\d  z^^  als  constant  voraussetzen 

—  dz,  =  ^^dr,  +  ^^d^,,        .-dy,^^^dr,-]r^^d^, 

dz^  «  sin^^c/r^  +  y^df^,,,  0  «  sin^^dr^  +  y^d»^  , 

0  —  cos  ^^dr^  +  z^d^f^ ,  dy,^  =.  cos  &^dr^  -  Zf^d»^ , 

woraus 

cU        (iü    .    ^     ,     \     dU         ^  du        du         ^  1    du    .    ^ 

^  =  _s,nl.,+_^_cos^„  ^  =  -^cose,--^— sm^, 

und  mithin 

du  cU        du       ^    ^  du  du        dU 

^*  ^ ~ '* ^ ^ ^ "  ^'JT,~'''W,^dr, 

Enthält  nun  U  blos  die  Differenzen  ^^  —  d^  =  J ,  so  werden 

du        dU_      dU_  du 

^'^   di  '    d^f,'^       di 

und  folglich  tilgen  sich  die  den  Indices  h  und  k  entsprechenden  Glieder  in 
Z(yi Zi  —  ZiYi).  Daher:  wenn  eine  Kräftofunotion  U  existirt  und  sie 
von  den  Differenzen  der  Winkel  abhängt,  welche  die  Projectionen 
der  Radienvectoren  auf  die  eine  Coordinatenebene  mit  einer  der  in 
ihr  liegenden  Axen  bilden,  so  gilt  das  Princip  der  Flächen  für  diese 
Coordinatenebene. 

Der  Sinn  davon,  dass  U  blos  Function  von  den  Winkeldifferenzen  ist,  ist  der, 
dass  U  sich  nicht  ändert,  wenn  mau  dem  System  eine  virtuelle  Drehung  um  die 
zur  Ebene,  wofür  das  Princip  gilt,  senkrechte  Axe  dergestalt  ertheilt,  dass  das 
System  sich  wie  ein  unveränderliches  verhält.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  in  U 
nur  die  Entfernungen  je  zweier  Punkte  vorkommen.  Denn  man  hat  für  die  Ent- 
fernung r^4  der  Punkte  m^>  m^ 
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*•**'  =•  (^*  -  ^k^  +  (»"ä  cos  ^^  -  r^  sin  ^^)*  +  (r^  sin  ^^  -  r^  sin  ^J* 

'-=  (^A  -  ^a)'  +  r,'  +  r,'  -  2r,,r,  cos  (^,  -  ^,) 

und  dieser  Ausdruck  enthält  die  Winkel  ^^^  &f.  blos  in  der  Verbindung  d-^  —  -d";^. 

Wenn  daher  ein  unveränderliches  System  U  blos  von  Coordinatendifferenzen  ab- 
hängt, 80  gilt  immer  das  Princip  der  Flächen.  Für  gegenseitige  Attractionen 
gibt  es  immer  eine  Eräftefnnction ,  welche  von  den  Entfernungen  abhängt,  daher 
gilt  bei  Attractionen  das  Princip  für  alle  Ebenen.  Es  erhellt  dies  auch  daraus, 
dass  alle  diese  inneren  paarweise  entgegengesetzt  gleichen  Kräfte  sich  bei  der 
Bildung  des  resultirenden  Paares  tilgen  und  dieses  selbst  mithin  verschwindet. 
Bestehen  ausser  den  gegenseitigen  Attractionen  noch  Attractionen  nach  festen 
Centren,  so  hört  das  Princip  der  Flächen  auf  zu  gelten,  es  sei  denn,  dass  diese 
Centra  alle  in  gerader  Linie  liegen.  Denn  wählt  man  diese  Gerade  zur  Axe  der 
X  und  projicirt  auf  die  Ebene  senkrecht  zu  ihr,  so  liefern  die  Attractionen  nach 
den  Centren  in  der  Projection  eine  Resultante,  welche  durch  den  Ursprung  des 
Coordinatensystema  geht  und  kein  resultirendes  Paar. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  sich  alle  Kräfte  auf  eine  Einzelresultante  redu- 
ciren,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  gilt  das  Princip  der  Flächen  für  alle 
Ebenen. 

Ist  das  System  nicht  ftrei,  so  gilt  das  Princip  nur  dann,  wenn  die  Bedingungen 
und  Bedingungskräfte  an  den  genannten  zur  Existenz  des  Princips  erforderlichen 
Eigenschaften  Theil  nehmen.  So  z.  B.  wenn  die  Bedingungsgleichungen  blos  von 
den  Winkeldifferenzen  abhängen,  wenn  die  Verbindungskräfte  paarweise  gleich 
und  entgegengesetzt  sind  u.  s.  w. 

Das  Princip  der  Flächen  gilt  auch  für  die  relative  Bewegung  freier  Systeme. 
Setzt  man  x.  =  a;j  +  6,- »  Vi  =  ^i  +  ^t »  ^»  "=  ^i  +  f »  ^^  ^^^  Bewegungsgleichung 
ein,  80  wird  z.  B.  die  dritte: 

d^y.  d^x.  /     d^y.  d^x\ 

=  x,2:y,  -  y.zx,  +  2;(s.r.  -  i?,x.) 

oder  da  vermöge  des  Princips  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 

d^X'  d*y- 

ist, 

(d»i/.  d*x\ 

^i  di^  -  "^i  l^J  -  ^ ^^i^i -^  ^i^i^ 
Setzt  man  hierin  die  Werthe 

d^       d^       d^i      d%       d^       d  X      ^^       d^       d^ 
dt*  ^  dt*  "^  dt*  '     dt*  ^  dt*  +  dt*  '     dt*  '^di*~^dt* 
ein,  80  kommt 

d*y,  d*x,  /    d*7i^  d*i\ 

Diese  Gleichung,  sowie  die  analog  gebildeten  vereinfachen  sich  durch  die  be- 
sondere Wahl  des  Ursprungs  (x^  y^  z^)  der  relativen  Coordinaten.  Ist  derselbe 
der  Massenmittelponkt,  oder  ein  Systempunkt,  welcher  eine  gleichförmige  Be- 
wegung hat  oder  ein  Punkt,  dessen  Beschleunigung  fortwährend  durch  den  Massen- 
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mittelpankt  hindurchgeht,  so  ist  2^fn.^^  =  Zm^ri-  =  0  oder 

d't/  d*x 

In  allen  drei  Fällen  wird  Em.  i-  •  -^  —  Z m. i?,.  •  ^  —  0  und  die  obige  Glei- 
chung nebst  den  beiden  analogen: 

Da  diese  Gleichungen  dieselbe  Form,  wie  die  Gleichungen  des  Princips  für  die 
absolute  Bewegung  haben,  so  gelten  auch  die  von  dieser  Form  abhängigen  Be- 
dingungen der  Existenz  des  Flächenprincips. 

§.  4.     Integrirt   man   die    Oleichungen   des  §.  3    über    das    beliebige 
Zeitintervall  t  —  t^  hinweg,  so  erhält  man 

--  ('■  ^'  - « S)  -  [--  {"  tI  -  "f )] 

t  t 

=  eJ  {yiZi  -  ZiY,)  dt  +  sJiVi^p  —  ZiSf)  dt, 
/    dxi  deA        f         f    dXi  dZiV] 

t  t 

=  eJ  {ziXi  -  XiZ,)  dt  +  EjiziXi  —  XiZ,)  dt, 

to  <0 

/     dyi  dxÄ        r_      /     dyi  dxAl 

Co 
(  I 

=  eJ  (xiYi  —  y.Z.)  dt  +  Ej{xiTi  -  y.Z,)  d^ 

d.  h.: 

Die  Aenderungen,  welche  die  Componenten  des  resnltirenden 
Paares  der  Momentankräfte  während  irgend  eines  Zeitraumes 
erfahren,  sind  die  Integrale  der  Componenten  des  resultirenden 
Paares  der  gegebenen  und  der  Bedingungskräfte,  über  dieselbe 
Zeit  ausgedehnt. 

Ist  {ccßy)  die  Richtung   einer  Axe,  multiplicirt  man  diese  drei  Olei- 
chungen mit  cos  ff;  cos  /?,  cos  y  und  addirt  sie,  so  ergibt  sich: 


i    ist   gleich 
r  gegebenen 
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t    Aeuderung    der     l*i-ojeutiDn     des     resiiltiren<len    Axen- 

t.e3    der  Momeataukräfte  auf  ii-gei 

bm  Integrale  der  Projeutiün  des  Axenm 

■td  der  BediogungkrUfte  auf  dieselbe  A 

Sind    daber    die    gegebenen    und    die 

»ichgewicht    oder    reduciren    sich    dies< 

Einzelre»uUaiite.    so    bleibt   das    reu 

Momentankrafte  constant  nach  OrSen 


BedIngungBkr&fte 
Iben    foriwälirend 


und  Ax 


,uf 


chtung. 
dieser  Axe  senkrechte  Ebene  behält  während  der  Bewegung 
rtwBhrend  diesellie  Stellung  im  Baume  und  wurde  von  Laplace  die  in- 
fftriabele  Ebene  genannt;  ihre  Normale  heiset  die  invariabele  Axe. 
invai'iabele  Ebene  ist  die  §.  3  erwähnte  Ebene  des  Maiimums  der 
lllcben.  Die  Richtimg  der  iuvariabelen  Axe  und  die  Lage  der  invariabelen 
e  wechseln  übrigens  von  Reductionapunkt  zu  Rednetionspunkt.  Laplace 
laubte  aie  benutzen  zu  können,  zu  finden,  ob  im  Laufe  der  Zeit  im  Sonnen- 
rstem  ätösse  vorgekommen  sind.  Ist  das  der  Fall,  üo  muss  ihre  Lage 
sich  geändert  haben  und  umgekehrt  haben  Beobachtungen  eine  eolche 
LagenUndei'ung  feütgestellt,  so  kann  man  auf  Stöase  schliessen.  Diese  Be- 
trachtungen basiren  auf  der  Voraussetzung,  dass  das  resultirende  Paar  der 
auf  das  Sonnensystem  wirkenden  Kräfte  nahezu  Null  ist,  was  fUr  die 
inaem  Kräfte  genau,  für  die  äussern  wegen  der  grossen  Entfernungen  sehr 
_nahe  intrifft. 

Zar  Däheren   EilHuterimg   de«   Flächenpriucips   laaseu   wir   einige   leichte  Ad> 
ndongen  folgen,   welche  uich  de»  Betracbtuugeo   auBcbliesseu ,   die  wir  zui  Er- 
iTDDg  de«  PrincipB  der  Bewegaug  dea  MaBHenmitti^lpiinktea  ge^ebi^u  haben. 
Bin  lebendes  Weaen  belinde  sich  irgendwo  isolirt  im  Räume,  die  Ginwirknagen 
Äusseren  KrUfte  auf  dassulbe  seien  Null  und  es  «ei  anfanga  ruhig.    Das«  e« 
Schwerpunkt  nicht  in  Bewegung  zu  detr.en  vermag,  sahen  wir  bereits  früher; 
e«   kann  aith   auch   nicht   eiainal    am  denselbeu   drehen.     Denn    betrachlen 
lU  Schwerpunkt  desselben   ule  Pol,   ziehen    von  diesem    nach  allen  Pmikteu 
Körpers  Radieuvectoren   und  projiciren   das   ganze   System   auf  irgend   eine 
8.  B.  auf  die  dnrch  den  Schwerpunkt   gehende  Symmetrie  ebene.     Da  das 
anfänglich  in  Ruhe  tat,   so  ibt  zu  Anfang   die  Summe   der  Seotoren  Null; 
Spiel   der  Muskeln   aber,    wie  es  immer  beschaffen  sein  müge,   uur  innere 
welche    paarweise    gleicb    und   entgegengesetzt  sind,   zur    LTrsache   bnbeii 
\t  muas  die  ^iinune  der  Momente  der  MomentankrHrte  constant  bleiben  und 
anfangs   alle  Geschwindigkeiten  Null   sind,   so  ist  die  Sectoransumme  anfangs 
^11  und  musH  fortwährend  Null  bleiben.     Wenn  daber  das  Wesen   einige  Theile 
Kflrperü  derart  in  Bewegung  setxt,  daas  fär  sie  die  See to rensumme  beginnt 
IQ   werden,   ae   müssen   gleichzeitig   andere  KCrpertheile   ao   in   Bewegung 
ithen,   daas  die  ihnen   entsprechende  Sectorensomme  einen   negativen  Werth 
Immt   und   hierdurch  die   ganze  Summe    auf  dem  nrsprfln glichen  Wertbe  Null 
wird.     Wenn    s.  B.  ein  Menach  in   solcher  Lage   den  Kopf  nach   rechts 
tO  wird  «ich  der  flbrige  Körper  nach  tinks  drehen ;  wenn  er  das  eine  Bein 
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vorsetzen  will,  wird  er  in  Gefahr  sein,  mit  dem  anderen  rückwärts  aoszogleiten. 
Man  sieht  hieraus,  dass  wir  nur  deswegen  auf  dem  Boden  vorwärts  schreiten 
können,  weil  das  eine  Bein,  welches  nach  rückwärts  ausgleiten  will,  durch  die 
durch  den  Druck  auf  den  Boden  erregte  Reibung  am  Ausgleiten  gehindert  wird. 
Auf  einem  glatten  Boden,  z.  B.  einer  Eisfläche,  findet  das  Ausgleiten  in  Wirklich- 
keit sehr  leicht  statt. 

£in  Tänzer,  welcher  sich  auf  der  Fussspitze  umdrehen  will,  gibt  seinem 
Oberkörper  eine  Drehung  in  bestimmtem  Sinne,  gleichzeitig  wird  aber  sein  Unter- 
körper das  Bestreben  erlangen,  sich  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen;  denn 
nur  80  kann  die  Sectorensumme ,  z.  B.  auf  die  Horizontalebene  projicirt,  NoU 
bleiben.  Der  Unterkörper  würde  in  Wirklichkeit  jene  Bewegung  annehmen,  wenn 
nicht  die  Reibung  der  Fussspitze  am  Boden  als  eine  neue  äussere  Kraft  hinzuträte 
und  dies  hinderte. 

§.  5.  Die  6  Combinationen  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines 
beliebigen  veränderlichen  Systems,  welche  der  Entwicklung  der  Principe  der  Be- 
wegung des  Massenmittelpunktes  und  der  Flächen  zu  Grunde  lagen,  nämlich: 


dt' 


2:m.-^  =  2;r.  + 2:507, 


^n.,^^--^z,  +  Em, 


s'ind  dieselben,  wie  für  das  unveränderliche  System.  Für  die  Erforschong  der 
Bewegung  des  letzten  sind  sie  hinreichend,  für  das  veränderliche  aber  bestehen 
ausser  ihnen  noch  3n  —  x  —  6  andere,  wenn  «  die  Anzahl  der  Bedingungen  ist, 
denen  das  System  genügen  muss.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  auch  die  aus  ihnen 
abgeleiteten  Sätze  für  alle  Systeme  gültig  sind.  In  der  That  leiteten  wir  ans 
ihnen  auch  die  beiden  eben  genannten  Principe  ab,  welche  für  das  unveränder- 
liche System  bereits  früher  erwiesen  wurden  und  sie  liefern  für  das  veränderliche 
System  Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  wie  für  das  unveränderliche.  Beim 
unveränderlichen  System  liessen  sich  nun  Kräfte  und  Paare  verlegen  und  zu- 
sammensetzen und  war  die  Wirkung  der  zusammengesetzten  Kraftgebilde  die- 
selbe, wie  die  der  ursprünglichen.  Beim  veränderlichen  System  hört  diese  Aeqm- 
valenz  auf;  indessen  behält  die  Zusammensetzung  von  Kräften  und  Paaren,  über- 
haupt die  Reduction  von  Kräften  auch  hier  nichts  destoweniger  eine  Bedeutung. 
So  z.  B.  die  Unveränderüchkeit  der  Resultanten  und  des  resultirenden  Paares  der 
Momentankräfte,  wenn  die  entsprechenden  Gebilde  der  continuirlichen  Kräfte  rer- 
Bchwinden. 


27 


IV.  Th.,  Cap.  V,  §.  6.  Princip  der  lebendigen  Kraft.  529 

§.  6.     Combiniren  wir  die  Differentialgleichongen 

""  w  ^  ^' + ^'''  ""  ?? = ^^* + ^"'  *"••  S-' = ^' + ^' 

80,  dass  wir  sie  der  Reihe  nach  mit  den  ersten  Differentialquotienten  der 
Coordinaten  multiplicirt  addiren  und  hierauf  durch  das  ganze  System  sum- 
miren,  so  kommt 

^""^  Kit  W  "^  dt  W-^lit'äeJ^.^K^  17-^^*11-^^* -dt) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  der  Di'fferentialquotient  der  halben 
lebendigen  Kraft  des  Systems,  nämlich 

Ä*-h($)*+(f)'+(^)"l-.T-*--'. 

die  zweite  Summe  rechts  (vgl.  S.  499)  hat  die  Bedeutung 

\  '    ät  ^    y    dt  ^    'dt/  \dxi  dt  ^  dyi  dt  ^  dzt  dt/ 

■^  ^     \dxi  dt  "*"  dVi  dt  "^  dZi  dt)'^ 

wenn  X  =  0,  j9f=0,  ...  die  Bedingungsgleichungen  des  Systems  sind. 
Sind  nun  diese  Bedingungen  nicht  mit  der  Zeit  veränderlich,  so  enthalten 
X,  My  ...  die  Zeit  nicht  explicit,  erhält  man 

\dXi  dt'^dyi  dt'^dZi  dt)         '      \dxi  dt'^dyi  dt'^dzi  dt)       ''' 
und  verschwindet  die  zweite  Summe  rechter  Hand.    Dagegen  hat  man 

\dXi  dt  "*"  dyi  dt  "^  dZi  dt)  "^  dt 

\dxi  dt  '^  dyi  dt  "^  dzi  dt)  "^  dt  =^>--- 

wenn  dies  nicht  der  Fall  ist  -und  z.  B.  einzelne  Punkte  sich  auf  ver- 
änderlichen Flächen  oder  Curven  bewegen;  vielmehr  wird  dann  die  zweite 
Summe  rechts 

,  ax        dM 

-^-dt^^Ji-"' 
Mit  Ausschluss  dieses  letzteren  Falles  erhält  man  daher  die  Oleichnng: 

odar 

d  •  j[£mivf  =  £(XidXi  -f  Yidyt  +  Zidzi). 
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Dieselbe  sagt  aus,  dass  die  ElementarKnderang  der  halben  leben- 
digen Kraft  des  Systems  und  die  Elementararbeitssumme  aller 
Kräfte  Fi  längs  der  von  ihren  Angriffspunkten  durchlaufenen 
Bogenelemente  gleich  sind.  In  dieser  Gleichung  erscheinen  die  Kräfte, 
welche  die  Bedingungen  des  Systems  vertreten,  nicht,  da  ihre  Elementar- 
arbeit Null  ist,  indem  sie  senkrecht  zu  den  Wegen  ihrer  AngrijSspunkte 
wirken.  Bezeichnet  T  die  Summe  der  Arbeiten,  welche  von  einer  beliebigen 
Anfangslage  des  Systems  an  gerechnet  bis  zur  Lage,  wo  die  Oeschwindig- 
keiten  vi  sind,  geleistet  werden,  so  ist  dT  die  Elementararbeit  für  den 
Uebergang  in  die  nächste  Lage  und  also  dT=  Il(XidXi'{'Yidyi'\' Zidz^. 

Daher  wird 

d'^2miv}  =dT 

und  wenn  man  integrirt  von  einer  Lage,  wo  die  Geschwindigkeiten  t/p 
sind,  bis  zur  Lage,  wo  sie  die  Werthe  Vi  haben: 

d.  h.  die  Aenderung  der  halben  lebendigen  Kraft  des  Systems 
beim  uebergang  aus  einer  Lage  in  die  andere  ist  gleich  der 
Aenderung,  welche  die  totale  Arbeit  der  Kräfte  während  dieses 
Ueberganges  erleidet.  (Princip  der  Aequivalenz  zwischen  Arbeit 
und  lebendiger  Kraft.) 

O  TT 

Existirt    eine    Kräftefunction    U  der    Coordinaten,  sodass   X,-  =  — . 

^       dU    ^        dU 

(^yi  ozi 

d  .  i £mivf  =dUy     i ZmivJ  =  U -{- h, 

d.  h.  wenn  eine  Kräftefunction  existirt  und  die  Bedingungen  des 
Systems  von  der  Zeit  unabhängig  sind,  so  ist  die  halbe  leben- 
dige Kraft  des  Systems  gleich  der  Kräftefunction,  vermehrt  um 
eine  Constante.    (Princip  der  lebendigen  Kraft) 

Bezieht  man  die  vorstehende  Gleichimg  auf  zwei  Lagen  des  Systems, 
welchen  die  Werthe  Uq,  v^J^;  CT",  v,  entsprechen,  so  erhält  man  durch  Eli- 
mination der  Constanten  h 

d.  h.  beim  üebergange  des  Systems  aus  einer  ersten  Lage  in 
eine  zweite  ist  die  Aenderung  der  halben  lebendigen  Kraft 
gleich  der  Differenz  der  Werthe,  welche  die  Kräftefunction  für 
diese  Lagen  annimmt. 

Da  die  Kräftefunction  eine  Function  der  Coordinaten  ist,  so  nimmt 
sie  denselben  Werth  an,  so  oft  das  System  in  dieselbe  Lage  zurückkdurt 
Daher  ist  auch  die  lebendige  Kraft  des  Systems  dieselbe  bei  der  Bückkehr 
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zu   derselben  Lage.    Von   der   Art   der   Bewegung   des   Systems   zwischen 
beiden  Lagen  und  der  Zeit,   welche   zum  üebergang  aus  der   einen  in  die 
andere  verwandt  wird,  ist  das  Princip   der   lebendigen  Kraft   unabhängig/ 
wie  von  den  Bedingungen  des  Systems. 
Es  ist  dT=dU,  T=  U  +  h. 

Man  erhält  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch  aus  der  Gleichung 

^  I  ("'  w  -  ») '"  +  (»■  w  -  ^')  '»'  +  (-  $  -  ')  >"  I 

indem  man  für  die  willkürlichen  virtuellen  Verschiebungen  die  durch  die 
wirkliche  Bewegung  des  Systems  erfolgenden  nimmt;  d.  h.  öxi  =  dXj^ 
Syi  =  dißi^  öZi  =  dZi  setzt.    Dies  liefert 

da  die  Summe  rechter  Hand  verschwindet.  Die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung ist  aber  d  •  Uniivf  u.  s.  w. 

§.  7.  Zwischen  der  lebendigen  Kraft  der  absoluten  Bewegung  des 
Systems  und  seiner  relativen  Bewegung  bezüglich  des  Massenmittelpunktes 
besteht  eine  sehr  einfache  Beziehung.  Sind  x^^  y^,  z^  die  Coordinaten 
dieses  Punktes,  |,-,  -t}»^  ^t  die  relativen  Coordinaten  von  9/1,  in  Bezug  auf 
•ihn,  sodass  a:,  =  x^  -{-  g,,  y,  =  ^j  +  ij,,  Zi  =  z^  -{-  ?, ,  so  wird 

+-Ksr+(7T)*+(f)') 

"'"'^^'"'  \dt  dt  "•"  dt  dt  "^  dt  dtr 

Die  erste  Summe  zur  Rechten  ist,  wenn  v^  die  Geschwindigkeit  des  Massen- 
mittelpunktes ist,  ^Mv]^  d.  h.  die  halbe  lebendige  Kraft^  welche  dieser 
Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die  ganze  Masse  des  Systems  vereinigt 
w&re,  die  zweite  Summe  aber  ist,  wenn  Ui  die  relative  Geschwindigkeit 
des  Systempunktes  nu  ist,  ^  ^muf ;  die  dritte  Summe   aber  verschwindet, 

dx*  e2|t        dXi  dl^i 

da  Zmh  =  0  und  mithin   Znii  --   -tt  ^='    ,/  -^^w,    ^,  =  0    ist    u.  s.   w. 

dt    dt         dt  dt 

Daher  bleibt 

ZmivJ  =  Mv\  4-  £miu} 

d.  h. 


-.--'-.  i(S)"+©r+(^')'' 
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Die  lebendige  Kraft  der  absoluten  Bewegung  ist  gleich  der 
lebendigen  Kraft  der  relativen  Bewegung  in  Bezug  auf  den 
Massenmittelpunkt,  zusammen  mit  der  absoluten  lebendigen 
Kraft,  welche  dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die 
ganze  Masse  des  Systems  vereinigt  wKre. 

Man  bann  hiermit  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auf  die  relative 
Bewegung  bezüglich  des  Massenmittelpunktes  ausdehnen.  Führt  man  nfim- 
lich  die  Substitution  a:,  =  a?i  -j-  J, ,  y,  =  y^  -f-  i^, ,  g^  b=  ^^  -j-  J;.  in  die 
Gleichung  des  Princips  ein,  so  kommt 

Aus  den  Gleichungen 

folgt 

d  •  iMvl  =  dXii:Xi  +  dt/i  £Yi  +  de^üZi  +  dx^JSS^J)  +  dy^^ZS^  +  dz^SS^ 

und  da  in  Folge  der  oben  entwickelten  B«lation 

d  '  iZmiV?  =  d  '^Mv\  +  d  •  ^-Sw,«? 
ist,  so  ergibt  sich,  wenn  dx^US^S^  +  dp^ZS^^  -f  de^£S^''^  =  0  ist, 

d  '  i  Zmiu}  =  £(Xidii  +  Yidfii  +  Zidti), 

d.  h.  wenn  die  Reductionsresultante  der  Bedingungskrftfte  NoH 
oder  senkrecht  zur  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes 
ist,  so  ist  die  Aenderuug  der  halben  relativen  lebendigen  Kraft 
bezüglich  des  Massenmittelpunktes  gleich  der  relativen  Elemen* 
tararbeit  der  gegebenen  Kräfte. 

§.  8.    Wenn  für  ein  System   von  n  Punkten  die  höchstmögliche  Anzahl  Ton 
Bedingungen,  nämlich   3n  —  1    besteht,   so  genfigt  das  Princip   der  lebendigen 
Ejraft,  um  die  Bewegung  aller  Systempunkte  zu  bestimmen.   Denn  dasselbe  liefert 
ein   Integral   der   Bewegnngsgleichnngen ,   welches   in   Verbindung   mit   den  Be- 
dingungen Bn  Gleichungen  liefert,  durch  welche  die  Coordinaten  aller  Punkte  als 
Functionen  der  Zeit  erhalten  werden.    Dies  findet  z.  B.  bei  dem  unveränderlichen 
System  mit  einer  festen  Axe  statt.    Die  ünveränderlichkeit  desselben  erfordert 
3n  —  6,  die  Festigkeit  der  Axe  aber  fSnf  Bedingungen.     Da  nämlich  zwischoi 
den  zwei  festen  Punkten  der  Axe  bereits  constanter  Abstand  besteht,  so  weiden 
ausser  dieser,  bereite  in  den  3n  —  6  Bedingungen  mit  inbegrifPenen  Bedingung 
zur  ünveränderlichkeit  der   sechs  Coordinaten  dieser  Punkt   blos  noch  fOnf  Be- 
dingungen erfordert.   Zusammen  hat  man  also  Sn  —  Q  -{-  6  *==  Sn  —  1  Bedingungen, 
zu  welchen    das  Integral,  welches  die  lebendige  Kraft  liefert,  die  noch  fehlende 
Gleichung  hinzufügt   So  z.  B.  beim  zusammengesetzten  Pendel,  wo  die  letzte  der 
Bewegpingsgleichungen  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  ist. 

§.  9.  Als  Anwendung  der  Principe  der  Bewegping  des  Massenmittelpaiiktet 
und  der  lebendigen  Kraft  behandeln  wir  den  geraden  Stoss  sphärischer 
Körper. 
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1.  Es  seien  gegeben  zwei  homogene  oder  concentrisch  geschichtete  Kugeln 
in  Translation  begri£Fen  and  zwar  so,  dass  ihre  Schwerpunkte  dieselbe  Gerade  in 
gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen.    Die  beiden  Körper  mögen 
zosammenirefifen ;  dabei  geht  eine  Formveränderung  derselben  vor  sich,  welche 
als  eine  Folge  der  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Molecüle  auf  einander  ange- 
sehen werden  können.    Obgleich  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  einzelnen 
Molecüls   sehr   complicirt   sein  wird,    lässt  sich  doch   leicht  die  Bewegung   der 
Massenmittelpunkte  ermitteln.    Dabei  sind  zwei  Fälle  zu  sondern.     1.  Die  Körper 
Bind  absolut  unelastisch ;  dann  drücken   sie  sich  zusammen ,  bis  die  Geschwindig- 
keiten sich  ausgeglichen  haben  und  gehen  sie  von  diesem  Momente  an  mit  ge- 
meinschaftlicher Geschwindigkeit  weiter,  indem  sie  sich  berühren  und  die  durch 
den    StoBB    veränderte    Gestalt    beibehalten.    2.    Die    Körper    sind    vollkommen 
elaBtisch.    In  diesem  Falle  nehmen  sie  von  dem  Momente,   wo  die  Zusammen- 
drflckung  aufhört  und  die  Geschwindigkeiten  gleich  geworden  sind,  allmählich  ihre 
alte  Gestalt  wieder  an,  indem  sie  in   entgegengesetztem  Sinne  auf  einander  ein- 
wirken  und   in  Folge    dieser   abstossenden  Einwirkung   sich    trennen.    Zwischen 
diesen  beiden  GrenzfUllen  der  absolut  unelastischen  BescbafiPenheit  und  der  voll- 
kommenen Elasticität  liegen  alle  Fälle  des  grösseren  oder  geringeren  Grades  der 
Elasticität,  in  welchen  die  Körper  nicht  genau  in  die  frühere  Form  zurückkehren. 
Während  bei  vollkommen  elastischen  Körpern  die  Periode  von  dem  Moment  des 
Maximums  der  Zusammendrückung  bis  zu  dem  Momente  der  Trennung  der  Periode 
Tom  Moment   der  Berührung   bis    zur   grössten  Zusammendrückung   vollkommen 
gleich  ist  und   in  ihr  alle  Erscheinungen  genau  ebenso,  wie  in  jener,  nur  in  um- 
gekehrter Ordnung  eintreten,  ist  dies  bei  weniger  elastischen  Körpern  nicbt  mehr 
der  Fall   und  für   unelastische  Körper   ist  diese  zweite  Periode   vollständig   auf 
Kuli  herabgesunken. 

2.  Betrachten  wir  nun  die  Körper  zu  irgend  einer  Zeit  t  im  Laufe  des 
Stosses;  X,  X  seien  die  Abscissen  der  Mittelpunkte  (7,  C  derselben  von  irgend 
einem  Punkte  O  (Fig.  142)  der  Centralen  gemessen  und  m,  m'  ihre  Massen.  Die 
Kugel  C  ist  ein  System,  auf  welches  die  Molecüle  der  Kugel  C  einwirken  mit 

Kräften,  welche  vermöge  der  symmetrischen 
Bescha£Fenheit  eine  Resultante  liefern,  deren 
Richtung  in  die  Centrale  fällt;  die  Kugel  C 
ist  ebenso  ein  /S(yBtem ,  auf  welches  C  ein- 
wirkt und  da  die  Einwirkungen  je  zweier 
Molecüle  gegenseitig  gleich  sind,  so  ist  die 
Beeultante,  welche  an  C  angreift,  jener  an  G  angreifenden  entgegengesetzt  gleich. 
Ist  also  "R  ihr  gemeinsamer  Werth,  so  erhalten  wir  für  die  Bewegung  der  Massen- 
mittelpunkte beider  Körper  nach  dem  Princip  von  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes die  Gleichungen: 

ä^x  jy  ,  d^x        -, 

Ans  ihnen  folgt  durch  Addition  und  Integration: 

d^x    .      ,  d*x        ^  dx    .      ,dx         ^      . 

Es  bleibt  also  die  Summe  der  Momentankräfte  fortwährend  constant 
ond  besteht,  wenn  v,  v  die  Geschwindigkeiten  zu  Anfang  des  Stosses 
Bind,  während  der  ganzen  Bewegung  die  Gleichung 
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dx   .      ,  dx  ,      ,  , 

w  3—  +  m  -^-r^  =  tnv  -\-  m  V . 
dt  at 

Sind  nun  1.  die  Kugeln  vollkommen  unelaBtisch  und  ist  u  ihre  gemein- 
same Geschwindigkeit  im  Momente  des  Maximums  der  Zosammendrückang,  so 
ist  (m  -\-  m)  u  die  Summe  der  Momentankräfte  fiür  diesen  Moment  und  erhalt 
man  aus  der  Gleichung  (m  -\-  m)  u  =»  tnv  -{-  m  v  für  die  gemeinsame  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  beide  Körper  nach  dem  Stosse  weitergehen: 

mv  -\-  m  V 

u  = j 

m  -\-  m 

Hierbei  können  v,  v  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  auch  kann 
die  eine  von  diesen  Grössen  Null  sein.  Gehen  die  Körper  mit  entgegengesetzt 
gleichen  Momentankräften  gegen  einander,  so  wird  u  =>  0  und  gelangen  sie 
zur  Ruhe. 

3.  Sind  2.  die  Kugeln  vollkommen  elastisch,  so  bedürfen  wir  zur  Be- 
stimmung der  Geschwindigkeiten  V,  V\  mit  welchen  sie  sich  trennen,  neben  dem 
vorigen   Satze   noch   eines   anderen.     Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  die  beiden 

dx         dx 
Gleichungen    für   die  Bewegung   der  Massenmittelpunkte   mit   2  ;t7  »   2  -7—  UQ^ 

dv  dt 

addiren  sie    Dadurch  kommt 


-[-a-fr+"-(^)'] 


^  d  ix'  —  x^ 


dt  dt        ' 

oder  wenn  wir  die  relative  Entfernung  x'  —  x  der  Mittelpunkte  mit  r  bezeichnen 
und  vom  Anfange  des  Stosses,  wo  dieselbe  r^,  sei  bis  zu  irgend  einem  Momente 
des  Stosses,  wo  sie  r  betragt,  integriren,  so  folgt: 


m 


(57)'+ •»'  {%y  - 1'»^' + •»'«'"]  -  ^j^'^- 


Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Aeudernng  der  lebendigen  Kraft  vor  Beginn 
des  Stosses  bis  zu  irgend  einem  Momente  gleich  der  doppelten  Arbeit  ist,  welche 
die  StoBskräfle  R  während  dieser  Zeit  geleistet  haben.    Beziehen  wir  nun  diese 
Gleichung  auf  das  Ende  des  Stosses,  wo  sich  die  Körper  trennen,  so  wird  fSr 
vollkommen  elastische  Körper  das  Integral  rechter  Hand  Null.  Denn  während  der 
ersten  Periode  des  Stosses  findet  Zusammendrückung  statt   und  ist  dr^  also  auch 
Bdr  und  der  Werth  des  Integrales,  ausgedehnt  über  diese  Periode,  negativ;  in 
der  zweiten  Periode  ist  dr  positiv,  hat  Rdr  die  entgegengesetzt  gleichen  Werthe, 
wie  vorher  und  ist  das  Integral  ausgedehnt  über  diese  Periode  dem  vorigen  ent- 
gegengesetzt gleich.     Daher  ist  das  Integral  ausgedehnt  über  die  ganze  Siossieit 
Null  und  erhalten  wir  die  Gleichung: 

d.  h.  bei  vollkommen  elastischen  Körpern  ist  die  lebendige  Kraft 
nach  wie  vor  dem  Stosse  dieselbe.  Bei  unelastischen  oder  nicht  vollkom- 
men elastischen  Körpern  ist  das  Integral  über  die  Stosszeit  ausgedehnt  negativ 
und  findet  folglich  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  statt  gleich  der  doppelten 
Arbeit  der  molecolaren  Kräfte. 

Die  folgenden  beiden  Gleichungen,  von  denen  die  erste  die  auf  das  Ende  dei 
Stosses  angewandte  obige  Gleichung  der  Momentankräfte  ist,  nämlich 
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mV  +  mV*  =  m»  +  mv  , 
mV^  +  m'r«  =  w»«  +  m'»'» 

dienen  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  F,  F',  mit  welchen  sich  zwei  voll- 
kommen elastische  Engeln  nach  dem  Stosse  trennen.  Indem  man  sie  so  schreibt: 

^  (Fi  _  t?«)  ==-  m'  (ü'»  -  F'*), 
^(F  —  t?)  =-m'  (V  -  F') 
and  in  einander  dividirt,  sieht  man,  dass  sie  äquivalent  sind  mit 

mV  +  w'F'  «-  wtJ  +  m'v', 
F  -  F'  =-  -  r  +  »'. 
Dnd  ans  ihnen  erh&lt  man 

(m  -{-  m')  V'^'  {m  —  m')  v  +  2m'»', 
(m'  +  w)  F'  =»  (m'  —  m)  t?'  +  2m», 

von  welchen  Gleichungen  die  eine  aus  der  anderen  durch  Vertauschung  von  m, 
r,  F  und  w',  t?',  F'  hervorgeht.  Addirt  und  subtrahirt  man  rechts  mv,  resp.  m*v' 
und  berücksichtigt  mt?  +  w't?'  =  (m  -f-  m')  m,  so  erhält  man  weiter: 

F  =-  2 u  -  t; ,      F'  =  2 «  -  v  ;     u  ^  ^{V  +  v)  =^  {{V  +  v); 

es  ist  mithin  die  Geschwindigkeit  im  Momente  des  Maximums  der  Compression 
das  arithmetische  Mittel  aus  den  Geschwindigkeiten  eines  jeden  der  Körper  zu 
Anfang  und  Ende  des  Stosses. 

4.  Als  specielle  Fälle  heben  wir  folgende  hervor.  1.  Es  sei  C  in  Ruhe, 
also  1?'  SS  0 ;  sind  die  Körper  unelastisch,  so  ist  die  gemeinschaftliche  Geschwindig- 
keit nech  dem  Stosse   u  = ; ?;  u  wird  Null,  wenn  m'  ^  oo  wird,  d.  h.  die 

m  -\-  m  ' 

ruhende  Masse  ein  unendlich  grosser  eben  begrenzter  Körper  ist  (näherungsweise 
ffir  das  Auffallen  eines  Körpers  auf  den  Erdboden  giltig).    Sind  die  Körper  voll- 

kommen  elastisch,  so  wird  F  i—  — -. j  v    F*  i—  — ; ?  v;    für    m'  =»  qo    wird 

m  -f-  m  m  -\-  m 

F«-  —  t;,  F'  =  0,  der  Körper  C  prallt  von  C  mit  derselben  (Geschwindigkeit 
zurück.  (AufTallen  einer  elastischen  Kugel  auf  eine  feste  elastische  Ebene.)  — 
2.  Die  Massen  der  beiden  Kugeln  seien  gleich.  Für  unelastische  Körper 
ist  dann  u  «» -^  (ü  +  t?') ;  für  elastische  wird  V  ^  Vy  V*  =^  v,  d.  h.  die  Körper 
gehen  mit  verwechselten  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  weiter;  ist  also  der 
eine  in  Buhe,  so  geht  er  nach  dem  Stosse  mit  der  Geschwindigkeit  des  anderen 
weiter,  während  dieser  zur  Ruhe  gelangt.  (Anwendung  hiervon  auf  die  gerad- 
linige Reihe  elastischer  Kugeln  gleicher  Masse.) 

6.    Es  seien  gegeben  zwei  vollkommen   elastische  Kugeln   von   den  Massen 

m,  m'  (Fig.  143),   man  sucht  die  Masse  fi  einer  dritten  gleichfalls   vollkommen 

elastischen  Kugel  von  der  Eigenschaft;,  dass,  wenn  die 

Mittelpunkte  der  drei  Kugeln  in  gerader  Linie  liegen, 

sodass  fir  zwischen  m,  m'  sich  befindet,  die  Kugel  m 

mit  der  Geschwindigkeit  F  auf  die  ruhende  Kugel  fi 

Y^„  1^3  treffend,  dieser  eine  solche  Geschwindigkeit  ertheilt, 

dass  sie  beim  Stosse  auf  die  gleichfalls  ruhende  Kugel 

m  letztere  mit  der  grösstmöglichen  Geschwindigkeit  forttreibt 

2mF 
Die    Geschwindigkeit  o,   welche  (i  durch  m  erlangt,   ist  o>  a- — ; — ,  die 

m  +  ^ 
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Geschwindigkeit,  welche  hierauf  m   von  fi  erhält,   V  =  — -. — , ,    folglich    nach 
Elimination  von  co: 

F'  =  imV' i — r^ — j — TZ  «  4mF.  — ^—z rr ; 

daher  mnss  die  Function  |»(l-| — -)  (l-| )  ein  Minimum  werden.    Dies  führt 

zu  der  Bedingung   1 1-  =>  0 ,   d.  h.  f&  »»  Ymm.  Es  muss  demnach  die  }itLa%% 

der  eingeschalteten  Kugel  das  geometrische  Mittel  zwischen  den  Massen  der  ge- 
gebenen Kugeln  sein. 

Soll  zwischen  m  und  m  eine  ganze  Reihe  von  Kugeln  ^  ,  fi, ,  ...  fi^  ein- 
geschalten werden,  sodass  jede  folgende,  also  auch  die  letzte,  mit  dem  Maximum 
der  Geschwindigkeit  fortgetrieben  wird,  so  wird 

und  hieraus  folgt  ?-l  =  i-?^  =  ?-2.  =:  ....  =  -i-l_  »  —  ==  e ,   wenn    e    der   ge- 

w        f*,        ^  ^,_,        fi^ 

meinschaftliche  Werth  des  Verhältnisses  zweier  aufeinanderfolgender  Kugeln  ist 
Multiplicirt  man  diese  n  -{-  1  Gleichungen  von  der  Form  =  s  mit  einander, 

so  hat  man  e"+i  =»  — ,  also  die  geometrische  Progression  fi^  =»  sm,  fi,  «»  c*m. 


f'a  «—  «  f*,  •  .  .    m»  =-  «»»m ,    wo  f  =  I  —  I 


6.    Bei  vollkommen  elastischen  Körpern  findet  kein  Verlust  an    lebendiger 

Kraft  statt,   wohl  aber  bei  unelastischen.     Um  diesen  Verlust  9  zu  bestimmeo«. 

hat  man  , 

S  »  mt;*  +  mv*  —  (m  +  m)  u*. 

Addirt  und  subtrahirt  man  2  {m  -\-  m)  u',  so  wird 

d  =■  mv^  4"  ^'^^  +  (*'*  +  ***')  **'  —  2  (m  4"  ♦>*)«**  ** 

="  mv'  +  ^'^'^  +  (»^^  +  ^')  **'  —  2  (mi?  +  mv)  u, 
da 

(w  +  m')  tt  =s  mv  +  ^^  ' 

Indem  man  zusammenzieht,  nimmt  d  die  Form  ^: 

9  s=  miv  —  uy  -f  w'  (u  —  v'y. 

V  —  u  und   u  —  V    sind  Gewinn   oder  Verlust  an  Geschwindigkeit  der  Kdtper; 

demnach  ist  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  gleich  der  Summe  der 

lebendigen  Kräfte,  welche  man  mit  den  gewonnenen  und  verlorenen 

Geschwindigkeiten  der  Körper  bilden  kann.    Setzt  man  in  die  Formel 

1      '  ' 

für  S  den  Werth  von  tt,  nämlich  u  = ; r-    ein,   so   kann   man   d    unter 

'  m  -{-  m 

der  Form 

^  tnm      .  #.g 

A (t;  —  t;  )« 


m  '\'  m 
darstellen.    Der  vorliegende  Sati  ist  ein  speoieller  Fall  eines  allgemeineren  Baftter 
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über  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft  eines  Systems  durch  Stösse,  welchen  Carnot 
zuerst  aufgestellt  hat. 

7.  Es  sei  X  die  Abscisse  des  Massenmittelpunktes  der  beiden  Kugeln  zu- 
sammen als  ein  System  betrachtet;  fär  ihn  besteht  die  Gleichung: 

(m  4"  »»')  X  =  mx  -\-  mx, 

dX 
X  ist  eine  Function  der  Zeit,  wie  Xy  x   und  erhält  man  die  Geschwindigkeit  -rr 

A  "Y^  dx  dx 

des  Massenmittelpunktes  aus  der  Gleichung  (m  +  m)  -=—  =  m  -j-r  -\-m  -^—  .      Die 

d  t  dt  dt 

rechte  Seite  ist  die  Summe  der  Momentankräfte  und  da  diese  durch  den  Stoss 

nicht  geändert  wird,  so  folgt,  dass  der  Stoss  auf  die  Geschwindigkeit  des 

gemeinsamen  Schwerpunktes  beider  Kugeln  keinen  Einfluss  hat. 

§.  10.  Der  schiefe  Stoss  sphärischer  Körper.  Die  beiden  Kugeln 
Cy  C  mögen  zwei  geradlinige  Translationsbewegungen  besitzen,  aber  so,  dass  die 
Schwerpunkte  ?erschiedene  gerade  Linien  beschreiben;  ihre  Geschwindigkeiten 
seien  constant.  Die  Kugeln  sollen  im  Laufe  ihrer  Bewegung  zusammentreffen, 
es  fragt  sich,  wie  wird  ihre  Bewegung  durch  den  Stoss  geändert?  In  dem  Mo- 
ment des  Zusammentreffens  zerlegen  wir  ihre  Geschwindigkeiten  jede  in  zwei 
Componenten,  von  denen  die  eine  in  die  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Nor- 
malen CC*  der  Berührungsstelle  fällt  und  resp.  y,  v  heissen  soll  und  eine  andere 
parallel  der  Beröhrungsebene  r,  r.  Bios  die  ersteren  Componenten  werden  durch 
den  Stoss  geändert,  die  geänderten  setzen  sich  hierauf  wieder  mit  r,  t  zu- 
sammen und  liefern  die  Geschwindigkeiten  F,  V,  mit  welchen  die  Körper  nach 
dem  Stosse  weiter  gehen.    Bei  unelastischen  Körpern  ist  daher  die  gemeinsame 

Normalgeschwindigkeit 

mv  4-  mv 

u  =» r- 

m  -{-  m 

und  diese  ist  mit  r,  resp.  t   zu  combiniren,  um  F,  V*  zu  finden.   Bei  vollkommen 
elastischen  Körpern  dagegen  sind  die  Normalcomponenten  N^  N*  nach  dem  Stosse : 

^  __  (m  —  m')  v  +  2m  V         ^,       {m  —  m)  v  -{-  2mv 
m  +  m  m  -\-  m 

welche  resp.  mit  r,  t  zusammentreten. 

Ist  m   ursprünglich  in  Ruhe,  also  »'  =  0,  t'  =»  0,  so  wird 

--       fw  —  m  __,  2tn 

iV     BSB     ; J-V,  N 


m  m  -\-  m 

and  für  m'  =  ao  wird  ^  =  —  v,  JV'  =  0.  Combinirt  man  in  diesem  letzteren 
Falle  N=»  —  v  mit  r,  so  folgt  das  Reflexionsgesetz,  nämlich:  Wenn  eine  voll- 
kommen elastische  Kugel  auf  eine  feste  vollkommen  elastische  Platte 
trifft,  so  bleibt  die  Geschwindigkeit  ihres  Schwerpunktes  constant; 
ihre  Richtung  bildet  vor  und  nach  dem  Ausfallen  gleiche  Winkel 
mit  der  Platte. 

Sind  die  Massen  gleich ,  so  ergibt  sich  N  =  v\  N'  =  v\  die  Kugeln  gehen 
mit  vertauschten  Normalcomponenten  der  Geschwindigkeiten  weiter. 

§.  11.  Wir  wollen  als  weitere  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft 
mit  dessen  Hülfe  die  Wirkungsweise  der  Kräfte  an  einer  Maschine  und 
deren  Gang  untersuchen.  Eine  Maschine  ist  ein  System,  an  welchem  Kräfte 
wirken  mit  Bedingungen,  welche  als  von  der  Zeit  unabhängig  angesehen  werden. 
Daher  gilt  für  ne  die  Gleichung  ^Sm^vf  »  ^i;m^v(0' »-  T  —  Tq«  "^^^  ^^ch 
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wegen  Reibungen  u.  b.  w.  eine  Kräftefunction  nicht  existirt.  Die  Maschinen  ge- 
statten aber  nicht  beliebige  virtuelle  Verschiebungen,  sondern  in  der  Regel  nur 
eine,  aber  meistens  in  doppeltem  Sinne  (vorwärts  und  rückw&rts);  es  ist  daher 
die  Bewegung  aller  Systempunkte  bestimmt,  sobald  die  eines  derselben  bekannt 
ist,  daher  wird  auch  nur  eine  einzige  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Bewegung 
der  Maschine  erfordert  und  hierzu  kann  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  be- 
nutzt werden. 

Die  Kräfte,  welche  an  einer  Maschine  wirken,  sind  doppelter  Art,  1.  solche, 
welche  eine  positive  Elementararbeit  leisten,  indem  sie  die  Punkte,  an  welchen 
sie  angreifen,  beschleunigen  und  mit  der  Richtung  der  Wegelemente  derselben 
spitze  Winkel  bilden;  sie  heissen  Motoren  und  sind  z.  B.  die  Dampfkraft,  Wasser- 
druck, Wärme,  Elektricität,  der  Wind,  die  Schwere,  die  Elasticitöt,  die  Muskel- 
kraft der  Menschen  und  Thiere  u.  s.  w.  Die  Motoren  wirken  auf  einen  beson- 
deren Maschinenbestandtheil ,  welcher  der  Receptor  genannt  wird  (bei  einer 
Wassermühle  sind  es  die  Schaufeln,  bei  der  Dampfmaschine  die  Kolben,  bei  vielen 
einfacheren  ist  es  ein  Handgriff  oder  ein  Fusstritt  u.  s.  w.).  Die  2.  Art  der  £üräfte 
sind  solche,  deren  Arbeit  negativ  ist,  indem  ihre  Angri£Fspunkte  zurckweichen 
und  sie  mit  den  Wegelementen  derselben  stumpfe  Winkel  bilden.  Diese  Kräfte 
heissen  Widerstände;  sie  werden  geleistet  von  den  Körpern,  welche  mit  Hülfe 
der  Wirkung  der  Motoren  durch  die  Maschinen  umgeformt  werden  sollen  oder 
werden  zum  Theil  durch  die  Berührung  der  Maschinentheile  unter  einander  oder 
mit  der  umgehenden  Luft  u.  s.  w.  erregt.  Der  Maschinentheil,  welcher  mit  den 
zu  deformirenden  Körpern  in  Berührung  kommt,  an  welchem  also  die  erstgenann- 
ten Widerstände  angreifen,  heisst  das  Werkzeug  oder  bei  grösserem  Umfange 
der  Maschine  die  Arbeitsmaschine,  besteht  oft  selbst  in  einem  ganzen  System 
von  Arbeitsmaschinen. 

Die  Arbeit  der  Motoren  heisst  die  bewegende  Arbeit,  die  Arbeit  der 
Widerstände  die  widerstehende  Arbeit.  Die  Bestimmung  der  Maschine  selbst 
ist  die,  die  Motoren  und  Widerstände  überhaupt  in  Verbindung  zu  setzen  oder 
wie  man  sich  ausdrückt,  die  Arbeit  der  Motoren  zu  übertragen.  Der  Maschinen- 
theil, welcher  zu  diesem  Ende  den  Receptor  mit  der  Arbeitsmaschine  verbindet, 
heisst  die  Transmission  der  Maschine.  Bezeichnen  wir  die  bewegende  Arbeit, 
die  während  des  Laufes  der  Maschine  geleistet  wird,  indem  die  Geschwindigkeiten 
r^'^  in  V.  übergehen,  mit  Tm  und  die  gleichzeitig  geleistete  Arbeit  der  Wider- 
stände mit  —  !ZV,  so  ist  T  —  ^  o  ==  ^"»  —  '^^  ^^^  ^**^°  ^^^  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  geschrieben  werden: 

Wir  wollen  jetzt  verschiedene  Annahmen  über  den  Gang  der  Maschine  machen 
und  zusehen,  wie  sich  hierbei  die  Arbeiten  der  Motoren  und  Widerstände  ver- 
halten. Es  sei  von  einem  gewissen  Zeitpunkte  an  die  Bewegung  der  Maschine 
gleichförmig  und  die  Geschwindigkeiten  v.  also  constant  gleich  t?(0;  dann  ist  die 

linke  Seite  der  Gleichung  Null  und  folglich  Tm  «=»  ^r,  es  nimmt  also  während 
dieses  Intervalls  die  Arbeit  der  Motoren  und  Widersl^de  um  dieselbe  Grösse  zu 
oder  es  wird  die  Arbeit  der  Motoren  vollständig  aufgebraucht,  um  eine  gleich- 
grosse  Arbeit  der  Widerstände  zu  tilgen.  Umgekehrt  ergibt  sich,  dass,  so  lange 
Tm  ^»  Tr  bleibt,  die  Bewegimg  der  Maschine  gleichförmig  bleibt,  weder  beschleu- 
nigt, noch  verzögert  wird.  9  Denn  man  kann  vermöge  des  bekannten  Zusammen- 
hangea  der  Systempnnkte  alle  Geschwindigkeiten  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 


V 
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chong  durch  eine  von  ihnen  ausdrücken  und  diese  muss  folglich  constant  bleiben, 
wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  auf  dem  Werthe  Null  erhalten  werden  soll ; 
was  aber  von  ihr  gilt,  gilt  von  jeder,  folglich  u.  s.  w.  Wird  der  Gang  der 
Maschine  innerhalb  eines  Zeitintervalles  beschleunigt,  so  wächst  die  linke  Seite 
der  Gleichung,  also  muss  während  desselben  Tm  ^  Tr  sein  und  umgekehrt;  einem 
Ueberschuss  der  Arbeit  der  Motoren  über  die  der  Widerstände  entspricht  noth- 
wendig  eine  Zunahme  der  Geschwindigkeit.  Ebenso  entspricht  einer  Verlang- 
samung  der  Bewegung  ein  Ueberschuss  von  Tr  über  Tm  und  umgekehrt.  Aus 
dieser  Wechselbeziehung  zwischen  dem  Gange  der  Maschine  und  der  Arbeit  der 
Motoren  und  Widerstände  ergibt  sich,  dass  wenn  die  Arbeit  der  Motoren  sämmt- 
lich  auf  die  Tilgung  der  Arbeit  der  Widerstände  verwandt  werden  soll,  man  die 
Maschine  in  gleichft^rmiger  Bewegung  erhalten  muss,  dass  jeder  Ueberschuss  von 
Arbeit  der  Motoren,  der  nicht  auf  die  Tilgung  eines  entsprechenden  Aequivalentes 
von  Arbeit  der  Widerstände  verwandt  wird,  eiue  Beschleunigung  der  Bewegung 
der  Maschine  (Vermehrung  der  lebendigen  Kraft)  und  jeder  Defect  von  Arbeit 
der  Motoren  eine  Verlangsamung  (Abnahme  der  lebendigen  Kraft)  zur  nothwen- 
digen  Folge  hat.  Man  sieht  hieraus,  in  welchem  Sinne  die  Redensart  gemeint 
ist,  wenn  man  sagt,  die  Maschine  verhalte  sich  wie  ein  Eeservoir,  in  welches 
Arbeit  der  Motoren  eintritt  und  unter  der  Form  von  lebendiger  Kraft  wieder  aus- 
gegeben wird. 

Nicht  immer  aber  ist  es  möglich,  den  Gang  der  Maschine  so  gleichförmig 
zu  erhalten,  dass  in  jedem  Zeitelemente  die  Arbeit  der  Motoren  die  Arbeit  der 
Widerstände  tilgt;  ist  dieser  ideale  Zustand  nicht  herbeizuführen,  so  sucht  man 
eine  periodische  Bewegung  der  Maschine  zu  erreichen.  Es  tilgen  sich  dann 
wenigstens  in  jeder  Periode  für  sich  die  beiderlei  Arbeiten ;  denn  zu  Anfang  und 
zu  Ende  der  Periode  haben  die  Geschwindigkeiten  dieselben  Werthe,  also  ist  die 
linke  Seite  der  Gleichung,  wenn  man  sie  auf  die  ganze  Periode  bezieht,  Null  und 
folglich  während  derselben  im  Ganzen  Tm  ^  Tr,  Dass  ein  gleichförmiger  oder 
ein  periodischer  Gang  der  Maschine  mit  möglichst  kurzer  Periode  wünschenswerth 
ist,  liegt  am  Tage.  Denn  durch  die  Tilgung  der  Arbeit  der  Widerstände  wird 
ein  Fabrikat  geliefert,  dessen  Erzeugung  der  Zweck  der  Anwendung  der  Maschine 
ist;  die  Beschleunigung  der  Bewegung  hat  daher  keinen  Nutzen,  vielmehr  muss 
die  Arbeit  der  Motoren  vollständig  dem  Zwecke  entsprechend  ausgebeutet  werden. 
Andererseits  hat  der  gleichförmige  Gang  der  Maschine  auf  die  egale  Beschaffen- 
heit und  damit  auf  den  Werth  des  Fabrikates  Einfluss. 

Beziehen  wir  jetzt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf  den  ganzen  Zeit- 
raum vom  Anfang  der  Bewegung  der  Maschine  bis  zum  Stillstand  derselben. 
Anfongs  sind  alle  Geschwindigkeiten  Null,  am  Ende  auch,  mithin  ist  die  linke 
Seite  der  Gleichung  Null  und  daher  Tm  «»  7r,  d.  h.  während  des  ganzen  Laufes 
der  Maschine  tilgen  sich  die  Arbeiten  beiderlei  Kräfte  vollständig ;  es  wird  nichts 
an  Arbeit  gewonnen,  nichts  verloren.  Man  kann  den  ganzen  Lauf  der  Maschine 
in  drei  Epochen  zerlegen:  1.  den  Anlauf,  vom  Beginn  der  Bewegung  bis  zu  dem 
Momente,  mit  welchem  eine  gleichförmige  oder  eine  periodische  Bcwegping  ein- 
tritt, 2.  den  Mittellauf,  die  Zeit  der  gleichförmigen  oder  periodischen  Bewegung 
und  3.  den  Endlauf,  die  Zeit  vom  Schluss  der  letzten  Periode  bis  zum  Stillstände. 
Während  des  Anlaufes  wächst  die  lebendige  Kraft  von  Null  an  und  daher  ist 
während  dieses  Zeitraumes  in  jedem  Moment  und  im  Ganzen  die  Arbeit  der  Mo- 
toren grösser  als  die  der  Widertttände,  der  Ueberschuss  bringt  die  Maschine  „in 
den  Gang**.    Während  des  Mittellaufs  ist  in  jedem  Momente  oder  wenigstens  für 
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jede  Periode  die  Arbeit  der  Motoren  gleich  der  Arbeit  der  Widerstände;  während 
des  Endlanfes  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  negativ,  die  lebendige  Kraft 
nimmt  bis  zu  Null  ab  und  es  geschieht  dies  in  Folge  des  Nachlassens  oder  Auf- 
hörens der  Wirkung  der  Motoren. 

Die  Widerstände  zerfallen  in  zwei  Klassen:  1.  solche ,  welche  durch  die 
Bestimmung  der  Maschine  gegeben  sind  und  herrühren  von  den  umzuformenden 
Körpern,  durch  Tilgung  von  deren  Arbeit  das  Fabrikat  erzeugt  wird;  sie  heissen 
nützliche  Widerstände;  ihre  Arbeit  sei  Tu;  2.  solche,  welche  in  Folge  der  Be- 
wegung der  Maschine  rege  werden,  wie  die. Reibung,  Luftwiderstand  u.  s.  w.  und 
welche  nichts  gemein  haben  mit  dem  Fabrikate:  sie  heissen  passive  (schäd- 
liche) Widerstände;  ihre  Arbeit  sei  Tg.  Die  Gesammtarbeit  Tr  aller  Widerstände 
zerfällt  daher  in  zwei  Theile  und  hat  man  Tr  =  T«  +  T, .  Da  nun  die  Arbeit 
der  Motoren  Tm  gleich  Tr  sein  soll,  so  folgt,  dass  ein  Theil  der  Arbeit  der  Mo- 
toren auf  die  Tilgung  der  Arbeit  der  passiven  Widerstönde  verwandt  werden  muss 
und  also  für  die  Bestimmung  der  Maschine  verloren  geht.  Daher  muss  man  die 
passiven  Widerstände  soviel  als  möglich   zu  verkleinem  suchen.    Eine  Maschine 

T  T 

ist  um  so  besser,  je  kleiner  das  Verhältmss  ^^^  und  je  grösser  -=-  ist. 

■im  -im 

Jeder  Verlust  an  lebendiger  Kraft  muss  vermieden  werden.  Nun  besteht  die 
lebendige  Kraft  auch  aus  zwei  Theilen:  1.  der  lebendigen  Kraft,  welche  durch 
die  Geschwindigkeiten  der  äusserlich  sichtbaren  Bewegung  gebildet  wird  und  welche 
also  den  Gang  der  Maschine  bestimmt;  2.  der  lebendigen  Kraft,  welche  die  innere 
Bewegung  der  Maschinentheile ,  die  kleineu  Erschütterungen,  die  Schwingungen 
der  elastischen  Bänder,  die  molecularen  Bewegungen  u.  s.  w.  darstellt  und  nichts 
mit  dem  Gange  der  Maschine  im  Ganzen  gemein  hat.  Dieser  zweite  Bestandtheil 
darf  womöglich  gar  nicht  zu  Stande  kommen  oder  muss  durch  Einführung  grosser 
Massen,  Polster  u.  s.  w.  herabgedrückt  werden ;  denn  die  Arbeit  des  Motors,  welche 
ihn  veranlasst,  ist  verloren.  Eine  schlotterige  Mühle  ist  ein  Beispiel  für  diesen 
Nachtheil. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  zeigt  deutlich  die  Unmöglichkeit  eines 
Perpetuum  Mobile;  ein  solches  wäre  nämlich  eine  Maschine,  durch  welche 
ohne  continuir liehe  Wirkung  eines  Motors  fortwährend  die  Arbeit  eines  Wider- 
standes getilgt  wird ;  auch  wenn  der  Widerstand  noch  so  gering  ist,  so  kann  seine 
Arbeit  nur  durch  eine  äquivalente  Arbeit  entgegengesetzter  Art  getilgt  werden; 
geschieht  dies  nicht,  sondern  wirkt  ein  Motor  nur  eine  kurze  Zeit,  nach  welcher 
die  Maschine  sich  selbst  überlassen  bleibt,  so  nimmt  die  lebendige  Kraft  ab  und 
sowie  sie  Null  ist,  steht  die  Maschine  still.  Will  man  aber  eine  Maschine  ein 
Perpetuum  Mobile  nennen,  an  welcher  überhaupt  keine  Arbeit  geleistet  wird, 
weder  von  einem  Motor,  noch  von  einem  Widerstände,  sondern  die  einmal  durch 
Momentankräfto  in  Bewegung  gesetzt,  fortwährend  in  Bewegung  bleibt,  so  ist 
dieselbe  zwar  denkbar,  aber  nicht  realisirbar,  da  wir  die  materiellen  Elemente 
einer  Maschine  nicht  der  Wirkung  der  Naturkräfte  entziehen  können. 

§.  12.  Von  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  kann  man  ein  Criterium 
für  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  entlehnen.  Besteht  nämlich  für 
das  System  eine  Kräilefunction,  sodass 

und 


IV.Th.,  Cap.y,  §.  12.    Criterium  fdr  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes.  541 

iat^  so  fällt  die  Bedingung,  dass  für  bestimmte  Werthe  von  x^ ,  y.,  z^^  ,  .  . ,  d.  h. 

für  eine  bestimmte  Lage  des  Systems  Gleichgewicht  bestehe,  mit  der  Bedingung 
zusammen ,  dass  für  diese  Werthe  das  vollständige  Differential  d  U  verschwinde, 
sodass  im  Allgemeinen  für  jede  Gleichgewichtslage  die  Kräftefunction  ein  Maxi- 
mum oder  ein  Minimum  sein  wird.  Wir  setzen  hierbei  voraus,  dass  aus  ü  be- 
reits mit  Hülfe  der  Bedingungen  des  Problems  ebenso  viel  Yariabeln  eliminirt 
sind,  als  die  Zahl  der  Bedingungen  beträgt  und  demnach  U  als  eine  Function 
vollständig  unabhängiger  Yariabeln,  die  wir  1,  f&,  v,  .  .  .  nennen  wollen,  darge- 
stellt sei.  Findet  ein  Maximum  von  ü  wirklich  statt,  so  besitzt  das  Gleich- 
gewicht den  Charakter  der  Stabilität,  d.  h.  das  System  wird  sich,  wenn  die  Punkte 
desselben  aus  der  dem  Maximum  entsprechenden  Lage  nur  wenig  verrückt  werden 
und  kleine  Anfangsgeschwindigkeiten  erhalten,  im  Laufe  der  Zeit  nie  über  gewisse 
enge  Grenzen  hinaus  von  derselben  entfernen. 

um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit  an- 
nehmen, dass  das  Maximum  von  U  für  die  Werthe  l=a|ü=oyc»<-=sO  ein- 
trete und  da  femer  die  Function  U  in  der  obigen  Gleichung  blos  in  der  Ver- 
bindung ü  —  Uq  vorkommt,  so  kann  ihr  auch  eine  beliebige  Constante  zugefügt 
werden.  Durch  eine  zweckmässige  Wahl  dieser  Constanten  kann  man  aber  immer 
erreichen,  dass  der  Maximalwerth  von  U  selbst  die  Null  ist.  unter  diesen  Voraus- 
setzungen schreiben  wir  nun  die  Gleichung  so: 

sodass  also  CT'  (A,  ft,  y,  . . .)  für  Z  =  ^  r=z  y  =  ...=»  o  ein  Maximum  wird,  dessen 
Werth  Null  ist  und  Xq  » f'o  >  *'o » •  •  •  ^^*^  zusammengehörige  Werthe  von  Z ,  ft ,  y , . . .  t?,. 
sind.  Da  jeder  Nachbarwerth  des  Maximums  negativ  ist,  so  lassen  sich  immer 
so  kleine  positive  Grössen  2,  m,  n,  .  .  .  angeben,  dass  für  jedes  System  von 
Werthen  X,  f^,  v,  .  .  .,  dessen  Zahlenwerthe  resp.  nicht  grösser,  als  /,  m,  n,  .  .  . 
sind,  17  (X,  fi,  V,  .  .  .)  stets  negativ  ist,  ausgenommen  für  das  Werthsystem 
lcxi^aBvs»...^0.  Nehmen  wir  nur  solche  Werthsysteme  an ,  bei  welchen 
wenigstens  eine  der  Grössen  X,  /li,  v,  .  .  .  dem  Absolutwerthe  ihrer  Grenze 
Z,  m,  n,  .  .  .  gleich  ist,  so  föUt  dieser  Ausnahmsfall  weg.  Ist  nun  — p  von  allen 
diesen  negativen  Werthen  der  Function,  absolut  genommen  der  kleinste,  so  kann 
gezeigt  werden,  dass  wenn  X^ ,  fio  >  ^o  >  •  •  •  numerisch  nicht  grösser  als  Z,  m,  n,  . . . 
und  zugleich  so  angenommen  werden,  dass 

ist,  jede  der  Variabelen  X,  fi,  v,  .  .  .  im  Laufe  der  Bewegung  unter  ihrer  Grenze 
},  m,  n,  .  .  .  bleiben  wird.  Fände  nämlich  ein  Ueberschreiten  dieser  Grenze 
statt,  so  müsste  wegen  der  Stetigkeit  der  Grössen  X,  ft,  v,  .  .  .  zu  einer  gewissen 
Zeit  zuerst  Gleichheit  zwischen  einer  öder  mehreren  dieser  Grössen  und  ihrer 
Grenzen  2,  m,  tt,  .  .  .  eintreten,  ohne  dass  eine  der  übrigen  die  Grenze  über- 
schritten hätte.  Für  diesen  Zeitpunkt  wäre  der  negative  Werth  von  U  (X,  fi,  v,  .  ,  .) 
numerisch  nicht  kleiner  als  j>,  mithin  die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  negativ, 
was  mit  der  Natur  der  positiven  linken  Seite  im  Widerspruch  steht;  folglich 
überschreiten  X,  /li,  y,  ...  nicht  ihre  Grenzen  und  das  Gleichgewicht  ist  stabil. 
Man  sieht  zugleich  auch,  dass  die  Geschwindigkeiten  v^  gewisse  Grenzen  nicht 
überschreiten,  denn  da  das  Maximum  von  ü  Null  ist,  so  ist 

£mv}  ^-U  (Xo. iio,  vo,  •  • .)  +  i £fniVf\ 
Endlich,  da  2,  m,  n,  .  .  .  beliebig  klein  angenommen  werden  können,  so  können 
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die  Grenzen  für  die,  die  Lage  des  Systems  bestimmenden  Grössen  1,  fi,  y,  .  .  .  und 
die  Geschwindigkeiten  v  beliebig  eng  gezogen  werden. 

Der  vorstehende  Beweis  ist  von  Dirichlet;  vgl.  Cr  eile's  Joum.  B.  XXXU, 
S.  85  —  88,  woselbst  auch  eine  Kritik  der  ungenügenden  früheren  Beweise  ge- 
geben ist. 

§.  13.  Wir  wollen  jetzt  ein  System  betrachten,  auf  welches  nur 
innere  Kräfte  P  wirken,  welche  blos  Functionen  der  Entfernungen  sind. 
Für  seine  Bewegung  existirt  eine  Ejräfbefunction  U  und  gilt  die  Gleichung 

die  wir  aber  so  schreiben  wollen 

i  ümv^  —  U  =  \  Smvl  —  Uq, 

Die  Function  ?7  ist  nach  S.495  U='ZRixyioRix=f — mint^Firix)  drix^ 

wenn  F{r)  das  Gesetz  darstellt,  nach  welchem  zwei  Masseneinheiten  auf  einander 
einwirken  und  wenn  U  ein  Maximum  wird,  so  findet  stabiles  Gleichgewicht 
der  Kräfte  statt.  Da  U  eine  willkürliche  Constante  enthält,  so  können 
wir  diese  so  bestimmen,  dass  der  Werth  des  Maximums  gleich  Null  wird 
und  für  den  Fall,  dass  U  mehrere  Maxima  besitzt,  soll  dies  für  das  grösste 
von  ihnen  gelten.  Dann  sind  also  alle  andern  Werthe  von  ü  negativ. 
Lässt  man  nun  das  System  aus  der  stabilen  Gleichgewichtslage  in  eine 
andere  übergehen  und  bezieht  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf 
beide,  so  stellt  die  negative  Grösse  U  —  0  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte 
dar,  welche  dazu  nöthig  ist.  Ebenso  wenn  das  System  aus  einer  beliebigen 
Lage,  welcher  der  Werth  U  entspricht,  zur  stabilen  Gleichgewichtslage 
gelangen  soll,  so  ist  die  positive  Arbeit  0  —  U  erforderlich.  Es  bedeutet 
demnach  —  U  =  W  die  positive  Arbeit,  welche  die  Kräfte  leisten  müssen, 
um  das  System  aus  der  Lage,  welcher  TJ  entspricht,  in  die  Lage  des 
stabilen  Gleichgewichts  überzuführen.    Hiemit  kann  die  obige  Gleichung 

^Zmv^  +  W  =  \Zmvl 

auch  so  ausgesprochen  werden: 

Für  ein  freies  System,  welches  blos  inneren  von  den  Ent- 
fernungen abhängigen  Kräften  unterworfen  ist,  bleibt  während 
der  Bewegung  für  jede  Lage  derselben  die  Summe  der  halben 
lebendigen  Kraft  und  der  Arbeit,  welche  die  inneren  Kräfte  zu 
leisten  haben  würden,  um  das  System  aus  dieser  Lage  in  die 
Lage  des  stabilen  Gleichgewichtes  zu  bringen,  eine  constante 
Grösse.  Der  Werth  der  Kräftefunction  für  die  fragliche  Lage 
gibt  jene  zu  leistende  Arbeit  an. 

Die  halbe  lebendige  Kraft  \2mv^  heisst  die  kinetische  Energie, 
die  Arbeit  W,  welche  erfordert  wird,  um  das  System  in  die  stabile  Gleich- 
gewichtslage   fiberzuffthren,    die    potentielle    Energie,    die    Constanta 
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^£mv^  -f-  W  aber  die  totale  Energie  des  Systems.  Den  eben  ausge- 
sprochenen Satz  nennt  man  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie. 
Nimmt  die  kinetische  Energie  zu,  so  nimmt  die  potentielle  Energie  ab  und 
umgekehrt. 

Als  Beispiel  wollen  wir  das  System  zweier  Massenpunkte  m,  m  behandeln, 
welche  sich  mit  der  Kraft 

=^('-(f)'! 

anziehen.  In  der  Entfernung  r  =»  fo  befinden  sich  dieselben  im  stabilen  Gleich- 
gewicht ;  für  r  >•  r^  findet  Attraction ,  ffir  r  •<  Tq  Repulsion  statt.  Bringt  man 
sie  auf  ihrer  Verbindungslinie  aus  der  Gleichgewichtslage  in  eine  Entfernung 
]>  r^,  so  ist  eine  positive  Arbeit  nöthig,  um  sie  in  diese  Lage  zurückzubringen; 
nfthert  man  dieselben  einander  auf  eine  Entfernung  <[  Tq  ,  so  ist  gleichfalls  eine 
positive  Arbeit  nöthig,  um  sie  zurückzuführen.  Die  Arbeit  ist  im  ersten  Falle 
positiv,  weil  Anziehung  stattfindet  und  dr  negativ  ist,  im  anderen  Falle,  weil 
Abstossung  stattfindet  und  dr  positiv  ist.     Die  Eräftefunction  ist 

und  erreicht  für  r  =:  r^  ihr  Maximum.     Um  dasselbe  auf  Null  zu  bringen,   hat 

man  Const,  = zu  setzen. 

rn—i 

0 

Die  Gleichung  \£mv*  -f-  ^'  ="  Const.  zeigt  auch  einen  gewissen  Uebergang 
von  Arbeit  und  lebendiger  Kraft  von  einem  Systemtheil  auf  den  anderen.  Das 
System  bestehe  aus  zwei  Partialsystemen  A  und  J?,  welche  durch  einen  nicht 
dehnbaren  Faden  ohne  Masse  mit  einander  verbunden  sein  mögen.  Da  der  Faden 
keine  Masse  hat,  so  ist  seine  lebendige  Kraft  Null  und  wenn  er  gespannt  ist,  so 
ist  die  Arbeit  der  beiden  ihn  spannenden  gleichen  Kräfte  Null.  Es  besteht  daher 
die  Summe  ^  £mv^  -\-  W  aus  einem  von  Ä  und  einem  von  B  herrührenden  Theile. 
Da  beide  zusammen  constant  bleiben,  so  muss  der  erstere  wachsen,  wenn  der 
zweite  abnimmt  und  ist  letzterer  Null  geworden,  so  kommt  die  ganze  Summe 
dem  Theile  A  zu,  wenn  in  demselben  Momente  der  Faden  durchschnitten  wird. 
B  gelangt  in  den  Zustand  des  stabilen  Gleichgewichtes. 

§.  14.  Wir  fanden  früher  die  Gleichung  i  Umv^  =  ^  Mv]  +  ^  HmuK 
Da  keine  Süsseren  Kräfte  auf  das  System  wirken,  so  ist  Mv]  constant. 
Substitniren  wir  also  den  Ausdruck  rechts  in  die  Gleichung  J2?i»f;*-}"^=  ^i 
80  kommt 

wo  C  nur  eine  andere  Constante  ist  Da  W  blos  von  den  Abständen  der 
Systempunkte  abhängt,  so  hat  es  für  die  relative  Bewegung  denselben 
Werth,  wie  für  die  absolute.  Es  ist  also  auch  die  halbe  Summe  der 
relativen  lebendigen  Kraft  zusammen  mit  der  Arbeit  W  eine 
Constante. 

Die  lebendige  Kraft  ^£mu*  zerfällt  in  vielen  Fällen  in  zwei  Theile, 
von  denen  nur  der  eine  sich,  an  der  äusserlich  sichtbaren  Bewegung  des 
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Systems  bemerken  lässt.  Wenn  nämlich  die  Systempunkte  um  gewisse 
Gleichgewichtslagen  oscilliren,  welche  sich  in  relativer  Buhe  oder  Be- 
wegung befinden,  so  hat  man,  wenn  or,  y^  z  die  relativen  Coordinaten  in 
Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt  für  einen  Systempunkt,  o?} ,  ^| ,  z^  die  der 
Gleichgewichtslage  und  |,  i^,  ^  die  relativen  Coordinaten  bezüglich  dieser 
Gleichgewichtslagen   sind:  a:  =  a?i-f"l»  ^  =  ^1"}"^»  J6^  =  ^i  +  t«     Hier- 

dx       dXt        d| 
nach  werden  — -  =  — —  +  tt  >  •  *  •  '  ^^d  ergibt  sich  ein  Bestandtheil  von 

dt        dt        dt 

9  dxt     dy*     dzx  ^1     ^?7     dt 

«*,  welcher  aus   -— ^ ,  —7,    — y    und    ein  anderer,    der  aus   tt»  "T"^i  ^~ 

dt      dt      dt  dt     dt      dt 

gebildet  ist.    Ist  das  OsciUationscentrum  (x^yiZ^  in  relativer  Ruhe,  so  ist 

der  erstere  Bestandtheil  Null;  dann  ist  u  blos  von  der  inneren  Bewegung 

des  Systems  abhängig. 

§.  15.  Das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  hat  die  Physiker  der  Neuzeit 
zu  einer  wesentlich  veränderten  und  allgemeineren  Auf&ssung  der  Naturprozesae 
und  ihres  gegenseitigen  Znsammenhanges  geführt  Man  hat  die  Ansicht  gewonnen, 
dass  die  Summe  aller  Energie  im  gesammten  Weltsystem  als  eine  constante  Grösse 
anzusehen  sei  und  dass  alle  Erscheinungen  der  Natur,  so  mannig&cb  sie  auch 
sein  mögen,  im  Grunde  nichts  anderes  seien,  als  die  Wechselbeziehung  zwisehen 
Arbeit  und  lebendiger  Kraft,  wie  sie  die  Gleichung  ausspricht  Wo  nach  dieser 
Ansicht  ein  ßewegungsphänomen  auftritt,  wird  ein  entsprechendes  Quantum  Arbeit 
auf  sein  Zustandekommen  verwandt  und  wo  es  aufhört,  wird  ein  ihm  äquivalentes 
Quantum  Arbeit  disponibel.  Vorzugsweise  ist  es  die  mechanische  Theorie  der 
W&rme,  welche  von  diesem  Grundsätze  ausgehend  zu  Folgerungen  der  grössten 
Wichtigkeit  geführt  hat  und  noch  femer  führen  wird.  Die  heutige  Naturforschung 
ist  Daniel  Bernoulli  grossen  Dank  dafür  schuldige  dass  er  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  zuerst  in  der  heutigen  allgemeinen  Fassung  festgestellt  hat 
Nicht  geringere  Anerkennung  zollt  sie  den  Ideen  und  Forschungen  eines  Meyer, 
Helmholtz,  Joule,  Thomson  u.  a.  auf  diesem  Gebiete. 


VI.  Capitel. 

Die  Differentialglelohungen  der  Bewegung  von  Lagrange;    das 
Hamilton*BOhe    Prinoip;    das    Prinoip    der   kleinsten   Wirkung.     Die 
Hamilton^sche  oanonisehe  Form  der  Bewegungsgleichnngen  und  die 

Hamilton^Bohe  partielle  Differentialgleiohung. 

§.1.    In  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  (8.  499) 

d^x,  dL  dM 


m. 


"  =  ^.  +  ^  ;5  ^   +  '^  TT^  + 


di^  *   '      ex,   '   "^  dx 


"*•  dF  "  ^''  +  ^  Fi;;  +  **  öj^.  +  •  •  ■•    *■  =  1. 2.  •  • .  n, 

<P<r,  dL  dM 
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wofür  X=>0,  M  r=a  0,  ,  .  ,  die  x  Bedingungen  des  Systems  darstellen,  welche 
Ton  Lagrange  znerst  aufgestellt  wurden,  führen  wir  an  die  Stelle  der  Varia- 
belen  x^,  y,. ,  e^  neue  Variabele  g^,  g^,  ...  q    ein,  deren  Zahl  fi  ==  8n  —  x  und 

welche  so  gewählt  sind ,  dass  die  x  Bedingungen  Z  «»  0 ,  üf  =>  0  ...  durch  sie 
identisch  erfüllt  werden,  sodass  ohne  Zuhülfenahme  irgend  welcher  Relationen 
zwischen  den  Grössen  q  die  Gleichungen 

^Öi,  2»,  .  •  .  3^)='0,       ilf  (^1,  &,  .  .  .  g^  «0,  .  .  . 

bestehen.    So  können  z.  B.  die  Coordinaten  a;^,  y^^  z.^  welche  der  Bedingung 

rc?         V?        x^ 

genügen  sollen,  durch  die  zwei  Variabein  g^ ,  q^  ersetzt  werden,  welche  mit  ihnen 
durch   die   Gleichungen   x.  =>  a  cos  q^ ,  y^=^  b  %m  q^  cos  q^  ,    z^^^  c  sin  gj  sin  q^ 

Terbunden  sind.  Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  x.^  y.,  z^  in  die  genannte  Be- 
dingung ein,  so  wird  sie  von  selbst  erfüllt.  Durch  Einführung  der  Grössen  q 
nehmen  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eine  sehr  bemerkenswerthe 
Form  an,  welche  gleichfalls  von  Lag  ränge  zuerst  gegeben  wurde. 

Es  werden  a;,.,  y^,  z^  Functionen  von  gj,  g,,  ...  g  .    Multipliciren  wir  die 

obigen   Gleichungen   der   Reihe   nach    mit    den    partiellen   Differentialquotienten 

dx-    dy^    dz^ 

;5 — .  ö — ,  7i —  von  Xi,  y..,  Zj  nach  einer,  g.,  der  Grössen  g,  addiren  sie  und  sum- 

miren  nach  t  durch  das  ganze  System  hindurch,  so  kommt,  da 

W-  ^g,     ^y,-  ^g,     ^^,-  ^g,/  "^  ^g,  * 

\dx]dq^'^  dy^  dq^"^  dz^  dqj  ""  dq^  '. 

und  diese  Ausdrücke  verschwinden,  weil  ^  (Si,  gji  .  .  .  gJ,  -3f  (gi ,  g^,  .  .  .  gJi  .  .  . 

identisch  Null  sind: 

(d}x^  dx.       d*y.  dy^       d^z.  dz.\ 

wenn  Q^  den  Ausdruck 

(dx.  dy.  dz\ 

darstellt.   Wir  wollen  die  Differentiationen  nach  der  Zeit  durch  angefügte  Accente  be- 

dx^  dy^  dz. 

zeichnen, nämlich  -y—  =  0;'.,     .,=»!/;,  -rr  =  ^!  setzen  und  die  vorstehende  Glei- 

dt  *     dt        ^*     dt         • 

chung  also  schreiben: 

(dxf^  dXf       dy'.  dy.       dz.  dzA 

Nun  ist: 

d  \    ^<  '^V'i  3<\  \dx\dx\      d%f^dy\       dz'.dz'.] 

drr-^'^'T'a?,  +  ^ä7; "^ ''- äil'^-^^'a äv  a7,  +  ^  ^g,  +  ^T  ^; 

+  ^*^'  r«  di  a^  +  ^'  Tt  F7,  +  "'^  di  ¥,r 

SOKBLL,  ICaohanlk.    II.  ^t^ 
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Der  Ausdruck  links  hat  die  Bedeutung 


d 
dt 


f     dx'.  di/i  d^i]        d      d  d     BT 


wenn  die  halbe  lebendige  Kraft  mit  T  bezeichnet  wird,  nämlich 

Die  zweite  Summe  rechter  Hand  gestaltet  sich  folgendermassen  um.    Es  bestehen, 
da  x^,  y.,  z^  Functionen  der  neuen  Yariabelen  werden,  die  Gleichimgen: 

dx^  dx-  d  x^ 

,     ^Vi  .  .  ^Vi  .  .        .  a« 

Vi' 


dy.           dy- 

a3/'  +  a3/'  +  - 

dy. 

dz.           dz^ 

dz. 

worin   cf.  =»  -^,    o«  =-  -^,  .  .  .  o'  «  tti  •  •  •  9^,  =■  -tt   i»^-    DifTerentiirt   man 
^         dt      ^-^        dt  *        dt  ^        at 

diese  in  $'i,  ^2)  •  •  •  9«}  •  •  •  9^  linearen  Ausdrücke  nach  q'^^  so  ergibt  sich 

dx'.       dx.      d\f^       dy^       ds^.      dz^ 

H^^V     H'^Ws'     ^s^H' 
Wir  können  d(iher  die  Differentialqnotienten  von  x'^,  j/|. ,  «|.  nach  9^  nnd  die  ent- 
sprechenden Differentialqaotienten  ihrer  Derivirten  x^,  y^,  z^  nach  9,  vertauschen 
und  erhalten  für  die  zweite  Snmme  rechts: 


f •"•  n dt  ä7;  "^  ^'  rf~«  ¥,  ■*"  '  äi  dq'Ji 
f  •"•  r-  Tt  di,  +  "■  dt  di, + '^  dt  8^;  I 


Differentiiren  wir  aber  die  Ausdrücke  für  af^ ,  yj. ,  z\  nach  g^ ,  so  erhalten  wir: 

dx. 
dx'.         d^x.      ^  d*x.      ^  d\      ^  dq^  j   dx^ 

ä7, ^  ä^:ä^  «'^  +  ä^;^  «2  +  •••  +  ^-^ - «; -  "ä^  «'1  +  •••  =  di  ä7, 

^?,       dt  dq^*     dq^^  dt  dq^ 

d     ^^i 
Indem  wir  daher  die  Werthe  für  die  Differentialquotienten  —  •  ^i . . .  einführen, 

folgt  weiter  für  die  zweite  Summe  rechts  die  Form: 

idx'.         ^  dy]  dz'.]         a  dT 

.    dx'^       dx.     dy\       dy. 
und  da  die  erste  Summe  rechts  vermOge  der  Relationen  0-17  =■  0—  >   ^rr  =  k~  .... 

öi^     dq^   a^,     a^/ 

gleich  Q^  ist,  so  erhalten  wir  als  eine  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 
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ä     dT_  BT 

oder 

d     ^__dT 

welches  die  zweite  Lag  ränge 'sehe  Form  ist.  Indem  wir  8  von  1  bis  ^  variiren 
lassen,  gewinnen  wir  die  ^  Bewegungsgleichnngen,  welche  9t,  ^2)  •  •  •  9u  ^^ 
FnnctioDen  yon  t  liefern. 

Setzt  man  in  den  Ausdruck  der  Elementararbeit  Z  {X.dx-  -\-  Y.dy^  -|-  Z^dz^) 

dx^  dXf  dx. 

für  dx..  dy..  dz.  ihre  Ausdrücke  dx.  =^  ^—  d q.  4-  ^-~  dq^  +  ■•   +7^-  da..  u.8.w. 
»       ^«^       •  *       e?5,     ^*       dq^  Cq^    ^^ 

ein,  so  nimmt  er  die  Gestalt  an 

QxHi  +  Q%dq^  +  •  •  +  QM.  +  •  •  +  Q^H^  =  ^Q.dq^. 
wo  Q^  die  oben  bezeichneten  Ausdrücke  sind.  Man  findet  daher  die  Grössen 
Q^,  indem  man  die  Elementararbeit  der  gegebenen  Kräfte  nach  der  Differentiation 
dq^  der  Coordinaten  ordnet;  sie  sind  deren  Coefßcienten;  oder  auch,  indem  man 
die  partiellen  Arbeiten  bestimmt,  welche  den  blossen  Aenderungen  dq^  der  Coor- 
dinaten einzeln  mit  Constantsetzung  aller  übrigen  entsprechen. 

§.  2.  Im  Falle,  dass  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  gilt  (S.  642), 
kann  man  zu  den  Lagrange'schen  Gleichungen  auf  folgendem  etwas  einfacherem 
Wege  gelangen,  den  ßall  angegeben  hat  (On  an  elementary  proof  of  Lagrange' 8 
equaiion8  of  motion  in  generalized  coordinate8,  Proceeding8  of  the  B.  Irish  Aca- 
demy,  2*.  Ser.,  Vol.  II  [1876  —  77],  pp.  463—464). 

Das  System  erleide  eine  Verschiebung,  sodass  die  Coordinaten  q^  sich  um 
dq^  ändern;  der  Punkt  m,.  {x.^  ^,.,  z.)  erleidet  dadurch  parallel  den  Axen  die  par- 

dx.  dy^  dz^ 

tiellen  Verschiebungen  ^  -  ^j, ,  0—  ^9, ,  ^  ^q»  ^^^  ^^  Arbeit  der  an  ihm  an- 

d^x.         d^y.         d^z^ 
greifenden  Kräfte  m  -^-5- ,    m  -j-^ ,    m  -r-^ ,  durch  das    ganze   System    summirt, 

gibt  die  totale,  längs  den  Verschiebungen  $q^   geleistete  Arbeit 

(dx.  d^x.       dy.  d^y.       dz.  d^z.\ 

Die  potentielle  Energie  hat  hierdurch  eine  Abnahme  erlitten  gleich 


Nun  ist 


mithin 


Femer  ist 


^^j,  ;r      V       (^^(d^^i    ,    ^Vid^y^       dz,d^z\ 

-*-.((S)^(Ä)"+(Ä)'|. 

cT  [dx^  d^x.        dy^  d^^      dz^    d^z.  | 

C^qs^         *\dt    dtdq^"^  dt    dtdq^'^dtdtdqj' 

dt  ^  dqi    dt  "^  dq^    dt   ^  ^  dq/  dt  '^ 


dx^  dx.  dXf 

a^-«''  +  ä5- «'«  +  ■■•  +  ¥.•«•  + 


w>* 
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woraas  sich  ergibt: 

^    dx^       dx. 


K  dt        dq. 
Daher  erhalten  wir 


dT 


1^'   1-^  jL.^ll   L.^ll  A.^Ii  L.   ^1 

•  \dt  a?;  dt  "^  dt  a^;  dt  7  dt  ag;  dt  j 

•U*    dq^'^  dt    dq^'^  dt    dqj' 


Differentiiren  wir  jetzt,  so  folgt  leicht 

jd^  ar  __  ar  ^  _  acT 
dt  ä^;     ag, ""    ag/ 

§.  3.    Wir  wollen  einige  Aufgaben  mit  Hülfe  der  Lagrange'schen  Gleichungen 
der  Bewegung  behandeln. 

Wählt  man  zu  den  Coordinaten  q  die  Polarcoordinaten  r,  •9',  <p,  welche  mit 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y^  z  durch  die  Oleichungen 

X  =  r  cos  '9',     y  =a  r  sin  9'  cos  q>,     z  '^  r  sin  d"  sin  tp 

verbunden  sind,  so  nehmen  die  Bewegrmgsgleichungen  die  Form  an 

dt  [drj       dr  '^^'"     dt  \d»')       d»  ''  ^'^'^    dt  \d<p)       dq>  '^  ^9 
und  sind 


«.-^(^Fi  +  ^H  +  ^sl) 


£&  ist  weiter 

r  .  ix»  (II)'- 1^.  [(-)•+  H  (|f)'+ ,.  .i...(|f)] 

=  i^w  (r  »  +  r« .  ^'»  +  r»  sin«^  •  9  «), 

— -  =mr9'''+ wr  sin'ö' •  qp'*,     ^^-^  =■  wr' sinö"  cosö-'^'*,    ^—=»0, 
ör  cv  0(p 

ar  '  cd"  o<p  ^ 


I»  -z-Tj  —  fitr  '  -^ —  I   —  *w*^  sin  «r  I  ^ —  1 


und  hiermit  werden  die  Bewegungsgleichungen 

(3T)'-"'-(if)'-«- 

3n  an  der  Zahl,  wenn  n  die  Anzahl  der  Punkte  des  Systems  ist. 

Für  9  a  Const.  erh&lt  man  die  Bewegung  eines  ebenen  Sjitems  in   seiner 
Ebene  und  werden  die  Bewegungsgleichungen 
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§.  4.  Zwei  starre  schwere  Körper  Ä^  B  von  den  Massen  m,  m  sind 
gelenkartig  mit  einander  so  verbanden,  dass  sie  am  eine  gemein- 
same Axe  ß  drehbar  sind;  Ä  ist  ferner  drehbar  um  eine  feste  hori- 
zontale, za  p  parallele  Axe  a  and  enthält  die  Ebene  beider  Axen  den 
Massenmittelpankt  von  Ä,  Man  soll  die  Bewegangsgleichangen  für 
das  Gesammtsystem  beider  Körper  aufstellen. 

Es  seien  9,  tp  die  Winkel,  welche  znr  Zeit  t  die  Ebere  (aß)  and  die  Ebene 
(ßSf^y  welche  di^  Axe  ß  mit  dem  Massenmittelpunkte  S^^  von  B  verbindet,  mit 
einer  festen  Ebene,  wozu  wir  die  Yerticalebene,  welche  a  parallel  ist,  wählen 
wollen,  bilden.  Diese  beiden  Coordinaten  bestimmen  die  Lage  des  Systems  voll- 
ständig. Ist  a  der  Abstand  der  beiden  Axen,  so  haben  die  Punkte  der  Axe  ß  die 
Geschwindigkeit  aqt'  und  wenn  b  der  Abstand  des  Punktes  5^  von  ß  ist,  so  ist 
hff/  die  relative  Geschwindigkeit  von  S^^  in  Bezug  auf  ß.  Die  Resultante  von 
atp'  und  hip'  ist  die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  und  da  beide  Componenten 
mit  einander  den  Winkel  ip  —  qp  bilden,  so  ist  das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit 
0*9''  +  ^'V  +  ^ahtp'ip'  cos  (^  —  9).  Ist  daher  %^  der  Trägheitsradins  von  A 
in  Bezug  auf  a ,  x  aber  der  Trägheitsradius  von  B  in  Bezug  auf  die  durch  5^  zu 
den  Axen  a,  ß  parallele  Axe,  so  erhält  man  nach  Cap.  I,  §.  8,  S.  367  für  die 
lebendige  Kraft  des  Systems 

T  —  ^mxj<p'*  +  ^m  [a«9  *  +  ^'^''  +  2a69>'  cos(^  —  <p)]  +  ^mx^rp'^ 
Hieraus  ergeben  sich 

— .«=.mitjqp'+»w'o'9'+»*'a^co8(^  — (p)i/>',    ^— ?  =^w'(6*+*''')V+w'o6co8('V»— 9), 

—  msa  m  ah  8in(i/>  —  9)  9'-^',  ^—  =»  —  rn  ah  sin  {ip  —  9)  tp'ip* 

und  gehen  die  Gleichungen  der  Bewegung,  nämlich 

d_  (dT\  __  ar  ä^  (dT\  _^J£_o 

dt  \J^)       dq>  ^  ^y'  dt  [dip'J       drp  ""  ^»Z' 

zunächst  über  in 

(m%l  +  tn'a")  j^  +mah  ^  j^  cos  (xp  -  9)1  -  ma6  sin  (1/;  -  9)  ^  ^  =  ^^  , 

um  Q    und  Q^  zu  finden,  erinnern  wir  daran,  dass  diese  Grössen  die  Coeffi- 

eienten  von  d(p  und  d'ip  in  dem  Ausdrucke  2  {XSx  -{-  •  •  •)  der  Elementararbeit 
der  gegebenen  Kräfte  sind,  wenn  derselbe  in  den  Coordinaten  9,  rp  dargestellt 
wird.    Dies   kommt   darauf  hinaus,   dass  Q^dqt,  Q^<2^  ^^^   partiellen  Arbeiten 

sind,  welche  geleistet  werden,  wenn  ip^  resp.  9  als  constant  betrachtet  werden. 
Die  Kräfte  sind  aber  das  Gewicht  mg  von  A^  angreifend  am  Massenmittelpunkte 
S^  von  A  und  das  Gewicht  mg  von  JS,  angreifend  an  S^^.    Ist  c  der  Abstand  des 

Punktes  8^  von  der  Axe  a,   so  sind  die  Abstände  y^,  y^^  S^  und  5^  von  der 

Horizontalebene  der  Axe  a 

y^am  c  cos  9 ,        y^t^a  cos  9  -|-  6  cos  ip . 

Wächst  non  blos  9  um  ^9,  so  ist  die  Elementararbeit 
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Oy ^9  =" ^9  -f^  ^V  +  ^9  j—  dtp  =^  —  g  {mc  +  ma)  sin tp dtp 
und  ebenso,  wenn  rp  allein  um  d'^'  zunimmt,  die  Elementararbeit 

C^.d-V  =  »*V  T;r  ^^  "^  —  ^'^V^  Bin^d^. 

In  die  Bewegungsgleicbnngen  sind  daher  noch  die  GrOssen 

Qtp  =>  —  9  {mc  +  ma)  sin 9,         Q^,  =  —  mgb  sin ^ 

einzufahren. 

Das  Gesammtsystem  der  Körper  A  und  B  kann  solche  Bewegungen  machen, 
dass  es  ein  einziges  unveränderliches  System  bildet.  Dazu  ist  erforderlich^  dass 
während  der  Bewegung  der  Winkel  1^  —  tp  constant  bleibe.  Setzen  wir  qp  —  -^  =  <y, 
so  nehmen  die  Gleichungen  die  Form  an 

(wxJ  +  ^Äj  jTF  +waocos<j^-f  —  mao Sinex—-  -^  =  —  g  {m c -{- m a) sin  tp , 

'  /r«    I       »x  ^V     I        '     r  <^V     I        '    r     •         dtp  dil)  »    ,      • 

m  (0*4-*^  ^-f +mao cos cy^  +  m  ah  Bin a  jj  -=j  ^  —  mghsinrp 

und  wenn  insbesondere  er  =»  0,  d.  h.  qp  =>  ^^  werden  soll,  d.  h.  wenn  die  Massen- 
mittelpunkte S^,  Sf^  beide  in  die  Ebene  (aß)  fallen  sollen,  so  werden  dieselben 

d^tp  g  (mc  +  ma) 

^V    i  9^  ' 

JF  +  :6M='^+^&  '"""^  ^  ^ 

Beide  Gleichungen  stellen  identisch  die  Pendelbewegung  dar,  welche  das  Ge- 
sammtsystem nunmehr  um  die  Axe  a  ausfährt.  Die  Gleichsetzung  der  Coef- 
ficienten  liefert  daher  mit  Rücksicht  auf  c  ='  a  -\-  h  die  Bedingung  für  das  Ein- 
treten der  speciellen  vorausgesetzten  Bewegungsart;  nämlich 

m x2  +  m  (o*  +  a6)       &>«  ^  x»  +  ab 
mc  +  m'a  b 

Indem  wir  bedenken,  dass  b^  -f*  *^  ^^^  Quadrat  des  Trägheitsradius  x^  des  Kör- 

pers  B  in  Bezug  auf  die  Axe  ß  und  a  +  b  ^=  c  ist,  sowie,  dass  -    und  -^   die 

c  0 

einfachen  Pendellängen  2^,  l^  sind,  welche  den  Schwingungen  der  Körper  Ä  und 

B  einzeln  um  die  Axen  a  und  ß  entsprechen,  können  wir  diese  Bedingung  auf 

die  Form  bringen: 

l.  —  b' 


h  —  h 

a  ß 


«(■+:-  '^-) 


in  welcher  sie  blos  die  beiden  Pendellängen  und  die  Abstände  der  beiden  Massen- 
mittelpunkte  der  Körper  -4,  B  von  den  Axen  a,  ß  enthält.     Sind  ~  und     " 

sehr  klein,  so  hat  man  näherungsweise  a  =^}^  —  ^rt  ^  ^^^  fhigLche  Beding^ong. 

Eine  Glocke  und  ihr  Klöppel  bilden  zwei  Körper  Ay  B  von  der  hier  voran»- 
gesetiten  Verbindungsart.  Die  vorstehende  Betrachtung  zeigt,  dats  es  auf  yiele 
Arten  sich  ereignen  kann,  dass  der  Klöppel  nicht  anschlägt  und  die  Glocke  also 
nicht  geläutet  werden  kann.     Vgl.'  Veit  mann,  die  Kölner  Kaisetglocke.     Eni- 
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hüllungen  über  die  Art  und  Weise,  wie  der  Kölner  Dom  zu  einer  missrathenen 
Glocke  gekommen  ist.  Bonn  1880.  In  dieser  Schrift  wird  der  einfachste  aller 
möglichen  Fälle,  in  welchen  Glocken  und  Klöppel,  wie  ein  unveränderliches 
System  schwingen  und  der  Klöppel  folglich  nicht  anschlägt  {(p  ss»  ip)  in  der  hier 
entwickelten  Weise  erläutert. 

§.  5.  Zwei  schwere  Punkte  von  den  Massen  m,  m'  sind  durch  einen 
vollkommen  biegsamen  unelastischen  Faden  von  der  Länge  l  ver- 
bunden; m  bewegt  sich  auf  einer  horizontalen  Ebene,  während  ein 
Theil  des  Fadens  mit  m  an  dessen  Ende  durch  eine  unendlichkleino 
Oeffnung  0  in  der  Ebene  vertical  herabhängt.  Man  soll  die  Glei- 
chungen der  Bewegung  dieses  Systems  aufstellen. 

Ist  0  der  Ursprung  eines  Polarcoordinatensystems  der  r,  ^  in  der  horizon- 
talen Ebene,  der  Radiusvector  r  also  das  auf  der  Ebene  aufliegende  FadeustÜck, 
^  der  Winkel  den  dasselbe  mit  irgend  einer  festen  Geraden  der  Ebene  bildet,  so 
ist  die  lebendige  Kraft  von  m  gleich  m  (r^  -\-  r*^'*),  die  von  m  gleich  mV'*,  da 
die  Fadenlänge  constant  und  also  die  Geschwindigkeitscomponenten  beider  Punkte 
in  der  Richtuug  des  Fadens  gleich  sind.    Daher  ist 

T  =  ^ w  (r*  +  r«ö-'*)  +  i mr\ 

dT       dT  _,      dT  ^,,      dT 


—  ^{^m  +  m)r\     ^-^,  «=  mr«^',     ^  =  wr*'«, 


0. 


Da  da  Gewicht  mg  von  dem  Widerstände  der  £fbene  getilgt  wird,  so  ist  tng  die 
einzige  in  Betracht  kommende  Kraft  und  die  Elementararbeit,  welche  einer 
Aendenmg  von  r  entspricht,  Q^dr  =  —  mgdr,  die  einer  Aendernng  von  &  ent- 
sprechende aber  Q^dd-  =  0,  mithin  Q^  =»  —  mg,  Q^  =  0.  Daher  werden  die 
Bewegnngsgleichungen 

Subtrahirt  man  auf  beiden  Seiten  der  ersten  dieser  Gleichungen  m'r^  (jt)  ^^^ 
integrirt  die  zweite,  so  kommt 

d^r        ,  (di&V  m'       (     .      (d^\\      d»         h 


-"'^'(ä?y=~mT-t^(^+^Gf))' 


di*  \dt/  m  +  w'V  \dt//'    dt        mr^' 

wo  h  eine  Constante  bedeutet.    Die  linke  Seite  der  ersten   dieser  letzten   Glei- 
chungen ist  die  Beschleunigimg  des  Punktes  m  in  der  Richtung  des  Radiusvectors 

r  (s.  B.  I,  S.  352),  während  die  zu  ihr  senkrechte  Beschleunigung        -^  (r*       j 

gleich   Null  ist.     Daher  ist  die  Kraft   P,   welche  m   beschleunigt,   nach  0  ge- 


richtet imd 

^ .       mm* 


(9  +  ^r,>)  ■ 


1»  -f-  IW 

§.  6.  Bewegung  des  Pendels  mit  Rücksicht  auf  die  Bewegung  der 
Erde.  Die  relative  Beschleunigung  eines  Punktes  in  einem  in  Bewegung  be- 
griffenen System  hat  nach  B.  I,  S.  523  zu  Componenten:  1.  Die  absolute  Be- 
schleunigung des  Punktes,  2.  die  entgegengesetzt  genommene  Beschleunigung  des 
mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  und  3.  die  zusammengesetzte  Centri- 
fiigalbesobleunigung.  Indem  man  dieselben  mit  der  Masse  m  des  Punktes  multi- 
plioirt,  erhält  man  die  drei  Componenten  der  Kraft,  welche  demselben  seine  Be- 
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schleanigung  zu  ertheilen  vermag.  Indem  hiemach  zu  der  resoluten  beschleu- 
nigenden Kraft  die  beiden  andern  Kräffce,  nämlich  die  entgegengesetzte  Kraft  des 
Sjstempunktes  und  die  zusammengesetzte  Centrifugalkraft  hinzugefügt  werden, 
kann  ein  Problem  der  relativen  Bewegung,  wie  ein  Problem  der  absoluten  Be- 
wegung behandelt  werden. 

Wir  wählen  den  Aufhängepunkt  des  Pendels  von  der  Länge  l  zum  Ursprung, 
die  Verticale  zur  z-kxe,  positiv  aufwärts  gerechnet,  die  Tangente  des  Parallel- 
kreises und  des  Meridians  zur  x-  und  y-Axe  des  Coordinatensystems ,  sodass  die 
positiven  Axen  der  x  und  y  nach  Osten  und  Süden  gerichtet  sind.  Es  sei  femer 
9  der  Winkel,  den  die  Vertical ebene,  welche  den  Pendelfaden  enthält,  mit  der 
072^- Ebene  bilden,  und  d"  der  Neigungswinkel  desselben  gegen  die  Verticale.  Die 
Coordinaten  des  Pendelpunktes  sind  dann 

o;  sa  7  sin  ^  cos  <p,        y  =  Z  sin  ö*  sin  qp,        xr  =  —  l  cos  d*. 

Auf  diesen  Punkt  wirken  1.  das  absolute  Gewicht  mG  desselben,  dessen  Elementar- 
arbeit —  mGd  (l  cos ^)  ^='  in G  sind' dd"  idt;  2.  die  Kraft  des  Systempunktes,  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommen.  Ist  a  der  Endradius,  also  a  cos  X  der  Radius 
des  Parallclkreises,  wo  X  die  geographische  Breite  ist,  so  wird  to^a  cos  X  die  Be- 
schleunigung und  moD^a  cos  X  die  in  Frage  kommende  Kraft,  welche  in  die  Ver- 
längerung des  Radius  des  Parallelkreises  fällt  und  mit  den  Axen  die  Winkel  ^«, 
^9r  —  X,  X  bildet.  Ihre  Componenten  sind  mithin  0,  mco'asin/lcosil,  mea'a cos'il. 
Die  Arbeit  dieser  Kraft  ist  daher  moa^a  cosX  (sinXdy  -f  cobX9z)  und  nimmt  mit 
Hülfe  der  Werthe  von  dy,  Öz  die  Form  an 

m (o^al  cos  X  [(cos  X  sin  ^  -|-  ^^^  ^  ^^^ ^  ^^^  7)  ^^  4~  ^^^  ^  ^^^  ^  ^08  q>  dqp]. 
3.  Die  zusammengesetzte  Centrifugalkraft  hat  zu  Componenten 

^      (    dz  dy\  ^      l    dx  dz\  ^     (    dy  dx\ 

wenn  p ,  $ ,  r  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  oo  sind^  nämlich  p  =s  Oi 
q  s=a  (o  cos  /l,  r  =a  0)  sin  X.     Ihre  Arbeit  ist  daher 

r/dy    ,    .        dz         \  ^  dx    .    ^  ^      ,    dx         ^  ^  1 

2ma)    i^^  sm  X  —  3-  cos  X]  dx  —  ^-r  sm  Xdy  +  -tt  cos  Xiz 
L\dt  dt  /  dt  -^    ^   dt  J 

oder,  nach  Einführung  der  Werthe  für  x,  y,  z: 

2maiP  sin  ^  (sin  X  cos ö"  +  cos  A  sin ö*  sin tp)  l-^  ^^  ~  JT  ^^)  ' 

Mit  Hülfe  der  Arbeit  der  drei  Kräfte  bildet  man  leicht  den  Ausdruck  für  die  Ge- 
sammtarbeit,  welche  die  Form 

e^tf^  +  e^^v 

hat.    Die  Lagrange'schen  Gleichungen 

dt'  dtp'       dtp  ^  ^<P' 
gehen  über  in 

l    T77  —  sin  %•  cos-O"  (-^)    =  (r  sin  d  -f  to'^a  cos  X  (cos  il  sin  <9-  +  WQ ^  cos-O*  sin  tp) 

+  2^0)  sin  ö"  -TT  (sin  X  cos  d  -1-  cos  /l  sin  •9'  sin  0), 
dt 


'ä 


A    i  A     \  AA 

-^  (sin'd^j  B-o>'a8inZco8lsindcos9  — 2(0  Z  sind" -^Y  (sin  X  cos  d-|rCosil  sind  sin  9>). 


J 
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Diese  Gleichungen  gestatten  nur  eine   approximative  Integration   für  ein   belie- 
biges l.    Für  den  Pol  ist  X  »  -^tt;  hierfür  werden  sie 

l    j-j sin^cos^  i^j    =GBin^-fa)*a(8in^4-Bi'i^cosd8inqp)  +  27a)8in*d  -rysincp, 

,   ^   (sin«^^)  -  -  2a)Z  sin»^  ^  siny. 
dt  \  dt/  dt 

Multiplicirt  man  die  erste  mit  j^,  die  zweite  mit  -^  und   addirt  sie,  so    gibt 

ut  dt 

die  darauffolgende  Integration 

wo  ^0  der  Anf&ngswerth  von  d  ist    Hierzu  gibt  die  zweite,  für  sich  integrirt 

sin*-^  (^  +  e»)  =  Const. 

Diese  beiden  Integrale  sind  das  der  lebendigen  Kraft  und  das  der  Flächen.  Setzt 

man  den  Anfangswerth  von  -^  gleich  —  o ,  so  wird 

dt 

dt^^""^ 
d.  h.  die  Verticalebene  des  Pendels  rotirt  gleichförmig  mn  die  Erdaxe. 

§.  7.    Im  Falle,  dase  eine  Kräftefanction  U  existirt,  haben  vir: 

n     t(^  ^*'  I  V  ^y«  .  .,  ^'A     ^(d  u  s^i  ,  du  <>yi  ,  du  ^«A     du 
*• "  f  \^*  ä7,  +   ■■  ä?.  +  '•  dj  =  f  Va^.  aT.  +  ^y,  ¥.  +  ä^  ?^^  =  dj, 

und  werden  mithin  die  Bewegungsgleichungen  in  diesem  Falle: 

_d    ar     a  (T  +  t;) 

oder  wenn  man  noch  -^-^  »■  p     setzt: 

dp,       diT+  U)  dT  _  ,    o    Q 

Substitnirt  man  die  linearen  Ausdrücke 

dx.  d  x^ 


in  den  Ausdruck 


so   wird  r  eine   homogene  Function  2.  Grades  der  Grössen  gf'j ,  ^j  >  •   ■  iu  ^^^ 
folglich  nach  dem  Euler' sehen  Satze  über  die  homogenen  Functionen: 
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'^  =  ä^«'  +  ä^''  +  "'  +  ä^;''" 

oder    mit  Rücksicht  auf  -^r-r  '^  P,'- 

^T  =^  p,q\  +  p^q\  ^Pf,q'^' 

Wenn  die  Yariabelen  q  so  gewählt  werden  können,  dass  eine  von  ihnen,  g« ,  in 
der  Kräftefnnction  U  und  in  dem  Ausdrucke  T  der  halben  lebendigen  Kraft  nicht 
vorkommt,  während  letztere  Grösse  den  Differentialquotienten  ^  enthalten  kann, 

so  wird        o     — ■  =  0,  also  -^  =  0    und    ergibt    sich    mithin    ein    Integral 

p^  s»  Canst.  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  unmittelbar. 

Dies  tritt  z.  B.  bei  der  New  tonischen  Attraction  eines  Punktes  nach  einem 
festen  Centrum  ein.  Denn  für  dies  Centrum  als  Ursprung  der  Polarcooidinaten 
3i  =  ^1  3»  =*  *»  &  =  V  ^*^  man: 

ir  =  -  -^  ,    T=^\m{f^  +  r«*'«  +  r«  sin«^  •  <p'*) 

(s.  S.  548)  und  kommt  9  nicht  in  U  und  T  und  in  T  blos  tp   vor.    Daher  ist 

jPa  =-  ^— ,  =  ^— j  =»  mr^  sm*^  •  9  =  Canst. y 
Oq^        dtp 

oder  r^  »in*  &  -  €p*  ==»  Const  ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen.  Vermöge  der 
Transformationsformeln  x  =  r  cos  •9',  j^  =  r  sin  ^  cos  <p,  jff=»rBin^sin<p  ergibt 

sich  tg  9  =»  —  ,         ,     =»  ^^ ^^— ,   d.  h    r'  sin*  &  '  m  =  ye  —  ye  =  Cbti^i., 

y         COS'9  y  ^  if  ir 

nämlich  das  Princip  der  Flächen. 

§.  8.  Man  kann  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  der  Lagrange'schen  Form 
aus  folgendem,  von  Hamilton  zuerst  aufgestellten  Principe  ableiten: 

Wenn  die  Lage  des  Systems  zu  einer  Anfangszeit  t  =»  t^  und  einer 
Endzeit  t  =  ti  fest  gegeben  ist^  T  die  halbe  lebendige  Kraft  und  dU die 
Elementararbeit  der  Kräfte  für  irgend  eine  mit  den  Bedingungen 
des  Systems  verträgliche  Verschiebung  bedeutet,  so  ist 

'1 

C{dT+dU)dt='0 

für  alle  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Verschiebungen,  wobei 
die  den  Zeiten  t^  und  t^  entsprechenden  Verschiebungen  Null  sind. 
Denn  es  ist 

T^^Zm  (x*  +  y*  +  /«),      dL'  =  2{Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 

/dxd'9x    .   dyd'9y   .   dzd'dz\ 
'^         \di  ~dr  ■*"  dt  ~dr  "^  dt  "dTJ 

und  daher 
HdT  +  du)  dt  =  rrzrn  (^  ^-  +  •••)  +2:(X9x+Ydy  +  Zde'j  dt. 

4  A  • 
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Nim  liefert  aber  die  partielle  Integration 

und  da  für  t  =»  f^,  wie  für  t  ^^  t^  alle  dx,  Sy,  8z  Null  sind,  so  wird 


i»  u 


Indem  man  diesen  Ausdruck  in  das  Hamilton'sche  Integral  einführt,  erhält  man 


i\$T  +  8U)dt 

weil  nach  dem  D'Alembert'schen  Princip  die  Summe  unter   dem  Integralzeichen 
für  alle  verträglichen  Verschiebungen  verschwindet. 

Die  Grösse  du  =  XSx  +  Y8y  +  Z8z  stellt  die  Elementararbeit  der  KrÄfte 
dar  und  ist  es  nicht  gefordert,  dass  sie  das  Differential  einer  Fonction  U  sei.  Ist 
dies  der  Fall,  dann  kann  das  Princip  in  der  Form  geschrieben  werden: 

j 

8  I  iT+  U)dt^O, 

Um  non  aus  dem  Hamilton'schen  Princip  die  Lagrange'schen  Bewegungs- 
gleichungen zu  erhalten,  führen  wir  in  dT  und  dU  die  Coordinaten  9if92«-"9ji«'"9ii 
ein.    Es  wird  dadurch  mit  Hülfe  der  Ausdrücke  für  x'^ »  ^|- 1  ic^- 1  •  •  •   <le8  §•  1  ^i^ 

Grösse  T  eine  Function  der  Grössen  q^  und  ihrer  Differentialquotienten  9«  ="  37 
und  mithin 

"■  - -^  (ä~  ". + ff  ";)  ■ 

d  ü  geht  aber  über  in 

dU^  Z  {X8x  +  YÖy  +  ZSz)  =  ZQ^dq^. 
Hierdurch  geht  die  Gleichung  des  Prineips  über  in 

Nun  ist  aber 

und  also  wegen  der  festen  Grenzen 
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and  wenn  man  dies  einfugt 

t 


s'H'^-"-j'm"-" 


woraus  folgt 


Sind  nun  die  Coordinaten  q^  so  gewählt,  dass  sie  die  Bedingungen,  denen  das 
System  unterworfen  ist,  identisch  erfüllen,  so  sind  alle  9q^  von  einander  unab- 
hängig und  müssen  daher  die  CoefHcienten  derselben  verschwinden,  was  su  den 
Gleichungen 

führt. 

Ueber  die  Ausdehnung  dieser  Methode  auf  den  Fall,  dass  U  auch  die  Com- 
ponenten  der  Geschwindigkeit  und  mithin  auch  q^  enthält,  s.  Holzmüller,  Ueber 
die  Anwendung  der  Jacobi- Hamilton 'sehen  Methode  auf  den  Fall  der  An- 
ziehung eines  Punktes  nach  dem  electrodynambchen  Gesetz  von  Weber  [Schlö- 
milch's  Zeitschrift  f.  Mathem.  u.  Physik  ß.  XV,  S.  69  (1870)]. •) 

§.  9.  Mit  dem  Hamilton'schen  Princip  sehr  nahe  verwandt  ist  ein  anderes 
Princip,  mit  Hülfe  dessen  man  gleichfalls  die  Bewegungsgleichungen  erhalten 
kann,  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung.  (Vgl.  S.  165  und  B.  I,  S.  351.) 
Gilt  nämlich  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  so  ist  dU  '^  öT  und  nimmt  das 
Hamilton'sche  Princip  die  Form  an 

k 

9  Arde  — 0, 

oder,  wenn  man  T  «»  l  Ztnv^  und  vdt  =»  ds.  einsetzt 


9   j  Ztn^v.ds^  =  0, 


eine    Form,    auf    welche    wir    nachher    zurückkommen    werden.     Indem    man 

d«?  dsf 

2Tdt  c=  Zm.vfdt  =  2tn.  -^  schreibt  und  aus  Zm.v}  =-  £m-  -^ '=^  2  (U  +  h) 

den  Werth 


it        V 


2{U  +  h) 


dt        V     Zmjis} 


*)  Im  Anschlüsse  hieran  glauben  wir  hinzufügen  zu  dürfen,  dass  in  neuerer 
Zeit  der  erfolgreiche  Versuch  gemacht  worden  ist,  die  Bewegungsgleichnngen 
eines  Ponktes,  insbesondere  auch  die,  welche  das  Weber'sche  Gesetz  betreffen, 
durch  reines  Baisonnement  zu  entwickeln.  Vgl.  hierüber  die  gehaltvolle  Schrift 
von  A.  Fick,  üeber  die  der  Mechanik  zu  Grunde  liegenden  Anschaunngen  (Ver- 
handl.  d.  phy8.-medic.  Geeellsch.  zu  Würzburg.  N.  F.  XIV.  Bd.). 


IV.Th.,Cap.Vn,§.  9.         Princip  der  kleinsten  Wirkung.  557 

entnimmt,  wird  die  Gleich ang 

d    /)/2(Lr+  h)  yZm.dsf  =  0, 

in  welcher  die  Zeit  t  nicht   mehr   applicit   vorkommt.    Indem  man  statt  t   eine 
der  Coordinaten,  z.  B.  x^  als  nnabhängige  Variabele  wählt,  kann  man  schreiben 

dJVHÜ+h)]/ 2m,  &I  .  dx,  =  dJVnÜ+K)  >/-2;m,«.»  +  y;.«  +  0  •  dx, 

=-*  I  PdXi  ^  I dP'  dx^, 

indem  man 

dX'  dy-  dz- 

d«?  =  da;?  +  dy?  +  d«?  ,     -r-^  =  ä'  ,     -^-  =-  v,    -r-^  ==•  z\ 


setzt    Da  P  von  den  x, ,  ^^. ,  z, ,  rrj. ,  %f, ,  z\  abhängt ,  so  ist 

>T>  vf^-P>  k'^^X  X^^>         ^^^X      '      I      ^-P*     '      I     ^^»A 

^^'--^läS^^^'  +  äj^/^'  +  ä^^^'  +  F^/^'  +  äj^- 

und  wenn  man  die  partiellen  Integrationen,  wie 

/dJP  fdP  dSx. 

(da  dx^  an  den  Grenzen  der  Integration  verschwindet,  weil  die  Anfangs-  und  End- 
punkte fest  bleiben)  benutzt,  so  wird 

Setzt  man  zur  Abkürzung  A  =  2(ü'+ä),  B=»  Zm.  (x'^  +  yj.«  +  ;?;*),  so  wird 
P  =-  V^Z  .  |/J5  und 

dx^       dx,  \dx^J  V  A   ^«t      äx^\   *y  B   dxj 

oder  da 


^".•?  ■  ük) 


V  A^  y  2  (17+  Ä)  "1/  ^^i^}  dx, 

ist, 

a«,       dx^  \d  afj^y  A  [d  X,       ^i  dt^  )  ' 
Durch  Einf&hrung  dieses  und  der  beiden  ähnlichen  Ausdrücke  ergibt  sich  endlich 

/dU  d*y\  {dU  d*t.\      "1 
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welche  Gleichung  wegen  der  Willkfirlichkeit  der  Grössen  ifx^,  dy.^  dz^  in  die 
Bewegungggleichungen 

d^^i     du    ^        d^Vi     du     ^        ^'^-     du     ^ 

*  dt'       ox^         '         *  dv        oy-  •  ar        oe^ 

zerfällt. 

Die  Gleichung  S  C ZmA).d8-  =  0  ist  nur  die  Grundbedingung  dafOr,  dass  die 
Function    V  «=  f  Zm.v^ds^  ein  Maximum   oder    ein  Minimum    sei.     Das  Princip 

der  kleinsten  Wirkung,  welches  eine  solche  Eigenschaft  des  Maximums  oder  Mini- 
mums behauptet,  lautet  nun: 

Wenn  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  wird  das  Integral 


■/ 


Stn^v^dSf , 


auf  den  ganzen  Verlauf  der  Bewegung  des  Systems  aus  einer  be- 
stimmten ersten  Lage  in  eine  bestimmte  zweite  Lage  erstreckt,  für 
die  wirkliche  Bewegung  im  Allgemeinen  ein  Minimum^  d.  h.  kleiner, 
als  wenn  das  System  durch  irgend  einen  anderen  Uebergang,  welcher 
mit  den  Bedingungen  desselben  vereinbar  ist,  aus  der  ersten  Lage 
in  die  zweite  gelangt. 

Für  einen  einzelnen  Punkt  kann  der  Beweis,  wie  S.  164,  mit  Hülfe  der 
Niveauflächen  gefahrt  werden,  indem  man  für  die  Spannung  T  dortselbst  die  Ge- 
schwindigkeit V  setzt  Es  kann,  wie  sich  hieraus  ergibt,  V  für  andere  benach- 
barte Curven,  als  die  wirkliche  Bahn  grösser  werden,  als  für  die  wirkliche  Be- 
wegung; mithin  ist  ein  Maximum  nicht  möglich.  Dass  ein  Minimum  nun  wirklich 
eintritt,  kann  hieraus  noch  nicht  gefolgert  werden,  denn  dieses  setzt  voraus,  dass 
für  alle  Nachbarcurven  V  grösser  wird,  und  es  ist  wohl  denkbar^  dass  der  Fall 
eintreten  könnte,  dass  es  für  gewisse  Curven  grösser,  für  andere  kleiner  ausfallen 
könnte,  als  wie  für  die  wirkliche  Bahn  und  dann  würde  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  eintreten  können.  In  der  That  hat  Jacobi  gezeigt,  dass  in 
gewissen  Fällen  V  nur  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  die  Eigenschaft  des 
Minimums  zukommt,  über  denselben  hinaus  sie  aber  verliert.  So  z.  B.,  wenn  der 
Punkt  bei  constanter  Geschwindigkeit  eine  kürzeste  Linie  auf  einer  Fl&che  be- 
schreibt. Wenn  nämlich  alle  von  dem  Anfangspunkte  auf  der  Fläche  nach  den 
verschiedenen  Richtungen  auslaufenden  kürzesten  Linien  eine  Enveloppe  bilden, 
so  besteht  die  Eigenschaft  des  Minimums  von  V  nur  von  jenem  Anfangspunkte 
bis  zu  dem  Berührungspunkte  seiner  Bahn  mit  der  Enveloppe.  (VgL  Jacobi, 
Vorlesungen  über  Dynamik,  S.  46.) 

Für  ein  System  sind  ähnliche  Betrachtungen  versucht  worden,  indess  scheint 
es  noch  nicht  gelungen  zu  sein,  sie  zu  dem  wünschenswerthen  Grade  von  Evidenz 
zu  erheben ;  die  analytischen  Untersuchungen ,  welche  die  zweite  Variation  d^  V 
entwickeln,  um  die  Frage  zu  entscheiden,  in  welchen  Fällen  V  ein  wirkliches 
Maximum  oder  Minimum  werde,  sind  zu  complicirt,  als  dass  wir  sie  hier  zum 
Vortheil  des  Unterrichtes  entwickeln  könnten.  Wir  begnügen  uns  hinsichtlich 
der  Entwickelungsgeschichte  des  Princips  auf  A.  Mayer,  Geschichte  des  Principe 
der  kleinsten  Action,  Leipzig  1877,  zu  verweisen. 

§.  10.  Hamilton  hat  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  einer 
eigenthümlichen  Form  gegeben  und  fOr  den  Fall,  dass  eine  Kräfbefunotion  exisiirt^ 
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dieselbe  von  einer  Function  abhängig  gemacht,  welche  er  die  charakteristische 
Function  nennt.    Wir  fanden  §.  6  die  Gleichung 

r* 

Behufs  der  Entwicklung  der  H am il tonischen  Gleichungen  schreiben  wir  sie  so: 

und  differentiiren  sie  vollständig  nach  allen  darin  vorkommenden  Grössen  q^  und 
g^.    Dies  gibt 

oder,  weil  sich  die  beiden  Mittelglieder  tilgen: 

Indem  wir  uns  die  Grössen  Pi,  p^^  >  -  -  Pa  ^^  nexie  Yariabeln  an  die  Stelle 
der  Grössen  ^|,  g'j»  •  *  *  ^u  eingeführt  denken,  wird  T  eine  Function  der  Grössen 
p^  und  q^  imd  wenn  wir  die  Differentialquotienten  von  T,  partiell  nach  p^  und  q^ 
genommen,  unter  dieser  Voraussetzung  in  Klammern  einschliessen,  so  erhalten 
wir  fOr  das  vollständige  Differential  von  T  die  Gleichung: 

Die  Vergleichung  dieser  mit  der  vorigen  Formel  liefert  aber  die  Beziehungen : 

/ar\         ,         [dT\      _  dT 
\dpj^^''       \dqj^      d% 

und  wenn  wir  den  Werth  -f. —  =»  —  ( ^ — |  in  die  Gleichung  _£f  —  a —  =  O.  des 

^%  V^V  dt       ^2,       ^' 

§.  1  einsetzen,  so  folgt 

als  die  HamiltonUche  oder  die  canonische  Form  der  Bewegungsgleichungen. 
Ffir  den  Fall,  dass  eine  Eräftefunction  Z7  exisürt,  welche  von  g^,  nicht  aber  von 

gj,  also  auch  nicht  von  den  fSr  g^  eingeführten  p,  abhängt,  ist  ^,  =■  « —  =■  ( ^ — | 

und  folglich 

dt  \       ^2,      ) 

Aus  demselben  Ghrunde,  dass  U  kein  p^  enthält,  kann  man  aber  die  Gleichung 

gl  —  (ö — I  atich  so  schreiben: 

d(T-  uy 


^.-(^^)- 


Setzt  man  daher  T  —  U  ^»  H  und  tilgt  die  Klammem  als  selbstverständlich,  so 
kann  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  unter  der  über  U  gemachten 
Voraoatetniiig  schreiben: 
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dt        dp,'      dt  ^      dq,' 
und  wenn  keine  Kräfiefunction  existirt: 

dq,       CT        dp,  ^^    in  i    q   « 

dt  ^  dp;      ~di  '"■"äy,"^^"        «=.l,2.3...f». 

o  rp 

Die  Grössen  p,  =  7^ —  sind ,  da  T  eine  homogene  Function  des  zweiten  Grades 

der  Grössen  ^  ist,  lineare  Functionen  von  c(,\  löst  man  daher  das  Gleichongs- 

System  p,  =»  k— 7  auf,  so  ergeben  sich  för  die  ^  lineare  Functionen  von  den  p, , 

deren  Coefficienten  die  q,  enthalten.  Mit  ihrer  Hülfe  treten  die  p,  an  die  Stelle 
der  g;. 

Vermöge  der  Relationen  ^r—,  «■  p.  und  ( r^ — 1  =  q[    besteht    xwischen     den 

^q,        '         \^Ps/       ^ 

Grössen  p^  und  9^  eine  gewisse  Beciprocität. 

Die  Function  H  ^^  T —  U  nennt  Hamilton  die  charakteristische 
Function.  Vgl.  Hamilton  On  a  generaX  mdhod  in  Dynamics;  hy  which  tke 
study  of  the  motions  of  all  free  Systems  of  attracting  or  repelling  points  is  reduced 
to  the  search  and  differentiation  of  one  central  relation  or  characteristic  functian 
{Philosoph.  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London  for  the  yea^  1834,  P.  II, 
p.  247)  und:  Second  essay  on  a  genercU  method  in  Dynamics  (Ibid.  1835,  P.  I, 
p.  96). 

Wir  lernten  die  charakteristische  Function  bereits  Cap.  V,  §.  12  ihrer  mecha- 
nischen Bedeutung  nach,  nämlich  als  die  totale  Energie  des  Systems,  kennen. 

§.  11. ^Hamilton  hat  die  Integration  der  Bewegungsgleichungen  von  einer 
nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichung  abhängig  gemacht,  die  wir  jetsi 
aufstellen  wollen. 

Die  halbe  lebendige  Kraft  T  und  die  Eräftefunciion  ü,  welche  t  auch  ex- 

plicit    enthalten    darf,    seien   durch   die   3  n  —  x  »  ^   Variabein   q,  dargestejilt, 

welche  den  Bedingungen  des  Systems  identisch  genügen.   Wir  bilden  die  Variation 

des  Integrales 

t 

V~  C{.T-\-  U)  dt, 

t 

aber  so,  dass  die  Werthe  an  den  Grenzen  nicht  als  gegeben  angesehen  werden, 
sondern  an  den  Grenzen  andere  Bedingungen  stattfinden.  Indem  wir  abkürzend 
T  -|-  ü"  =  <p  setzen,  erhalten  wir,  da  tp  eine  Function  von  q,  und  q',  ist : 

dV^d  i\dt^  Cdtp^dt^  r{2^^dq\dt+  rtZj^dAdt 
und  vermöge  der  Relation 


.1 


\ 


p. 
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also,  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  r  und  t  iniegprirt  und  die  dem  Werthe  z 
entsprechenden  Anfangswerthe  mit  dem  angefügten  Index  0  bezeichnet: 

t  t 

Setzt  man  dies  in  ^  F  ein ,  so  ergibt  sich : 

'"  -  ^■?'.  -  - 1§  H- +/- (l^  ,4 II)  H-. 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  sehr,  indem  die  eingeklammerten  Grössen  unter 
dem  Integralzeichen  in  Folge  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ver- 
schwinden.   Da  nämlich  ü  keine  g^  enthält,  so  ist 

d^     d  (T  +  U)     ar 

Daher  ist 

df_d^dq>       d{T+ü)        d    dT 

a^;     dt  a^;^     a?;         dt  d^" 

Demnach  bleibt  blos 

- p\H'i  -pl^ql p;^g2 . 

Da  die  Differentialgleichungen  der  Beweging  als  erfüllt  angesehen  werden,  so 
sind  g^  und  9^,  sowie  p^  als  gegebene  Functionen  von  t  und  den  2fi  Constanten 

zu  betrachten,  welche  die  Integration  dieser  Gleichungen  einführt.  Die  Varai- 
tionen  dg^  sind  daher  solche,  welche  aus  der  Aenderung  der  2/i  Constanten  ent- 
springen,  da  t  nicht  variirt  wird   und  dq^   sind  die  der  unteren  Grenze  x  des 

Integrales  V  entsprechenden  Werthe  derselben.  Nun  können  nach  der  Integration 
der  Bewegungsgleichungen  alle  Variabeln,  also  auch  9  als  Functionen  von  t  und 
den  2fi  Constanten  dargestellt  werden.  Diese  Constanten  sind  willkürlich  und 
kann  man  hierzu  die  Anfangswerthe  q^^  }^  wählen.  Es  bilden  die  2/Lt  -f-  1  Va- 
riabeln ^,  q^,  p^  und  die  2fi  Constanten  q^,  p^  ein  System  von  4^^-1-1  Grössen, 

zwischen  welchen  aber  die  2fi  Integralgleichungen  bestehen.  Durch  dieselben 
kann  man  also  die  2fi  Grössen  p^,  p^  durch  t  und  (7^,  q^  darstellen  und  es  wird 

hiernach  V  =^  j  (p  dt  eine  Function  von  t,  q^,  q^.  Hiernach  erhält  man  die  Aen- 
derung von  F,  indem  t  unvariirt  bleibt,  auch  unter  der  Form 

dV  dV 

Die  Vergleichung  beider  Formeln  für  ^F ergibt: 

dV  07       _     ^ 

^  %  "  •^•'      H  ^      ^'  ' 

dV 
Nun  ist  9  SSI  —- ;   da   aber  F  die  Zeit  sowohl  explicit,  als  in  den  Grössen  q 

dt  ' 

implicit  enthält,  so  wird 

BOULL,  MMlUUlik.  II.  ^^ 
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und  mithin: 


dV       dV   .    ^dVdg,        dV   .    ^      , 

dV 

0  =  _  +  2;p,g;-9. 


Es   ist   aber   qp  =  T  +  17,     P,  =  ^    und    Zp^^^  =  S  ^J  ^  =  2T,    also 

^Pg^a  —  9=  ^^  Ü^^Hj  sodass  sich  die  Hamilton' sehe  partielle  Differential- 
gleichang 

ergibt,  welcher  die  Fanction  V  genügen  muss.    Dies  ist  jedoch  so  za  verstehen, 

dV 
dasa  in  H  die  Grösse  q'^  durch  p^  ausgedrückt  und  p^  «=»  -ö—  gesetzt  wird.    Man 

kann  daher  den  Satz  aufstellen: 

Wenn  die  Bewegung,  deren  Gleichungen  sind: 

dq,       dH      dp^  dH  jr       rp       jr  dT 

wo  H  durch  p^  und  q^  dargestellt  ist,   zwischen   zwei  Zeitmomenten 

T,  t  betrachtet  wird,  als  willkürliche  Constanten  der  Integral- 
gleichungen   die    2fi    Anfangswerthe    q^    und   p^  gelten    und    ferner 

dV 
p,  =  -jy—  in  H  gesetzt  wird,  so  iet 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  durch  welche 
V  als  eine  Function  von  t  und  den  ^  Grössen  q^  definirt  wird.  Das 
Integral 


t 


V^J{T+Ü)dt, 


in  welchem  T -{•  U*  vermöge  der  Integralgleichungen  eine  Fanction 
blos  von  t  und   den  2fi  Constanlen  ^,  p^  ist,  nachdem   das  Resultat 

der  Quadratur  durch  t  und  die  Grössen  9^,  q^  dargestellt  ist,  ist  eine 
Lösung  dieser  Differentialgleickung. 

Diese  Lösung  enthält  /i  Constant^n  q^  und  fi  -{-  1  Variabein  t  und  q^.     Da 

nun  in  H  kein  V  vorkommt,  so  kana  man  der  Lösung  noch  eine  willkürliche 
Constante  hinzufügen  und  sie  dadurch  zu  einer  vollständigen  Lösung  der  partiellen 
DifiPerentialgleichung  machen,  d.  h.  za  einer  solchen,  welche  ebenso  viele  Con- 
stanten, als  unabhängige  Variabein  c&thält. 

Umgekehrt  kann  man  behaupten: 

Kennt  man  eine  vollständige  Lösung  V  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung: 

dV 
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dV 
wo   H  s=z  T  ^  U  eine   Function   der   /*  +  1    Grössen    t,  p^  und  p^=' -^ 

ist,  d.  h.  eine  solche,  welche  ausser  der  mit  V  durch  Addition  ver- 
bundenen noch  fi  andere  willkürliche  Constanten  a^  enthält,  so  sind 
die  Gleichungen 

worin  die  ß^  neue  willkürliche  Constanten  bezeichnen,  nebst 

•     dV  dV_  dV  _ 

die  Integralgleichungen  des  Systems  von  Differentialgleichungen 

'dt        d^/     ~dt  äT/    ^=^»2'^'--^- 

dV 
DifferenÜirt  man   nämlich  die   Gleichungen  ^ —  =>  ß^  vollständig  nach  ^,  so  er- 
hält man: 

d^V        J^V_  dq,  d^V    dft,    ,  . .     .      a'F     dq^,  _  ^ 

duidt   '    da^dq^   dt        duidq^  dt  '   duidq     dt  ' 

d'V  dW_  dq,         a»F    d^,_^      d^V     i^ji  _  ^j 

da^dt   '    äa^a^i   dt        ^«2^3,  di  ^^%^qu    ^*  * 

dW_         d^V^  dq,  dH^    dq^  d^V     ^J,^ 

dajt  "^  3(1  Jq,   dt  "^  dajq^  dt  "^  ^  äa^^g^    d«  ""    ' 

dV 
Differentiirt  man  aber  die  Gleichung  -Kr-i-  H=0  nach  den  Constanten  ctj,  cr„ . . .  a 

dV 
und  berücksichtigt,  dass  H  die  Grössen  t,  g^  und  p^  =  -^—  enthält,  die  Constan- 
ten a^  aber  nur  in  den  p^  enthalten  sind,  so  erhält  man: 


dtdoc^       cpi  da^       dp^  dcc^  dp^  da^  ' 

dw     dHdu    dHdp,  aH  ^i>^^^ 


Dies  System  linearer  Gleichungen  unterschBidet  sich  aber  vermöge  der  Gleichungen 

dV  dB. 

—  n  p   von  dem  vorigen  nur  dadurch,  ^ass  die  Grössen  75 —  an  die  Stelle  der 

^  ?,  ap, 

dg,  ig        afl" 

Grössen  -j^-  getreten  sind.     Hieraus  folgt  —  =-g— ,    »  =  l,2,...u,    welches 

die  einen  der  Hamilton*schen  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind. 

dV 
Differentiirt  man  aber  die  Gleichungen  p^  ^a  ^ —  ^  go  kommt 
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dt  ^  dq^dt'^  dq^dg,    dt  "^  dq^dq^   dt  "^""^dq^dq^   dt' 
oder  weil 

ag,agrj  ^  dq^  '      ag,ag,  ""  ^3, '  "  * 
und 

dqi^^^       dju        dH  ^       dB 

dt        dpi '      dt  ^  dp^'"  '       dt   '^  a« 

bereits  als  richtig  erwiesen  sind: 

de     ag^at  "^  a g,  ap,  "^  a^,  a^,  a(?^  a^^,  * 

dV 
Andererseits  gibt  aber  die  Differentiation  der  Gleichung  ^-  -{-  U  v=*  0    partiell 

nach  q^ : 

dW       dHdp,dHdp^,  dH^Pf,       dH 

'^dq.dt'^dp,  dq^-^dp,  dq^^"''^dp^    dq,  '^  d  q^' 

^P»  dH 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen,  so  folgt  -^y™ —  ^— ,  welches 

die  andern  Hamilton^  sehen  Differentialgleichungen  sind. 

Für   den   Fall   der   freien    Bewegung   ist  ft  =a  3n   und   kann   man   für    die 
Grössen  q  die  Coordinaten  x^,  y,-,  z^  wählen.  Man  hat  dann  ^=»i^in,.  («[."+ yj^+je»*) 

und  da  die  Grössen  p  =  ^  sind,  so  folgt,  dass  die  Grössen  p  hier  w^.a;|.,  m,.yj,  m^.rj. 

werden   und    da   »  =  -0-  ist,  so  hat  man  m.x.  =  7^ — ,  m.y.=i  -ri — ,   in.xr.  =  7r— . 

dq       '  '   »       dx.'      '^»       ay/      *  •      dz^ 

Entnimmt  man  hieraus  a;^  y^.,  2r|. ,  um  sie  in  T  einzusetzen,  so  wird 


^^kim'-mnm 


dV 
Demnach  wird  die  Hamilton'sche  Differentialgleichung  -5-  +  H=aO,  Hs=»T — U, 

ot 

hier 


"'+*-i((l5V(i,7+(g)-)--. 


dt 


wo  U  blos  von  den  9,  d.  h.  von  den  Coordinaten  x^y  y^  z-  abhängt.  Eine  voll- 
ständige Lösung  V  dieser  Gleichung  mi;  3n  willkürlichen  Constanten  cr^ ,«,,.. .  a^n 
ausser  der  additiven  Constanten  liefert  die  Integrale  der  Bewegungsgleichongen : 

d^x.       ^u  ^%       du  dU^       ^u 

'^•d7^"äs;'  "**dF"ä^'  '^•'dr'"ä^.'  «=-1.2. •••♦* 

nämlich 

wozu  als  erste  Integrale 

»^■""•«dt'  gy;'""**'!?'  äi;."'*'d?'  *-i.2, -..n 

^faOren. 


•    *. 
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§.  12.    In  dem  Falle,  dass  H  die  Zeit  t  nicht  explicit  enthält,  reducirt  sich 

dV 
die  Hamilton^  sehe  Gleichung     -    +^=0  auf  eine  andere,  welche  eine  Varia- 

dV  dV 

bele  weniger  enthält.    Setzt  man  nämlich  ^  =»  a,    V  —  t  ^  =^  W  und   führt 

durch  diese  Gleichungen  an  die  Stelle  von  t  und  V  zwei  neue  Variabelen  a  und 
W  ein,  80  wird  t  eine  Function  von  a  und  den  in  V  ausser  t  vorkommenden 
Grössen  und  W  eine  Function  von  ct^  q^^  q^^  . . .  q  und  den  Constanten  a^,  a^  ... 
Man  hat  daher 

da   '^  dt    da  da  ™         '     ^tf«        dq^"^  dt   dq^  ^fif,  ™^3, ' 

dW  ^dV      dVdt       ^dt  ^dV 
d a,        da^       dt  da^  da^       da^ 

und  die  Gleichung  ^  +  H Iq^,  q^,  , . .  q^,  ^  ,   —  ,  .  .  .  —  j  =  o  wird  jetzt 

«  +  ^(^(?n«,,. ..<?,,,    ^-,   -^,. ..  ^j  =  0  oder  a+/-  17=0. 

dV 
Nachdem  sie  integrirt  ist,  erhält  man  V  vermittelst  K  —  t  -^  =  TT,    d.    h.   da 

dV  dW  dW 

7^  s  a,    <  = 5 —  ist,   vermittelst  F  =  If—  of  ^ —  und  in  dies  V  ist  überall 

^a  ^a  da 

dW 
statt  a  wieder  t  einzuführen  durch  die  Gleiehung  -x —  =  —  t,  welche  nach  a  auf- 

znlösen  ist. 

Die  Lösung  W  enthält  nur  fi  Gonstanten  und  die  aus  ihr  abgeleitete  Grösse 
V  ebenfalls;  es  muss  aber  F,  um  vollständig  zu  sein,  fi  4~  ^  Constanten  haben. 

Allein  da  t  in  ttt  +  -^  =  0  selbst  nicht  auftritt,  sondern  nur  -kt  ,   so   bleibt    V 

ot    *  '  dt 

eine  Lösung,   wenn  man  auch  t  um  eine  Constante   vermehrt  oder  vermindert. 

dv 

dt 


dV 
Man  kann  daher  t  —  t  für  t  setzen,  wodurcB  TFs=  V—(t  —  t)-^  =sV'-a{t  —  t) 


dW 
und  -^ —  SS  T  —  ^  wird.    Dann  erhält  V  die  nöthige  Anzahl  ^  4~  ^  Constanten, 

nämlich  die  /i  —  1  Constanten  c^n  «g ,  .  .  .  a^— i ,  die  additive  Constante  von  W 
und  T.    Die  Integralgleichungen  des  Problems  sind  demnach 

Die  letzte  derselben  kann,  da  r  nur  in  der  Verbindung  t  —  t  vorkommt,  also 

^—  =  —  xy  ist,  durch  ^  =■  Const,    erseht   werden.     Da   nun   ^  =  a   gesetzt 

wurde,  so  erkennt  man,  dass  die  neu  eilgeführte  Variabele  a  die  Bolle  einer 

Constanten  spielt. 

dV      dW 
Die  Integralgleichungen  kann  man  durcl  W  darstellen,  denn  es  ist  ^—  =»  -^ — 

und  -rr—  m»x  —  t  Bine  Folge  von  -wy  —  a  ind  TT  —  k  —  (*  —  t)  -^- .     Daher 
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werden  dieselben 

dW       ^        dW        ^  dW         ^  dW 

Auch  das  System  der  Integralgleichungen:  -«—  =  p,  kann  vermöge  ^  =*  ^ —   in 

dW  dW  _  dW 

umgesetzt  werden.    Man  hat  daher  den  Satz : 

Wenn  die  Eräftefunction  ü  und  in  Folge  dessen  die  charakteri- 
stische Function  H=^  T —  U  die  Zeit  nicht  explicit  enthält,  so  stelle 
man  T  durch  q^  und  j)^  dar  und  ersetze  in  der  Gleichung 

a  +  2'  -  ^  =  0 

dW 
die  Grössen  j9^  durch  -x— ,  wodurch  diese  Gleichung  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung wird.    Ist  W  eine  vollständige  Lösung  derselben, 
welche  ausser  der  zu    W  additiv  hinzuzufügenden   Constanten   noch 
fi  —  1  Constante  a^,  a,,  .  .  .  of^— i  enthält,  so  sind 

dW       ^         dW       ^  ^^'  o  ^^ 

öa^        ^^^      dct^  occfi—i       '^'^  da 

die  zweiten  und 

dW  _  dW  dW 

dq,    -^^^       dq,   =-P»"--      dq^r^'' 
die  ersten  Integralgleichungen  der  Differentialgleichungen   der  Be- 
wegung. Die  2/bi  Constanten  derselben  sind  cr^  . . .  a/i~i,  er,  ß^  ...  /3/<— i,  r. 
Für   ft  =»  3n,   d.   h.   für   das   freie    System    sind  p^   die   m^a^.,   »n,.yj.,    w^jb^.  , 

T=^Z — {(»»j^)' +  (^,yj)*  +  (*'*iO*}     ^^^    folglich    ist    die    Hamilton'sche 

Gleichung : 

§.  13.  Um  Probleme  der  Bewegung  nach  der  Hamilton 'sehen  Methode  zu 
behandeln,  bedarf  man  der  Integration  einer  nicht  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung.  Es  ist  daher  von  Wichtigkeit,  wenn  auch  nur  für  ein- 
fachere Fälle  aus  den  bekannten  Methoden  der  Integration  dieser  Gleichungen 
einige  Folgerungen   für   die  Behandlung  der   mechanischen  Probleme  zu   ziehen. 

Unter  Beschränkung  auf  die  Variabeln  x^  y,  £r,  wofür  ^  =  p,  ^  =  g,   ist  die 

Lagrange^sche  Integrationsmethode  folgende. 

Wenn  zwischen  x,  y,  z,  p,  q  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung besteht: 

^  (^.  y,  e,  Pj  q)  ^0 

und  mithin  das  totale  Differential  dei  Function  z  die  Form  hat 

,  ,      ,       ,  dz  dz 

dZ'^pdx  +  qdf,  wo  p^  ^~,    ff  — g^» 

Bo  kann  man  sich  jene  Gleichung  nach  q  aufgelöst  denken  und   das  Resultat 
£  ^  jf  (x,  y,  ir,  p)  in  den  Ausdruck  für  de  substitairen,  sodass 
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dz^pdx  +  X  (x,  y,  Zyp)  dy 
wird.  Um  nun  eine  vollständige  Lösung  der  vorgelegten  partiellen  Differential- 
gleichung mit  zwei  willkürlichen  Gonstanten  zu  finden,  genügt  es,  iixc  p  einen 
Ausdruck  j9  «=  o  (je,  y^  z^  a)  zu  finden,  durch  vreiaheji  pdx  -\-  %dy  ein  vollständiges 
Differential  wird.  Dorch  die  Integration  desselben  erhält  man  z  mit  der  Gonstan- 
ten a  und  der  durch  die  Integration  eintretenden  weiteren  Gonstanten.  Damit 
pdx  -{-  %dy  ein  totales  Differential  werde,  muss  die  Bedingung 

dy  "^  dz  dy'^dx'^dz  d  x'^  dp  \dx   '   dz  dx) 
oder 

dx'^dz^  dp  dx'^  dy^V'        dp^l  dz 

erfüllt  werden.  Diese  partielle  Differentialgleichung  für  p  braucht  nicht  allgemein 
gelöst  zu  werden,  vielmehr  bedarf  man  nur  irgend  einer  Lösung  mit  einer  will- 
kürlichen Gonstanten  a,  nämlich  6)  {x,  y,  z,  a).  In  besonderen  Fällen  vereinfacht 
sich  diese  Gleichung  sehr  wesentlich. 

Kommt  insbesondere  in  ^  (a;,  y,  ir,  p,  <;)  =  0  die  Function  z  nicht  vor,  ist 
also  die  vorgelegte  Differentialgleichung 

^(^,  y,p,  5)  =  0, 

dl 
80  wird  ^  s  0  und  kann  man  p  als  Function  von  x,  y,  a  ohne  z  bestimmen, 

uZ 

dt) 
dass  pdx  -{-  xdy  ein  totales  Differential . wird.     Dann  ist  auch  ^  s»  0  und  wird 

oz 

p  durch  die  Gleichung 

rp  dx       <)y       öx 

zu  finden  sein.  Es  ist  jedoch  zweckmässiger,  hierin  %  durch  die  Function  W  selbst 
auszudrücken  und  die  L6sung  p  =  ffl(a;,y,  «)  unter  der  Form  f{x^y^p)=aa  dar- 
zustellen.   Die  Differentiation  von  ^  «»  0  und  f  ^=»  a  liefert  zu  diesem  Behufe 

dxdqdx'^    *    dp        dq   cp'^    ^  dx       dp  dx^    '    d  y       dp  dy  ^    * 

woraus 

dx       dq  d^    rW     ci       cq  dW    dW 

dx       dx  dx  '  dq'   dp       dp  dp  '  rq^ 

^_^_dj_,df      cp KJf, 

dx  dx'  dp^    cy  dy'dp' 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  wird  die  partielle  Differentialgleichung  für  p  oder  jetzt 

vielmehr  für  f 

.    dW  dl       dW  df  _d^    d_f_ 

p  cx       oq  cy      dx     dp 

Sobald  man  also  von  ihr  eine  Lösung  f  ohne  Gonstante  kennt,  so  liefert 
f  (x,  y,  p)  ^=^  a  mit  ^  (-P,  y,  p,  g)  =»  0  die  Grössen  p  und  q  als  Functionen  von 

«,  y  so,  dass  dz  ^=»  pdx -{•  qdy  ein  totales  Differential   und  z^=>C{pdx-\-qdy) 

die  gesuchte  Lösung  von  V  {x,  Vi  Pi  q)  ^=^0  darstellt,  wobei  zu  z  eine  additive 
Gonstante  hinzutritt.  Diese  partielle  Differentialgleichung  lösen  oder  ein  Integral 
f  (x,  y^p)  *=^  a  des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

...         d^   dV         d^ 
dx  :  dy  i  dp  mm    -  -  :  -  —  :  — 

dp     dq  dx 
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finden,  ist  dasselbe.    Denn  die  Differentiation  von  /*  «=»  a  gibt 

ILax  +  l^dy  +  ^/dp^O 
ox         '    dy     ^        dp 

and  wenn  man  hierin  für  dx^  dy,  dp  die  ihnen  proportionalen  Grössen  einsetzt, 
so  erscheint  die  obige  partielle  Differentialgleichung,  welcher  mithin  f  genügt. 
Man  kann  die  eben  aufgestellte  Proportion  noch  durch  dq  und  die  ihm  propor- 
tionale Grösse  ergänzen.    Die  Differentiation  von  ^=»0  ergibt  nämlich 

_ax  +  -^dy  +  ^dp  +  ^dq^O 

und  da  dx  :  d«  =  -75—  : ^r—  liefert:    -^—  dx  +  -k—  dp  ==  0,  so  bleibt 

dp  ox       •  dx         *    dp  ' 

dw,    ,dW. 


woraus 


dy     ^   ^    dq 

^       ,         dW         dW 
dy:  dq 


dq  '        dy 
folgt,  sodass  jetzt  vollständig: 

dx:dy:dp:dq=^^:-^:-^^:^-^ 

wird,  welche  Proportion  in  Bezug  auf  x  und  p^  sowie  in  Bezug  auf  y  und  q  sym- 
metrisch ist. 

Man  kann  die  Betrachtungen,  denen  f  (x,  y,  p)  ^^  a  zu  Grunde  lag,  dahin 
erweitern,  dass  die  Function  f  auch  q  enthält  und  F  (x,  y,  p,  q)  '^  a  3,n  die  Stelle 
von  f  (x,y,p)  ==»  a  tritt.  Dies  heisst  so  viel,  als  man  sucht  F  (x,  y^p,  q)  =»  a 
so,  dass  hieraus  in  Verbindung  mit  9^  (x,  y,  p,  2)  =  0  f ur  p  und  q  Ausdrücke 
in  x,  y,  a  folgen,  welche  pdx-^qdy  zu  einem  vollständigen  Differentiale  machen. 
Es  ergibt  sich  leicht,  dass  die  Function  F  der  Gleichung 

dp    dx        dq    dy        dx    dp        dy    dq  '^ 

genügen ,  also  JP  =»  a  ein  Integral  von 

,       ,       ,       ,         dV    dV         d^         d^ 
dx:dy:dp:dq^^:-^:-^   .^-:^^ 

sein  muss. 

Differentürt  man  nämlich  W  {x,  y,  p,  q)  =  0  und  F  {x,  y^  p,  9)  =»  a ,  indem 
man  p  und  q  als  unbekannte  Functionen  von  x  und  y  ansieht,  welche  der  Be- 
dingung 

dp^      dq 

dy      dx 

genügen  müssen,  partiell  nach  x  und  y  und  eliminirt  aus  dieser  und  den  so  zu 
gewinnenden  Gleichungen 

dW      dV  dp       dW  dq       .         dF      dF  dp    ,dF  dq       _ 


dx        dp  dx       dq  dx         *       dx       dp  dx       dq  dx 

d^.d^dp.d^dq  ^i^^^t^^l 

dy"^^  dy^dq  dy"^^'       dy^  dp  dy^  dq   d~y^^' 

^1'  If '  fI'  äf'  ■''  ergibtsieh  die  Gleichung 


V 
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/dJ^dF      d^dF  _d^dF_^  ^F\  /oW  ^^  _<^^^_F\  ^^ 
\dp   dx       dq  oy       dx  dp       dy  dq/   \dp  cq        cq   dp) '~ 

deren  erster  Factor  links,  der  Null  gleichgesetzt,  die  obige  partielle  Diffcrcntial- 
gleichong  liefert.    Man  erhält  daher  den  Satz:    . 

Bildet  man  behufs  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung  ^  (J^f  y,  p,  q)  =  0  das   System   gewöhnlicher   Differential- 

ffleichungen  dx:dy:dp:dq=^^:^—:  —  o  ^  •  — -5 —  ^^^^  findet  ausser 
°  °  ^  dp     dq         d^        (ly 

5^  =»  0  noch  ein  Integral  -P' (ic,  y,  l?,  g)  =»  a   desselben,  so  erhält  man 

mit   Hülfe    von   S*"  =  0   und  F  =^  a   solche  Functionen  p  und  q   von  x 

und  y,  dass 

als  eine  volständigo  Lösung  der  Gleichung  V  =0  durch  blosse  Qua- 
dratur gefunden  wird. 

§.  14.  Für  die  Bewegungsglcichungen  eines  Problems,  für  welches  die  Kräftc- 
function  die  Zeit  nicht  explicit  enthält,  kann  man,  wenn  blos  zwei  Variabele 
9i  I  9s  vorkommen ,  schreiben : 

du  du       dU       dH 

dq,  :  dq,  :  dp,  :  dp,  =  g_  :  _  :  ^  _  :  -  ^-^- 
und  für  sie  besteht  die  partielle  Differentialgleichung 

wenn  darin  p,  s=  ^ — ,  p^  =  k —  gesetzt  wird.  Von  dieser  Gleichung  wird  nun 
eine  vollständige  Lösung  W  gefordert  mit  zwei  Constanten  a  und  a  und  dann  sind 

da  '         da 

Integrale  der  Bewegungsgleichungen.  Hat  man  daher  als  zweites  Integral  des 
Systems  derselben  ausser  a  -\'  H  =  0  noch  die  Gleichung  F  (g, »  g« « Pi  >  Ps)  =  ^ 
gefunden,  so  ist 

^  ^fiPidq,  +jp,dg,), 

indem  an  die  Stelle  der  Grössen  x^  y,  Pt  Q,  ^)  z  hier  q,,  q-j^  Pi^  p,,  tf  -h  ^^i  ^^^ 
treten.    Es  sind  dabei  also 

Auch  kann  man  der  obigen  Proportion,  velche  die  Bewogungsgleichungeu  aus- 
drückt, links  dt  und  rechts  1  zufügen.  Man  hat  daher  den  folgenden,  zuerst 
von  Jacobi  1836  aufgestellten  Satz: 

Wenn  ein  Problem  der  Mechanik  blos  von  zwei  Variabelen  g, ,  g^ 
abhängt,  wenn  für  dasselbe  eine  Ktäftefunction  U  ezistirt,  welche 
die  Zeit  nicht  explicit  enthält  und  uan  von  dem  System  der  Bowe- 
gnngsgleichungen,  nämlich 

dt :  dq,  :  dq.  :  dp,  :  dp^  =  1 :  5—  :  w  -  :—  o"  •  —  q     ♦       II  ^  T  —  U 

^Pi     m         Hl  H% 

noch  ein  Integral  F  (q,,  q^.p,,  p,)  —  a  kennt,  wo  p,  =.g^,   p,  =  — , 
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80  bestimmen  die  Gleichungen  a  -f-  JT«»  0  und  F  (^i,  g,,  p^,  p^)  =>  a  die 
Gröseen  ^j,  p^  als  Functionen  von  ^i,  g,,  a  und  a  80,  dass  die  beiden 
übrigen  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  sind: 

welche  mit  a-j-IfsO,  F  =  a  zusammen  die  vollständige  Integration 
des  Gleichungssystems  darstellen.  (Vergl.  Jacobi,  Vorlesungen  Über 
Dynamik,  S.  175.) 

§.  15.    Für   die  freie   Bewegung   eines   Punktes   in    der  Ebene   shid 

d^x       dU     d^y       dU 

TTi  ==  TT—  ,    Yff  ^  "ö"    ^^^    Bewegungsgleichungen    und    ist    T  ■=  ^  (x^  +  y'*)  • 

Kennt  man  also  ausser  a  +  i(a;'*+y'*) —  U=^  0  noch  ein  Integral  F  (x^y^x\y)=^ay 
so  sind 

iW'''+^- ■")-'.  /(£""+ 1 -»)--' 

die  Integralgleichungen  des  Problems,  erstere  die  Gleichung  der  Bahn^  während 
durch  letztere  die  Zeit  eingeführt  wird. 

Ein  anderes  hierher  gehöriges  Problem  ist  die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einer  krummen  Fläche.  Vgl.  Jacobi,  Dynamik,  S.  176;  Padova,  Appli- 
cazione  dd  metodo  di  Hamilton  cd  moto  di  un  punto  sopra  una  super ficie  (Bat- 
taglini,  Giornäle  di  matemaiiche^  T.  VIII,  p.  90  [1870]).  Ott,  ein  Problem  der 
analytischen  Mechanik  (Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Oberfläche  eines  ihn 
nach  dem  Newton'sche  Gesetze  anziehenden  homogenen  Rotationsellipsoids).  Viertel- 
jahrsschrift der  naturf.  Gesellsch.  in  Zürich.  18.  Jahrg.  (1873),  Heft  1,  S.  1 — 61. 
Desgl.  Schleiermacher,  über  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  dem  ver- 
längerten Rotationsellipsoid  und  ultraelliptische  Integrale  dritter  Gattung  (Dissert. 
Erlangen). 

Das  Ziel  unseres  Buches  gestattet  uns  nicht,  die  Theorien  dieses  Capitels  aus- 
führlicher zu  geben  und  verweisen  wir  daher  auf  Jacobi' s  Vorlesungen.  Doch 
wollen  wir  von  der  übrigen  massgebenden  Literatur  den  bereits  citirten  Schriften 
noch  folgende  zufügen: 

Poisson,  Jtemarques  sur  V Integration  des  equations  differcntielles  de  la  Dyna- 
mique.  Comptes  r.  IV  (1837),  p.  631—632  und  Liouville,  Joum,  de  Mathdm.  II 
(1837),  pp.  317—336. 

Bertrand,  Mimöire  swr  les  Üiearhmes  g^neraux  en  M4canique,  Compi.  r. 
XXXII  (1851),  p.  709—710.  —  M6m,  mr  les  integrales  communes  ä  pltisieurs  pro- 
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VIII.   Capitel. 
Ball'8  Kinetik  der  Dynamen  am  unveränderlichen  System. 

§.  1.  Wir  wollen  in  diesem  Capitel  eine  kurze  Darstellung  der  kinetischen 
Theorie  von  Ball  geben,  welche  sich  an  die  im  III.  Th.,  Cap.  X,  S.  211  ffg.  ent- 
wickelten statischen  Lehren  desselben  anschlicsst.  Das  Mittelglied  zwischen 
beiden  bildet  die  Darstellung  von  Axenparametem,  Windungen  und  Dynamen 
durch  ein  eigenthümliches  System  von  Coordinaten,  wovon  wir  zunächst  reden 
wollen. 

Es  seien  a,  ß,  y,  ^,  f,  ^,  17  sieben  gegebene  Axen  mit  gegebenen  Para- 
metern Pai  Pmi  '  '  '  Vn  ^^^  suche  man  die  Axe  i/>  mit  dem  Parameter  j;,.,,  welche 
reciprocal  ist  zu  den  5  Axen  y,  d,  £,  {;,  17.  Sind  nun  die  7  Axen  die  Axen  von 
7  Dynamen,  welche  auf  ein  unveränderliches  System  wirken,  welches  blos  um  ^ 
eine  Windung  erleiden  kann,  so  tilgen  die  Widerstände  jede  Dyname  um  eine  zu 
^  reciprocale  Axe.  Daher  werden  die  5  Dynamen  um  y,  d,  c,  |;,  17  getilgt  und 
bleiben  blos  noch  die  Dynamen  um  a,  |?  wirksam.  Construirt  man  nun  das  Cylin- 
droid  (a,  f)  und  sucht  auf  ihm  die  Axe  ^  mit  dem  Parameter  p  ,  welche  reci- 
procal ist  zu  ^,  so  kann  man  das  Verhältniss  der  Intensitäten  R^,  B^  der  Dy* 

nämen  um  a,  ß  so  bestimmen,  dass  sie  einer  Dyname  um  q  mit  dem  Parameter 
p  äquivalent  werden.  Sie  halten  daher  Gleichgewicht  mit  den  Dynamen  um 
y,  d,  .  .  .  17.  In  derselben  Weise  bestimmt  man  das  Verhältniss  der  Intensitäten 
jedes  anderen  Dynamenpaares  von  a,  (},  ...  i,  r],  sodass  Gleichgewicht  eintritt. 
Man  erkennt  hieraus,  dass  man  um  7  gegebene  Axen  mit  gegebenen 
Parametern  immer  7  Dynamen  finden  kaun,  welche  im  Gleichgewicht 
sind.  Ebenso  ergibt  sich,  dass  für  7  solche  Axen  immer  7  Windungs- 
geschwindigkeiteu  möglich  sind,  welche  äquivalent  Null  sind,  llier- 
aas  folgt  weiter,  dass  jede  gegebene  Dyname  oder  Windung  um  irgend 
eine  Axe  in  sechs  andere  Dynamen  «der  Windungen  um  sechs  ge- 
gebene Axen  mit  gegebenen  Parametern  zerlegt  werden  kann,  welche 
der  gegebenen  Dyname  oder  Windung  zusammen  äquivalent  sind. 
Dieser  8aU  ist  eine  Verallgemeinerung  von  III.  Th.,  Cap.  III,  §.  10  (S.  46). 
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§.  2.     Um  eine  gegebene  Dyname  um  die  Axe  q  vom  Parameter  p    und  der 

Intensität  P  in  sechs  Dyramen  um  die  Axen  ^i ,  ^^ ,  .  •  •  /i^s  mit  den  Parametern 
Pii  Pii  '  '  '  Pe  B'UfzulOsen,  seien  1\,  Pg,  .  -  .  Pq  die  Intensitäten  der  Componenten. 
Man  wähle  irgend  eine  Windung  um  eine  Axe  rj.  Dann  muss  die  Arbeit  der 
Dyname  um  q  gleich  sein  der  Summe  der  Arbeiten  ihrer  sechs  Componenten  und 
mithin,  wenn  ©,,  „  ,  o,,,.  »  •  •  •  o»,„  ö.„.  die  virtuellen  Coefficienten  bezeichnen 

sein.  Indem  man  fünf  andere  Axen  der  Reihe  nach  an  die  Stelle  von  tj  treten 
lässt,  erhält  man  im  Ganzen  6  Gleichungen,  welche  die  Intensitäten  Pj,  P,, . . .  P, 
und  damit  die  6  Componenten  der  gegebenen  Dyname  bestimmen.  Eine  Verein- 
fachung tritt  ein,  wenn  man  rj  reciprocal  zu  ^^t  Ni  •  •  •  ^6  wählt.  Dann  werden 
o       =  (ö^,,  =s  '  '  •  ra„„  =0   und  erhält  man   P©„^=a  PiO„„    nebet  fSnf  ähn- 

liehen  Gleichungen,  indem  man  fünf  andere  Axen  für  tj  wählt. 

Ebenso  ergeben  sich  die  6  Componenten  einer  Windungsgeschwindigkeit 
(a>,  p,,(o)  um  eine  Axe  q  vom  Paremeter  q  in  Bezug  auf  6  gegebene  Axen  mit 

gegebenen  Parametern. 

Die  Intensität  P  der  resultirenden  Dyname  (oder  Windungsgeschwindigkeit) 
kann  durch  die  Intensitäten  der  Componenten  dargestellt  werden.  Wählt  man 
nämlich  der  Reihe  nach  für*?^  die  Axen  ^j,  ^,  ...  fi^  selbst  und  bedenkt,  daes 
für  zwei  zusammenfallende  Axen  der  virtuelle  Coefficient  in  den  doppelten  ge- 
meinschaftlichen Parameter  übergeht,  so  erhält  man 

Pö      =  Pi  p,  4-  PoO       4-  •  •  •  4-  P«©   . . 

P©  =    P,  ©  -f    Po©  4-    •    •    •    4-    P«Oa 

und  wenn  man  q  selbst  an  die  Stelle  von  rj  treten  lässt 

Pp   =P©       4- P,o       4- •  •  •  4- P«© 

Indem  man  O,,  „,©,,«,  ...  ©^  ,.  eliminirt,  ergibt  sich 

§.  3.  Man  kann  die  6  Axen  /tij ,  ...  fig  insbesondere  so  wählen,  dass  ^j  be- 
liebig, ^2  reciprocal  zu  /ti^,  fig  reciprosal  zu  ft^,  ft^;  ^^  reciprocal  zu  fi|,  fi^,  fi^; 
fig  reciprocal  zu  f4 ,  .  .  .  /it^  und  fi^  reciprocal  zu  ^^ ,  ^a ,  .  .  .  /t^s  wird.  Dann  sind 
je  zwei  dieser  Axen  reciprocal.  Sechs  solche  Axen  sollen  ein  System  coreci- 
procaler  Axen  heisscn.  Da  jeder  Axenparameter  5  Grössen  zu  seiner  Bestim- 
mung verlangt,  so  sind  30  Grössen  für  die  Bestimmung  der  6  Axen  erforderlich. 
Sollen  je  zwei  Axen  reciprocal  sein,  so  sind  ^  .  6  .  5  :=  15  Bedingungen  zn  er- 
füllen. In  einem  System  coreciprocale:  Axen  sind  also  nur  15  Grössen  disponibel. 
Da  für  coreciprocale  Axen  B^i^i    =  0  ist,  so  nimmt  die  letzte  Formel  des  vorigen 

Paragraphen  die  Form  an: 

Die  Intensitäten  von  den  6  Conponentcn  einer  Dyname  oder  die  Winkel* 
geschwindigkeiten  der  6  Componenten  einer  Windungsgeschwindigkeit  in  Besng 
auf  ein  System  von  6  reciprocalen  Axen  sollen  die  Coördinaten  der  Dyname 
oder  Windnngsge  seh  windigkeit  und  die  6  Axen  mit  den  bestimmten  Axen- 
parametem  die  Coordinatenaxen  hoissen.  i 
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Die  Elementararbeit  einer  Dyname  von  der  Intensität  P  in  Bezug  auf  eine 
Elementarwindnng  von  der  Amplitude  d%^  kann  mit  Hülfe  der  Coordinaten  F^, 
Pj,  .  .  .  Pg  der  Dyname  und  d^j,  d^j,  .  .  .  d^g  der  Elementarwindung  dargestellt 
werden.  Diese  Arbeit  besteht  ans  36  Gliedern,  welche  man  erhält,  indem  man 
jedes  P  mit  jedem  dd"  combinirt.  Da  aber  die  Coordinatenaxen  coreciprocal 
sind,  so  verschwinden  30  Glieder  und  bleiben  nur  die  6  Glieder  übrig,  für  welche 
P  und  dO^  derselben  Coordinatenaxo  angehören.  Für  sie  wird  der  virtuelle 
Coefficient  gleich  dem  doppelten  Parameter  der  Coordinatenaxe  und  daher  die 
ganze  Arbeit  gleich 

2PiP,e?^i  +  2p3P,(f^,  +  .  .  .  +  2PaPeei^e- 

§.  4.  Die  6  Coordinaten  ofj,  a^,  ...  a^  einer  Dynamo  um  die  Axe  a  von 
der  Intensität  gleich  der  Einheit  heissen  die  Coordinaten  des  Axenpara- 
meters  pa  (oder  der  Schraube  a).  Da  die  Intensität  1  die  Schlusslinie  eines 
Polygrons  ist,  gebildet  aus  aj,  ...  a^,  so  besteht  zwischen  diesen  Grössen  eine 
Bedingung. 

Um  die  Coordinaten  des  Axenparameters  pa  zu  bestimmen,  bestimmen  wir 
die  Arbeit  der  Einheitsdyname  um  a  in  Bezug  auf  eine  Amplitude  d^^  um  ft^. ; 
sie  ist  ^d^.tüan^.    Da  die  Coordinatenaxen  coreciprocal  sind,  so  ist  sie  gleich  der 

Arbeit  der  Componente  um  ft^.  in  Bezug  auf  dieselbe  Amplitude  d^^  um  ^^  näm- 
lich gleich  ^p.a^d^^.  Aus  der  Gleichung  IdQ-^Viafn^  2p.a^d^.  folgt  daher, 
unter  Anwendung  derselbe  Betrachtung  für  alle  Coordinaten 

Bestimmt  man  also  die  virtuellen  Coefficienten  des  Axenparameters 
Pa  in  Bezug  auf  die  Coordinatenaxenparameter  (welche  von  der  Nei- 
gung der  Axe  a  gegen  die  Coordinatenaxen  ihren  kürzesten  Abstän- 
den von  diesen  und  der  Summe  der  Parameter  abhängen),  so  ergeben 
sich  die  Coordinaten  otj  ,  o;,,  .  .  .  a^  durch  Division  der  virtuellen 
Coefficienten  durch  die  Parameter  der  Coordinatenaxen. 

Die  Componenten  einer  Windung  um  die  Axe  a  von  der  Amplitude  d%^  haben 
die  Amplituden  a^dd" ^  a^d^,  .  ..  a^dd",  die  Componenten  einer  Dyname  von 
der  Intensität  P  um  die  Axe  ß  haben  die  Intensitäten  Pß^,  Pß^,  .  .  .  Pß^.  Daher 
ist  nach  §.  3  die  Arbeit  der  Dyname  während  der  Windung 

Pdd^  [2p,cc,ß,  +  2p^ix,ß^  H 2pe«eft]. 

Der  Inhalt  der  Klammer  ist  daher  der  virtuelle  Coefficient  zwischen  Dyname  und 
Windung,  nämlich  O«^  =  Zp.a.ßf. 

Da  der  doppelte  Axenparametei*  der  viituellc  Coefficient  zweier  coincidirender 
Axen  ist,  so  erhält  man  pa  =^  tHaa  ^='  ^Pi^}  • 

§.  5.  Für  die  folgenden  Betrachtungen  wählen  wir  die  drei  Hauptaxen  SAy 
SB,  SC  des  Massenmittelpunktes  5,  deren  Trägheitsradien  a,  &,  c  seien,  zu  Coor- 
dinatenaxen, indem  wir  SA  als  zwei  zusamncnfallende  Axen  fi|,  fi^  mit  den  Para- 
metern i>i  ™  o,  p,  «-  —  a;  ebenso  SB  als  ^3,  ft^  mit  den  Parametern  p^  =*  &, 
p4  — ■  —  b  und  S  C  als  jUß ,  ftg  mit  den  Parametern  p^  =  c ,  j^^  =■  —  c  ansehen. 
Nach  S.  364  ertheilt  eine  Momentandyname  (P,,  P,Pi)  um  ^^  dem  System^ 
detsen  Masse  M  sei,  wenn  es  frei  ist,  eine  Translationsgeschwindigkeit  Pj  :  M 
parallel  ^^  und  eine  Winkelgeschwindigkeit  m^  ^m  P^p^  :  Mpj  —  Pj  :  Mp^  um 
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fiiy  sodass  der  Effect  einer  MomentandyDame  nm  eine  Hanptaxe  des  Massenmittel- 
punktes eine  Windnngsgeschwindigkeit  am  dieselbe  Heuptaxe  ist. 

Ein  freies  unveränderliches  System  besitze  eine  Windungsgeschwindigkeit  nm 
die  Momentanaxe  a  von  der  Winkelgeschwindigkeit  co  und  dem  Parameter  pa. 
Dieselbe  kann  durch  eine  gewisse  Momentandyname  um  eine  gewisse  Axe  ri  her- 
vorgerufen werden.  Sind  die  Coordinaten  der  ersteren  gegeben,  so  kOnnen  die 
Coordinaten  der  letzteren  gefunden  werden.  Ist  nämlich  P  die  Intensität  der 
Dyname,  so  zerlege  man  die  Dyname  in  die  Componenten  PiJi ,  Pi?j,  .  .  .  Pi?« 
um  fi^,  fi^j  .  .  .  iiq.  Diese  geben  die  Winkelgeschwindigkeiten  Pri^  :  Mpi, 
Fri^  :  3fjPsf  .  .  .  Prj^  :  Mp^  um  die  Coordinatenaxen,  welche  den  Componenten 
CO  ff,,  <oa^,  .  .  .  (ottQ  von  to  gleich  sein  müssen,  woraus  folgt: 

Mtopiai  =  Pi7j,  Mmp^a^  =  Pij,,  .  .  .  Mmpf^Uf^  =  Pi^j, 

d.  h.  sind  die  Coordinaten  der  Windungsgeschwindigkeit  propor- 
tional of},  a^f  .  .  .  a^^  so  sind  die  Coordinaten  der  entsprechenden 
Momentandyname  proportional  Pi«, ,  Pjaj,  .  .  .  !>«««. 

§.  6.  Sind  a,  ß  zwei  Momentanaxen  und  17,  g  die  ihnen  entsprechen- 
den Momentandynamen  und  ist  a  reciprocal  zu  £,  so  ist  ß  reciprocal 
zu  77.  Dieser  Satz  folgt  für  das  freie  System  unmittelbar.  Denn  die  Coordinaten 
von  £  sind  proportional  Pißi^  p^ß^,  -  .  -  p^ß^  und  die  Bedingung,  dass  a  und  { 
reciprocal  sind,  ist  nach  §.  4  ©«^  =Pt''ift  +  Pl'^ißi  +  *  *  *  +l>6<'«fc  ="  ^-  Sie 
drückt  aber  auch  aus,  dass  ß  und  rj  reciprocal  sind.  Zwei  Axen  a,  ß^  für  welche 
diese  Bedingung  erfüllt  ist,  heissen  conjugirte  Momentanaxen. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  blos  für  das  freie  System,  sondern  auch  für  das  System, 
wenn  es  Freiheit  irgend  einer  Stufe  besitzt.  Denn  wenn  auf  das  System  eine 
Momentandyname  P  um  die  Axe  £  wirkt,  so  ist  die  Wirkung  der  Widerstände 
äquivalent  einer  Dyname  Q  um  eine  gewisse  Axe  v.  Durch  EinfOhrung  dieser 
kann  das  System  als  ein  freies  betrachtet  werden,  auf  welches  eine  Dyname 
wirkt,  deren  Componenten  um  die  Coordinatenaxen  die  Intensitäten  Pf^  -^  Q^i» 
^ii  +  ö^'s»  •  •  •  -PSo  +  ö^'e  baben.  Diese  Grössen  sind  daher  proportional 
PiPi.P,^."'  dh.es  ist  Pi,  +  Qv,^lp,ß,,P^,+Qv,=^lp,ß,,.,.P^+Qv^^lp^ß^. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  Pi^ti,  p^a^,  ,  .  ,  p^ a^  und  addirt  sie ,  so 
folgt  P  {p^a^  gj  +l),of,  I,  + . . .)  4.  § (jjjajVj  +Pi€c^v^  +  •")  — i??«!  ft  +Piat  A  +  •  •  • 
Kun  ist  a  und  £  nach  der  Voraussetzung  reciprocal,  er  und  v  sind  es  aber,  weil 
die  Widerstände  bei  einer  Windung  nm^  a  keine  Arbeit  leisten.  Daher  wird 
Pi«ift  +Pi«ift  +  •  •  •  =  ö,  wie  für  das  freie  System. 

§.  7.  Wenn  das  System  frei  ist,  so  gibt  es  zu  jeder  Momentanwindong  nm 
eine  Axe  nur  eine  Momentandyname,  welche  sie  hervorruft.  Ist  das  System 
aber  in  seiner  Freiheit  beschrlnkt,  so  gibt  es  eine  Schaar  von  Mo- 
mentandynamen, deren  jede  die  Momentanwindung  heryorsabringen 
vermag.  Es  habe  das  System  FreJieit  n.  Stufe,  erleide  um  eine  Axe  fi^  eine 
Windung  und  sei  «\  irgend  eine  Axe.  um  welche  eine  Momentandyname  wirkend, 
diose  Windung  um  N  hervorsubrin^n  vermag.  Zu  dem  Axensystem  n,  Stufe, 
wolohem  ^>  angehört,  gibt  es  ein  reciprocales  von  der  Stufe  6  —  n  und  es  seien 
Ji^^  B^^  ...  i>(;~ii,  6  —  H  Axen  desselben.  Dann  bestimmen  die  Axen  X^  £,, 
1^,,  ...  B$^n  ein  Axensystem  nächst  höherer,  (7  —  »0^^  Stufe.  Jede  dieaem 
Axensystem  angehörende  Axe  Y  is:  die  Axe  einer  Momentandyname,  welche  die 
Windung  um  ^*  hervorrufen  kann.  Denn  man  kann  die  Dyname  um  f  in  7  —  n 
Djmamen  um   X,  JB|,  B,,  .  . .  Bj-«  serlegen.     Von  den  7  —  m  CouLpoMoten 
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werden  aber  alle,  bin  auf  die  um  X  durch  die  Widerstände  vernichtet.  Daher 
ist  die  Dyname  um  Y  äquivalent  der  Dyname  um  X  und  bringt  daher  auch  die- 
selbe Wirkung,  nämlich  die  Windung  um  S  hervor. 

Hat  das  System  Freiheit  5.  Stufe,  so  bringen  Momentandynamen  um  die 
Axen  eines  Cylindroids  Windungen  um  eine  gegebene  Axe  hervor;  hat  es  Frei- 
heit 8.  Stufe,  80  bilden  alle  Axen,  um  welche  Dynamen  wirkend  das  bewegliche 
Punktsystem  um  dieselbe  Axe  winden,  das  System  aller  zu  einem  bestimmten 
Cylindroid  reciprocaler  Axen. 

In  dem  Axensystem  Z  der  n.  Stufe,  welches  alle  Axen  enthält, 
um  welche  ein  System  von  der  n.  Stufe  der  Freiheit  Windungen  er- 
leiden kann,  kann  man  auf  verschiedene  Arten  n  Axen  wählen,  so- 
dass je  zwei  derselben  conjugirte  Axen  sind.  Es  seien  B^y  B^^  .  .  .  Bq—u 
Axen  des  zu  S  reciprocalen  Axensystems  H*.  Ist  A^^  eine  Axe  von  2^,  so  hat  man 
zur  Bestimmung  einer  anderen  Axe  A  desselben  Systems,  welche  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  n  —  1  willkürliche  Constanten.  Es  sei  J^  die  Axe  einer 
Momentandy name,  zu  welcher  Ay  die  Momentan windungsaxe  ist.  Wählt  man  nun 
weiter  A^  reciprocal  zu  J,,  ^,,  1?J,  .  .  .  Be— n,  so  sind  A^  und  A^  conjugirt  und 
fflr  die  Wahl  von  A^  bleiben  noch  n  —  2  Constanten  willkürlich.  Es  sei  J^  die 
Axe  einer  Momentandyname  zu  A^  als  Momentanwindungsaxe.  Wählt  man  dann 
weiter  A^  reciprocal  zu  /j ,  Jj ,  ^,  ,  Bj ,  .  .  .  Bn—Q  und  setzt  diesen  Prozess  fort 
bis  zur  n.  Axe  An^  so  erhält  man  n  Axen  A^^  ^,  ...  An,  von  denen  je  zwei 
coigagirt  sind.  Die  Anzahl  aller  für  die  Wahl  dieser  n  Axen  noch  disponibel en 
Constanten  ist  w  —  1  +  n  —  2  +  •  •  •  -f-  1  =  i  w  (n  —  1),  also  halb  so  gross  als 
die  Anzahl  n  {n  —  1)  der  Constanten,  welche  irgend  n  Axen  von  Z  bestimmen. 

In  dem  Axensystem  Z  der  n.  Stufe  der  Freiheit  gibt  es  immer 
n  Axen,  sodass  je  zwei  derselben  conjugirt  und  zugleich  reciprocal 
sind.  Man  kann  nämlich  die  \^nin —  1)  disponibelen  Constanten  der  Wahl  von 
n  paarweise  conjugirter  Axen  bo  bestimmen,  dass  diese  Axen  reciprocal  werden. 
Zu  dem  Ende  wähle  man  A^  reciprocal  zu  ^j,  B^^  ...  Be— »,  wobei  n  —  1  Con- 
stanten disponibel  bleiben,  dann  A^  reciprocal  zu  ud|,  B^,  .  .  .  B^—n  mit  n  —  2 
disponibelen  Constanten  u.  s.  f.  Man  erhalt  dann  für  die  Anzahl  der  willkür- 
lichen Constanten  behufs  der  Wahl  von  n  coreciprocalen  Axen  von  Z 

n— 1+»*  —  2  +  ---  +  l=in(n  —  1). 
Die  Bestimmung  erschöpft  also   genau  die  Gesammtzahl   aller   überhaupt  dispo- 
nibelen Constanten. 

In  dem  Axensystem  Z  der  n.  Stufe  der  Freiheit  gibt  es  nur  n  Axen 
der  Art,  dass  eine  Momentandyname  um  irgend  eine  derselben  dem 
beweglichen  System  eine  Windungsgeschwindigkeit  um  dieselbe  Axe 
ertheilt(Hauptaxen  der  Momentan  dynamen  und  Momentan  Windungen). 
Sie  sind  die  n  conjugirten  und  coreciprocalen  Axen.  Es  genügt,  den 
Beweis  für  tt  «>  3  zu  führen,  für  jede  andere  Stufe  der  Freiheit  ist  er  diesem 
ähnlich.  Es  seien  A^^  A^^  A^  die  drei  coijngirten  und  coreciprocalen  Axen  des 
Axensystems  Z  der  3.  Stufe,  7?^,  B.^^  B^  irgend  drei  Axen  des  reciprocalen  Axen- 
systems Z'  und  i^i,  B^y  Bj  die  Axen  von  in^end  drei  Momentandy namcn,  welche 
nm  Aiy  A^y  A^  Momentanwindungen  hervormfcn.  Jede  Momentandyname,  deren 
Axe  dem  Axensystem  7i\,  B^,  B^,  B^  angehört,  windet  das  System  um  ^^  (vgl. 
den  Beweis  des  1.  Satzes  dieses  Paragraphen).  Die  Axen  dieses  Systems  sind 
aber  reciprocal  za  A^  und  A^'^  denn  da  A^  und  A^  conjugirt  sind,  ist  B^  reci- 
procal sa  A^  und  ebenso  ist  B^  reciprocal  zu  A^y  da  A^  und  A^  conjugirt  sind. 


576  KinetiBche  Energie.  IV.  Th.,  Cap.  Vm,  §.  8. 

Hieraus  ergibt  sieb,  dass  eine  Dyname,  deren  Axe  reciprocal  zu  A^  und  A^  ist, 
das  System  um  A^  windet.  Ai  ist  aber  selbst  reciprocal  zu  A^  und  A^  und  daher 
windet  eine  Dyname,  deren  Axe  ^j  ist,  das  System  um  A^  selbst.  Ebenso  für 
Aj  und  A^. 

Für  das  freie  System  (n  ==  6)  z.  B.  sind  die  drei  Hauptaxen  SA^  SB,  SC 
mit  den  doppelten  Parametern  a,  —  a,  &,  —  5,  c,  —  c  6  Hauptaxen  der  Momentan- 
dynamen und  Momentanwindungen. 

Es  fehlt  nun  noch  der  Nachweis,  dass  es  ausser  den  n  bezeichneten  Haupt- 
axen der  Dynamen  und  Windungen  keine  weiteren  gibt.  Denn  es  sei  S  irgend 
eine  weitere  Hauptaxe,  sodass  eine  Dyname  um  dieselbe  eine  Windung  um  sie 
selbst  hervorbringe;  so  zerlege  man  sie  iu  n  Dynamen  um  die  Hauptaxen  A^, 
A^,  .  .  .  An  und  seien  S^,  6',,  .  .  .  Sn  die  Intensitäten  dieser  Componenten.  Diese 
Zerlegung  muss  möglich  sein,  da  vermöge  der  Windung  des  Systems  um  S  diese 
Axe  dem  Axensystem  A^,  J^,  .  .  .  An  angehört.  Diese  n  Componenten  rufen  ein- 
zeln WindungBgesch windigkeiten  um  A^^  A^,  ...  An  hervor,  deren  Winkel- 
geschwindigkeiten (Tj ,  a^,  ...  Oh  proportional  den  Intensitäten  5^ ,  iSg ,  .  .  .  Sn 
sind  und  sich  zu  der  Windungsgeschwindigkeit  um  S  zusammensetzen  lassen 
müssen.  Hieraus  folgt  aber,  dass  jede  Axe,  welche  dem  Axensystem  A^,  .  ,  .  An 
angehört,  eine  Hauptaxe  sein  müsste,  was  nicht  allgemein  der  Fall  ist.  Ist  näm- 
lich X  eine  Axe  mit  einer  Dyname  und  Y  die  ihr  entsprechende  Momentan- 
windungsaxe ,  so  erzeugen  die  Componenten  von  X  in  Bezug  auf  Ai,  ...  An^ 
deren  Intensitäten  Xj,  .  .  ,  Xn  seien,  Windungsgeschwindigkeiten  um  A^,  ,  ,  .  An 

X  XL  X 

gleich  -^  tfi ,    ^  ^2i  '  '  '  ^  Cn   und  diese  müssten  gleich  den  Componenten  der 

^l  Oj  an 

XX  X 

Windungsgeschwindigkeit  um  Y  sein.    Da  aber  die  Verhältnisse   ^^ ,  o~*  •  *  *  <r^ 

Oj        Oj  bn 

einander  gleich  sind,  so  müssten  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Componenten 
der  Windungsgeschwindigkeit  um  Y  um  ^^ ,  .  .  .  ^«  proportional  sein  den  Inten- 
sitäten X|,  JTg,  .  .  .  Xn  der  Dyname  am  X.  Da  aber  Windungsgeschwindigkeiten 
und  Dynamen  dieselben  Gesetze  der  Zusammensetzung  befolgen,  so  müssten  Y 
und  X  identische  Axen,  d.  h.  X  müsste  eine  Hauptaxe  sein. 

§.  8.  Die  Windungsgeschwindigkeit  eines  Systems  mit  Freiheit  n.  Stufe 
kann  zerlegt  werden  in  n  Componenten  um  n  Axen  des  Axensystems  n.  Stufe, 
welches  der  Freiheit  angehört.  Sind  diese  Axen  conjugirte  Axen,  so  ist 
die  kinetische  Energie  (halbe  lebendige  Kraft)  des  Systems  die  Summe 
von  n  quadratischen  Gliedern. 

Es  wirke  eine  Momentandyname  auf  das  System  und  erzeuge  um  eine  Axe  a 
eine  Windungsgeschwindigkeit,  in  Folge  deren  das  System  die  kinetische  Energie 
Ea  erlangt.  Ertheilt  ihm  nun  eine  zweite  Dyname,  deren  Axe  v  sei,  ein  Win- 
dungsgeschwindigkeit um  die  Axe  ß  und  ist  E^  die  kinetische  Energie,  welche 
es  dadurch  erlangen  würde,  wenn  es  vorher  keine  Windung  besässe,  so  wird  die 
kinetische  Energie,  welche  durch  die  gleichzeitige  Wirkung  beider  Dynamen  her- 
vorgerufen wird,  von  Ea  und  Ep  alhängen.  Die  Art  dieser  Abhängigkeit  ist  je 
nach  der  gegenseitigen  Lage  der  Aien  verschieden.  Im  Allgemeinen  wird,  wäh- 
rend das  System  um  ß  eine  Windung  erleidet,  die  Dyname  um  v  in  Bezug  auf 
die  Windung  um  a  noch  eine  Arbeit  leisten.  Nur  dann,  wenn  diese  Afteit  Null 
ist,  also  die  Axen  «  und  v  reciprocal  und  folglich  «  und  ^  conjugirte  Ax^  sind, 
wird  die  Energie  Ep  nicht  durch  Ea  modificirt  und  ergibt  sich  Ea  4-  ^ß  ah  die 
yon  beiden  Dynamen  zusammen  erseogte  Energie  des  Systems.    Wirken  ebenso 

\ 

\ 
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noch  weitere  Dynamen  und  bilden  die  Momentanaxen  aller  ein  System  con- 
jngirter  Azen,  so  gilt  der  Satz  in  erweiterter  Form  und  ist  -Ea  +  -^z*  +  •  *  *  ^i® 
gesammte  kinetische  Energie,  welche  durch  eine  Reihe  von  Windungen  um  con- 
jugirte  Azen  a,  ß,  .  .  .  erzeugt  wird. 

Um  die  kinetische  Energie,  entsprechend  einer  Windungsgeschwindigkeit  (o, 
poo)  um  die  Axe  a  durch  die  Coordinaten  a^,  or,«  -  •  *  ^a  ^^^  Axenparameters  pa 
in  Bezug  auf  die  Hauptazen  darzustellen,  bedenken  wir,  dass  die  Componente  der 
Translationsgeschwiudigkeit  parallel  der  Coordinatenaze  a.  gleich  oop^a.  ist  und 

also  den  Bestandtheil  ^  Ma^pfaf,  die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit 
um  tfj  aber,  nämlich  aa.  den  Bestandtheil  \(o^a}M%*  liefert.  Der  Parameter  p^ 
ist  aber  der  Trägheitsradius  %  von  a..  Denn  ist  P  die  Intensität  der  zu  er,,  ge- 
hörigen Dyname  und  x  der  Trägheitsradius ,  so  muss  p. (oa.'=^P;  M  und 
00  a^  BS  p.  P.  :  M%*  sein ,  woraus  x  ss  p^  folgt.  Daher  ist  das  Trägheitsmoment 
Mpf ,  sodass  dieser  letztere  Bestandtheil  gleichfalls  in  \  oo^pf  or?  übergeht.  Daher 
ist  die  kinetische  Energie  der  Windung  um  er,,  überhaupt  gleich  McD^p^af,    Dem 

obigen  Satze  zufolge  ist  daher  die  der  Windung  um  die  Aze  a  entsprechende 
kinetische  Energie  des  Systems 

Mo»»  CP?«?  +  Pi«2  +  .  .  'plaD  =  M(o'ul , 
wenn  ttl'=^p\a\  +pj«i  +  •  •  '  pI^^I  gesetzt  wird. 

Ist  das  System  nicht  frei,  sondern  nur  windbar  um  eine  Axe  a  (Parametei  p^\ 
so  ertheilt  ihm  eine  Momentandyname  von  der  Intensität  P,  deren  Aze  17  ist,  um 
a  eine  Windungsgeschwindigkeit  1»,  welche  leicht  zu  bestimmen  ist.  Denn  der 
Momentanwiderstand  ist  äquivalent  einer  Momentandyname  von  der  Intensität  Q 
um  eine  gewisse  Axe  v.  Durch  Einführung  derselben  wird  das  System  frei.  Die 
Componente  um  die  Coordinatenaze  ^,.,  welche  von  beiden  Dynamen  zusammen 

herrührt,  hat  die  Intensität  Prj^  -|-  Qv^  und  ertheilt  dem  System  parallel  fi.  die 

Translationsgeschwindigkeit  (PfJi  "h  Q^i)  '  -^t  sowie  die  Winkelgeschwindigkeit 

(Prjf  -i-  QvÄ  :  Mp^.    Die  Winkelgeschwindigkeit  um  a  hat  aber  um  ß.  die  Com- 

ponenten  taa^  und  besteht  daher  die  Gleichung 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  p?ff,.  und  summirt  nach  t,  so  erhält  man 

POP 

Stopf  a}  =  0,1*2  «  -jr  ^i^f«.^.  +  g  ^Pi'^i^i  "  5  Oa., 

da  £p.a^v^  a  Oav  »>  0  ist,  weil  a  und  v  reciprocal  sind.  Hierdurch  ist  a>  be- 
stimmt. Es  ist  direkt  proportional  dem  virtuellen  Coefficienten  tOatj  und  umge- 
kehrt proportional  u^.  Die  kinetische  Energie  des  Systems  folgt  hieraus,  nämlich 

Wenn  das  System  sich  frei  um  die  Axe  a  drehen  würde  in  Folge  der  Dyname 
am  1},  80  würde  von  den  Componenten  Ptj-  die  kinetische  Energie 


P^fif 
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und  also  die  Gesammtenergie  —  Zrif    ertheilt  werden.    Die  Differenz   zwischen 

dieser  und  der,  dem  in  der  Bewegung  auf  die  Axe  a  beschränkten  System  ertheilten 
Energie  ergibt  daher  den  Energieverlust 

§.  9.  Wir  haben  bisher  für  eine  Dyname  oder  Windungsgeschwindigkeit 
6  Coordinaten  angewandt.  Für  ein  System,  welches  Freiheit  n.  Stufe  besitzt, 
genügen  aber  n  Coordinaten.  Es  wurde  nämlich  gezeigt,  dass  es  stets  möglich 
ist,  in  dem  Axensystem  der  tt.  Stufe  n  Azen  zu  bestimmen,  von  denen  jede  zu 
den  übrigen  reciprocal  isi  Wählt  man  n  solche  coreciprocale  Axen  unter  die 
Coordinatenaxen ,  so  werden  von  den  6  Coordinaten  o^i  >  ce, ,  .  .  .  a^  einer  Axe  a 
6  —  n  gleich  Null.  Da  nämlich  eine  Dyname  von  der  Intensität  1  um  eine 
Axe  a,  welche  dem  Axensystem  n.  Stufe  angehört,  in  n  Componenten  von  den 
Intensitäten  otj  ,  a^,  ...  an  um  n  coreciprocale  Axen  dieses  Axensystems  zerlegt 
werden  kann,  so  genügen  diese  tt  Grössen  als  Coordinaten  für  die  vollständige 
Bestimmung  der  Dyname.  Der  Parameter  von  a  ist  dann  jPi  «^  -j-  •  •  •  -j~  JP  ^^ 
und  der  virtuelle  Coefficient  zweier  Axen  a,  ß  wird  2(pofjp,  +  •  •  •  +P„«„^,j). 

Um  eine  Axe  des  Axensystems  tt.  Stufe  zu  finden,  welche  zu  n  —  1  Axen  des- 
selben Axensystems  reciprocal  ist,  wähle  man  6  —  tt  Axen  des  reciprocalen  Axen- 
systems, dann  ist  die  gesuchte  Axe  zu  6  —  n-j-^  — 1  =  6  bekannten  Axen  reci- 
procal, also  bestimmt,  da  es  zu  5  Axen  nur  eine  reciprocale  gibt. 

Eine  Dyname,  welche  auf  ein  System  mit  Freiheit  n.  Stufe  wirkt, 
ist  immer  äquivalent  einer  gewissen  Dyname  um  eine  Axe,  welche 
dem  Axensystem  n.  Stufe  angehört.  Denn  man  wähle  n  Axen  des  Axen- 
systems und  C  —  n  Axen  des  zu  ihm  reciprocalen  Axensystems.  Zerlegt  man  die 
gegebene  Dyname  in  Componenten  um  diese  G  Axen,  so  werden  die  6  —  tt  Com- 
ponenten um  die  letzteren  Axen  durch  die  WiderstILnde  des  Systems  getilgt^ 
während  die  n  eroteren  sich  zu  einer  Dyname  um  eine  Axe  des  Axensystems 
tt.  Stufe  zusammensetzen.  Diese  Dyname  heisst  die  reducirte  Dyname  der  ge- 
gebenen. 

Wählen  wir  zu  Coordinatenaxen  die  n  Hauptaxen  und  sind  i^j ,  17, ,  ...  17^ 
die  Coordinaten  einer  reducirten  Dyname  in  Bezug  auf  sie,  sowie  Oi,  a>,,  ...  a>^ 
die  der  entsprechenden  Winkelgeschwindigkeit,  sowie  Wj,  «,,...  ti^  die  ent- 
sprechenden Werthe  der  Grösse  u  für  die  Axen,  so  ist  nach  §.  8,  weil  die  Dy- 
namen  um  die  Hauptaxen  selbst  wioden,  also  die  virtuellen  Coefficienten  gleich 
den  doppelten  Parametern  werden 

d.  h.  die  Coordinaten  der  reducirten  Dyname  werden  proportional   den  Grössen 

Pi       '       P%  Pn 

§.  10.     Wir  wollen  jetzt  annehmen,  das  bewegliche  System  von  der  tt.  Stufe 

der  Freiheit  sei   einem  System   continuirlicher  Kräfte  unterworfen,  für  welches 

das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  gilt.    Das  Eräftesystem  ist  zu  jeder  Zeit 

einer  Dyname  äquivalent,   welche  wir  zum  Unterschied  von  den  bisherigen  Mo- 

meDtaDdyDAmen  eine   continuirlich.  wirkende  Dyname    nennen.     Da«  be- 


O.W.?  =  -Ti-  QiJd  also   17.  = ^  (ö. , 
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wegliche  FanktsjBtem  befinde  sich  in  einer  Lage  £  stabilen  Gleichgewichtes  und 
besitze  eine  Windongsgesch windigkeit  um  eine  Axe,  yermdge  welcher  ea  in  eine 
unendlich  nahe  Lage  £'  übergeführt  wird.  Die  unendlichkleine  Amplitude  der 
Elementarwindung  sei  ^.  In  der  Lage  Z  ist  die  Eräftefunction  oder  das  Potential 
V  ein  Maximum,  dessen  Werth  nach  Cap.  V,  §.  11,  S.  611  gleich  Null  angenom- 
men werden  kann,  sodass  V  selbst  für  Bewegungen  in  der  Nähe  der  Gleich- 
gewichtslage negativ  sein  wird.  Indem  das  System  die  Gleichgewichtslage  yer- 
iS^st,  werden  die  Kräfte  einer  Dyname  äquivalent,  die  wir  durch  ihre  reducirte 
Dyname  ersetzt  denken,  deren  Aze  rj  und  deren  Componente  um  n  coreciprocale 
Coordinatenaxen  die  Intensitäten  i^j,  i;,,  ...  17^  haben,  während  «O-, ,  «O-,,  ...  d-n 
die  Componenten  der  Amplitude  ^  um  dieselben  Axen  darstellen  mögen.  Der 
Werth  von  V  wird  eine  Function  von  ^j ,  ^^  >  •  •  •  '^«  <>^°6  Absolutglied  sein, 
welche  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  dieser  Grössen  entwickelt,  mit  den  Gliedern 
zweiter  Ordnung  beginnt,  indem  die  Glieder  erster  Ordnung  vermöge  des  Maxi- 
mums in  der  Lage  £  verschwinden.  Sie  und  ihre  Derivirten  werden  daher  die 
Form  haben 

V»  =-  A^^e-\  +  A^^^  + h  ^nn&l  +.2  A,^i^,  +  2^,8^i^3  +  •••  +  •••, 

|^=  2  [Äü»i+  A,i»,  +  ^,^3  +  ...  +  ^^.^„]. 

Aus  der  Lage  £'  wird  nun  das  System  in  eine  weitere  unendlichnahe  Lage  £*' 
gelangen  und  dabei  wird  die  Dyname  um  17  eine  Elementararbeit  leisten,  welche 
durch  die  Abnahme  — dV^  des  Potentials,  d.  h.  durch 

dargestellt  wird.  Dieselbe  ist  aber,  da  die  Coordinatenaxen  coreciprocal  sind, 
gleich 

Indem  wir  die  Coefficienten  beider  Ausdrücke  gleich  setzen  (denn  die  Gleichheit 
der  Ausdrücke  muss  für  verschiedene  Lagen  von  Z"  bestehen),  erhalten  wir  die 
Coordinaten  97^.  der  reducirten  continuirlichea  Dyname,  nämlich 

l_oVa  L^  ^    ^^'^ 

§.11.  Analog  zu  §.  6  ergibt  sich,  dass  wenn  einer  Elementarwindung  9^  um 
die  Axe  (d)  eine  continuirliche  Dyname  um  eine  Axe  17  und  einer  anderen 
Elementarwindung  q>  um  eine  Axe  (9)  eine  Dynamo,  i  entspricht  und  (^)  zu  i 
reciprocal  ist,  dann  auch  (9)  zu  rj  reciprocal  sein  muss.  Zwei  Axen  (^),  (qp)  von 
dieser  Eigenschaft  heissen  in  Bezug  auf  das  Potential  conjugirte  Axen. 
Denn  die  Bedingung  der  Reciprocalität  von  (d)  und  £  ist 

Pi^i  ti  +  Pi^'it,  + h  Pn^ntn  -  ^> 

1    dV 
wenn  f.  die  Coordinaten  von  f  sind.    Es  sind  aber  f.  =■  —  ^r —  ^-^ ,    wenn    m. 

2p.  Cq>f 

die  Coordinaten  von  9  sind  und  in  V  statt  6'i ,  •O', ,  .  .  .  die  Werthe  <p^ ,  ip,  ge- 
schrieben werden.    Hiermit  wird  die  Bedinguig  der  Reciprocalität 

welche  aber,  wenn  man  die  Derivirten  voa  V  eiiisetst  in  die^  in  Be<L\x^%.\&  ^v>^<k 

VI* 


» « » 


\ 
\ 
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übergeht  und  ebenso  erhalten  wird,  wenn  man  ausdrücken  will,  dass  q>  pnd  ^ 
reciprocal  seien. 

Jeder  Windungsaxe  d-  entspricht  die  Aze  77  einer  continuirlicheh  Dyname. 
Man  kann  zeigen,  dass  es  n  Azen  rj  gibt,  welche  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Azen  ^  zusummenfallen  (Hauptaxen  in  Bezug  auf  das  Potential).  Denn 
es  sei  a  eine  solche  Aze  und  P  die  Intensität  der  Dyname  um  sie,  welche  der 
Windung  von  der  Amplitude  a  um  a  entspricht,  so  ist  nach  §.10 

und  wenn  man  die  Werthe  von  Va  und  dessen  DifPerentialquotient  nach  a.  ein- 
führt und  hierauf  t  8=3  1,  2,  ...  n  setzt: 


«1  Mii —Pi\  +  «« Ai  H h  «n-^in 


0, 


Eliminirt  man  aus  diesen  n  linearen  Gleichungen  cti,  o,,  ...  an,  so  bleibt  eine 

p 

Gleichung  n.  Grades  zur  Bestimmung  von  —  mit  n  reellen  Wurzeln ;  zu  jedem 

Wurzelwerthe  ergeben  sich  aus  den  linearen  Gleichungen  die  Verhältnisse  der 
Coordinaten  a^,  a,,  .  .  .  crn  für  eine  bestimmte  Aze  und  da  zwischen  diesen  Coor- 
dinaten  eine  Relation  besteht  (s.  §.  4)  diese  Coordinaten  selbst.  Man  kann  zeigen, 
dass  diese  Axen  reciprocal  sind  (Ball,  theory  of  screws,  p.  69). 

§.  12.  Zu  jeder  Momentanwindungsaxe  d  des  Azensystems  n.  Stufe  gehört 
eine  Aze  X,  um  welche  eine  Momentandyname  die  Windung  d-  hervorbringt.  Zu 
jeder  Aze  ^  gehört  aber  auch  eine  Aze  17,  welche  die  Aze  der  reducirten  cohti- 
nuirlichen  Dyname  ist,  welcher  das  Eräftesystem  nach  der  Windung  ^  äquivalent 
ist.  Man  kann  zeigen,  dass  es  n  Azen  17  gibt,  welche  mit  den  ihnen 
correspondirenden  Azen  X  zusammenfallen  (harmonische  Azen).  Denn 
in  Bezog  auf  die  n  Hauptazen  der  Momentandy namen  und  Windungen  sind  die 
Coordinaten  der  Momentandy name  um  X,  welche  die  Windung  ^  hervorzubringen 

vermag,  nach  §.  9,   wenn  h  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet  h  —  ^,1  ^^ 

Pi 

(o^  ^=^-ri  ^ui<^  wenn  X  mit  rj  zusammenfallen  soll,  so  müssen  n  Gleichungen  be- 

**?  1     dV<t 

stehen  von  der  Form  h  —  co .  =  —  - —  ^-^ ,  oder  da  nach  §.  9  die  Coordinaten 

Pi  2p.  d^. 

^}  «*,•         1     -Pf         1     P 

Pj  der  Dyname  P^  ■=»  M  —  «.,    abo    —  ==  --  =  ii>  —    ist,    wenn  man 

•  "^  •  Pi     *  Pf        M    ca.        '  M   oi 

p 

—  "h  —  a.  Ms^  setzt  und  den  Wenh  von  V^  einführt,  die  Gleichungen: 

AI 


»,  ^„  +  *,  ^„  +  •  •  •  +  *•  {A,n  -  If  «•««)  -  0.  j 

AoM  dieten  folgt  nach  EUmioatioa  von  9,,  d,,  . . .  d»  eine  Oleidtung  «.  OndM 
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für  5*  mit  n  reellen  Wurzeln  und  jeder  derselben  entBpricht  daher  ein  Paar  zu- 
sammenfallende Axen  l  und  rj.  Ball  zeigt  (a.  a.  0.  S.  76),  dass  jedes  solche 
Paar  conjugirte  Axen  der  Momentandynamen  und  also  conjugirte  Axen  in  Bezug 
auf  das  Potential  sind. 

§.  13.  Nach  §.  8  ist  die  kinetische  Energie,  herrührend  von  der  Bewegung 
um  die  Coordinatenaxe  vom  Index  i  gleich  3fu?o>?,  also  die  gesammte  kine- 
tische Energie  T  des  Systems  • 

r  -  itf  (UJ  DB?   +  t*i  (Di   +  .   .  .  +  U>2), 

während  die  potentiale  Energie  V  eine  homogene  Function  2.  Grades  von  ^j, 
d"^,  .  .  .  d'n  ist.  Die  Bewegungsgleichungen  ? on  Lagrange,  deren  Zahl  n  ist,  weil 
die  Coordinaten,  welche  hier  angewandt  sind,  die  Bedingungen,  welche  die  Be- 
wegung beschränken,  von  selbst  erfüllen,  sind  nämlich 


LfiL^  +  iv^o, 


dt  \dtoJ   ^  d»i 
gehen  mit  Hülfe  des  Ausdruckes  für  T  über  in 

und  werden  mit  Hülfe  des  Werthes  von  V  lineare  Differentialgleichungen  2.  Ord- 
nung. Um  sie  zu  integriren  kann  man  eine  Function  Sl  der  Zeit  und  n  Con- 
stanten /l ,  /i  ,.../*„  «0  finden ,  dass 

wird.    Die  Bewegungsgleichongen  werden  i&mlich 

df 


^W/i    -TT^  +  {AJi  +  ^x^ft  +  •  •  •  +  Äinfn)  Ä  «  0, 


M^L  ^  +  (^,i/i  +  KiU  +  ■■■  +  Ä,j,) fl - 0. 

Bestimmt  man  fn  ftf  -  '  •  fn  ^^^  ^^°®  GrOste  «so,  dass 

/;  {An  -  itfuf  o  +  f,A,,  +  . . .  +  f^Ä^,  =  0, 
I     •       • 

f^Anl  +  f^An%  H h  f^XAnn  —  itf  V^  5«)  —  0 

wird,  so  reduciren  sich  die  n  Gleichungen  auf  die  eine 

Das  System  der  Hülfsgieichungen,  welches  aar  Bestimmung  der  Constanten  f  und 
8  dient,  ist  das  System,  welches  die  n  haitnonischen  Axen  liefert  und  die  Con- 
stanten /i,  /i,  .  .  .  /in  welche  einem  der  n  Werthe  von  8  entsprechen,  sind  die 
Coordinaten  der  diesem  Werthe  entsprechenden  Axe.  Die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung für  Sl  gibt 

Ä=-fisin(«<4-  c).. 

Hieraus  folgt  sodann,  wenn  ir^,  .  .  .  ITn,  c^^*  ,  ,  Cn  willkürliche  Constanten  und 
f    die  Werthe  von  f  sind,  welche  der  Wurzel  «>  entsprechen,  nach  der  Theorie 

der  linearen  Differentaalgleichongen  ^ 

\ 
\ 
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^1   =  fix  Hl  8»n  («1  *  +  C,)  H h  f^x^n  sin  {Snt  +  Cn), 


^n  ==  fm^i  8^^  («1  *  +  Ci)  H h  /;^lf»  sin  («»«  +  Cn), 

wovon  man  sieb  ancb  binterber  überzeugen  kann,  indem  diese  Ausdrücke  der 
Bewegungsgleicbungen  genügen  und  die  genügende  Anzabl  2n  wiilkürlicber  Con- 
stanten entbalten. 

Die  bier  in  Kürze  mitgetbeilte  BalTscbe  Tbeorie  gibt  die  kleinen 
Scbwin gangen  eines  Systems  n.  Stufe  der  Freibeit  um  eine  stabile  Gleicbgewicbtslage. 
Die  Constanten  werden  durcb  den  Anfangszustand  bestimmt.  Man  wird  die  an- 
fUnglicbe  Windungsgesebwindigkeit  in  n  Component^en  um  die  Hauptaxen  auf- 
lösen. Ist  der  Anfangszustand  so  besebaffen,  dass  IT,  s  IT,  =s  .  .  .  Hn  =  0,  also 
^j  s^  /"xi-^i  sin  («1*  +  c),  .  .  .  ^^  =  fin^i  ^^°  (*i*  +  <J)i  80  werden  die  Coordi- 
naten  des  Systems  proportional  fn^  fm  .  -  *  fini  ^*  ^-  ^^  System  oscillirt  dann 
um  die  barmoniscbe  Axe,  deren  Coordinaten  dies  sind. 

Wir  dürfen  den  tiefen  Forschungen  BalTs  auf  dem  Gebiete  der  Mecbanik,  von 
welcben  wir  bier  einen  kurzen  Abriss  geben ^  nicbt  weiter  folgen,  sondern 
müssen  auf  sein  Werk  selbst  verweisen.  Er  bat  seine  Tbeorie  für  alle  Grade 
der  Freibeit  im  Speciellen  durchgeführt  und  eine  Menge  neuer  Sätze  und  frucht- 
barer Metboden  gelehrt,  welche  eine  wichtige  Parthie  der  Mechanik,  die  Kinetik 
des  unveränderlichen,  bestimmten  Beschränkungen  seiner  Beweglichkeit  unter- 
worfenen Systems  zu  einem  lange  ersehnten  Abschlüsse  hinzuführen  geeignet 
sind.  In  Bezug  auf  den  Zusammenhang  seiner  Lehren  mit  der  Theorie  der 
Liniencomplexe  yerdankt  er  Kleines  Untersuchungen  über  Liniencomplexe 
manche  Hilfe.  £&  ist  zu  hoffen,  dass  die  sich  allmälig  ausbildende  rein  geome- 
trische Theorie  der  Complexe  den  bier  vorgetragenen  Lehren  noch  einen  er- 
höhten Grad  der  Anschaulichkeit  verleiben  werde. 


IX.  Capitel. 

Einige  Probleme  der  Bewegung  veränderlicher  Systeme. 

§.  1.  Bewegung  eines  biegsamen  und  dehnbaren  homogenen 
Fadens  (Problem  der  schwingenden  Saiten).  Ein  biegsamer  und  dehnbarer 
Faden  von  der  Länge  l  sei  zwischen  zwei  festen  Punkten  -4,  B  gespannt  Zur 
Zeit  t  ^=  0  sei  er  um  ein  Weniges  ans  der  Gleicbgewicbtslage  entfernt,  sei  ihm 
ein  bestimmter  Gescbwindigkeitszustaid  ertbeilt  und  mögen  auf  ihn  continuirliche 
Kräfte  P  wirken.  Es  sollen  die  Gleichungen  seiner  Bewegung  aufgestellt  und 
näherungsweise  integrirt  werden. 

1.  Wir  nehmen  die  Gerade  AB  zur  x-Axe,  zwei  andere  zu  ihr  und  unter 
einander  senkrechte  Axen  des  Punktes  Ä  zur  y-  und  «-Axe.  Die  anfängliche 
Spannung  des  Fadens,  ohne  dass  die  Kräfte  P  wirken,  sei  in  allen  Punkten  gleich  t. 
Die  Gerade  AB  ist  nicbt  die  Gleichgewichtslage,  um  welche  der  Faden  schwingen 
wird,  sie  ist  die  Gestalt  des  ^adeni,  welche  er  annehmen  würde,  wenn  blos  die 
Spannung  t  wirkte.  Ein  Punkt  iV  dieser  Linie  wird  zur  Zeit  e  =  0  die  Lage  if^, 
zur  Zeit  t  die  Lage  M  haben.  Ist  AN  »  x,  so  seien  o:  -f  u,  y,  «  die  Coordinaten  J 
roD  Jf,  CDtsprechend  der  Zeit  *,  lodMS  u^y,  g  die  Verschiebungen  des  Punkte« 
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N  darstellen.  An  dem  Punkte  3f,  in  welchem  man  sich  das  Bogenelement  MM' 
verschwindend  zu  denken  hat,  wirkt  nun  die  gegebene  Kraft,  welche  wir  auf  die 
Masse  6  der  Längeneinheit  beziehen,  sodass  XsdSy  Ysds^  Zsds  ihre  an  M  in 
Betracht  kommenden  Componenten  sind ;  femer  die  Spannungen  T,  T  -\-  BT 
längs  den  beiden  an  M  anstossenden  Elementen,  deren  Componenten  Tx  -f  dl'xt 
Ty  -\-  dTy,  Tz  +  dTx  im  Sinne  des  wachsenden  Bogens  und  —  Ta?,  —  Ty,  —  T,  im 
entgegengesetzten  Sinne  sind. 

Diese  Componenten  beziehen  sich  auf  die  Zeit  t  und  dTx,  dTy^  dTzy  de  sind 
Aenderungen,  welche  man  zu  derselben  Zeit  beim  Uebergange  vom  Punkte  N 
zum  Punkte  N*  erhält,  wobei  sich  x  allein  ändert;  es  sind  partielle  Aenderungen 
nach  X.  Diese  Spannungscomponenten  liefern  mit  denen  der  äussern  Kraft  zu- 
sammen dTx-{-  Xsds,  dTy -\-  Ysds,  dTz-\-  Zeds,  welche  mit  den  Reactions- 
kräfien  am  Punkte  M  Gleichgewicht  halten.  Die  Beschleunigungscomponenten 
des    Punktes   M  {x  -^  u,  y,  si)    zur   Zeit  t    sind   die    zweiten   Derivirten    seiner 

Coordinaten  nach  der  Zeit.    Daher  ergeben  sich  als  Beactionskräfte  —  eds  ^-rv , 

—  sds  ^^ ,  —  eds  ^-ß ,  indem  x  von  der  Zeit  unabhängig  ist.  Da  u,  y,  z  Func- 
tionen von  X  und  t  sind,  so  sind  diese  Derivirten  partielle;  daher  das  Zeichen  d 
und  nicht  d  geschrieben  werden  muss.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  von  M 
liefert  uns  daher  die  Gleichungen  der  Bewegung: 

dTx+(x^^^\f\Bd8=^0,dTy+(Y--^^^ 

Um  nun  Tx,  Ty,  Tz  zu  erhalten,  ist  T  mit  seinen  Richtnngscosinussen  zu  multi- 
pliciren.   Diese  sind  die  Richtungscosinusse  der  Fadentangente  zur  Zeit  ^,  nämlich 

^  o    — -1   ö^»   Ö-»   wo  «^^68  Zeichen  d  einer  Aenderung   des  x,   d.  h.  einem 

C8  08        08 

Uebergange  vom  Punkte  M  zu  M'  zu  derselben  t  entspricht.    Demnach  ist 

08  '  08  08 

Wir  wollen  nun  den  Faden  so  beschaffen  annehmen,  dass  das  Bogenelement 
MM'  =  08^  welches  ursprünglich  die  Länge  NN'  =»dx  hatte,  nach  wie  vor  die- 
selbe Masse  besitzt.    Dann  ist,  wenn  M  die   Gesammtmasse  des  Fadens  und  { 

M 

seine  ursprüngliche  Länge  AB  bezeichnet,  %d8  =^  -y  dx.  Führen  wir  diesen  Aus- 
druck in  die  Bewegungsgleichungen  ein,  und  schreiben  statt  der  Differentiale 
derivirte  Functionen,  so  nehmen  dieselben  ([ie  Gestalt  an: 

d    ^dz  .   M 


■hyr.    +T(f-i;o-» 


2.  Nehmen  wir  jetzt  an,  es  wirken  keine  äusseren  Kräfte,  d.  h.  es  seien 
JTy  Y,  Z  gleich  Null  und  sei  der  Zusammenl^ang  der  Fadentheile  der  Art,  dass 
die  Verlängerung,  welche  ein  Theil  desselben  4urch  eine  spannende  Kraft  erleidet^ 
der  ursprünglichen  Länge  und  der  spannenden  Kraft  pro^ottifvci^  %*^v  ^x^\^^^»^ 

\ 

\ 


584  Das  Problem  der  schwiDgenden  Saiten.    lY.Th.,  Cap.IX,§.  1. 

ds  ursprünglich  die  Länge  dx  und  ist  mithin  de  —  dx  seine  Verlängerung;  die 
ursprüngliche  Spannung  war  t  und  ist  mithin  die  Kraft,  welche  die  Verlängerung 
hervorgebracht  hat  T  —  r.  Daher  besteht  die  Gleichung  ds  —  dx*^  E(T  —  t)dx, 
sowie  E  einen  constanten,  von  der  materiellen  Beschaffenheit  des  Fadens  ab- 
hängigen Coefficienten  bedeutet.  Im  vorliegenden  Falle,  wo  keine  äusseren  Kräfte 
wirken,  ist  die  Gleichgewichtslage  des  Fadens  die  Gerade  AB  und  wird  derselbe, 
wenn  er  zur  Zeit  t  =^  0  nur  eine  kleine  Ausbiegnng  erföhrt,  fortwährend  nur 
kleine  Abweichungen  von  AB  zeigen.  In  Folge  dessen  wird  zu  allen  Zeiten  die 
Tangente  der  Fadencurve  mit  AB  einen  sehr  kleinen  Winkel  bilden,  sein  Cosinus 

d  (x  -A-  u) 
^  -— — -  also  sehr  nahe  die  Einheit  und  ds  *^  dx  -]-  du  sein.   Daher  ergibt  die 

08 

oben  entwickelte  Formel  T  =  t  +  J&  ö—  • 

dx 

Demzufolge  wird  die  erste  der  drei  Beweg^ngsgleichungen : 

d^       Md^u 
ax«""   l    dt*  ' 

Drücken  wir  jetzt  die  beiden  anderen  Richtungscosinusse  der  Fadentangente  und 
die  Compouenten  der  Spannung  mit  Rücksicht  auf  die  angefahrten  speciellen  Ver- 
hältnisse aus.    Man  erhält: 

'■l?-(-+^r:)5j^u-('+^l-:)l!['-a-:+--]- 

d  y 
Es  ist  aber  -^  die  Tangente  der  Neigung  der  Projection  des  Fadenelementes  auf 

0  X 

die  2;^- Ebene  gegen  die  a;-Aze,  also  sehr  klein.  Ebenso  ist  u  gegen  x  und 
mithin  du  gegen  dx  sehr  klein.    Mit  Beseitigung  der  kleinen  Grössen  höherer 

Ordnung  erhält  man  demnach  T  -^  ^=^%  ~-  und  folglich  für  die  zweite  und  gans 

in  derselben  Weise  die  dritte  Bewegungsgleichung,  nämlich 

d^_Md^  d^       M  d^ 

"^  dx*"  l   dt*  *       "^  dx*^   f  dt*  ' 

Setzt  man  -5^  =  «^   ^^^    m  '^  ^''   ®^   nehmen   die   Bewegungsgleichungen  die 

einfache  Form  an: 

d*u        ,  dhi        d*y        ,  £^        ^        ,  d*2 
dt*  """   dx*'       dt*""^  dx*'       dt*'"^  d^*' 

Sie  sind  simultane  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  und  dienen 
dazu,  u,  y,  z  und  mithin  die  Lage  jedes  Systempunktes  {x,  0,  0)  als  Functionen 
seines  Abstandes  in  der  Gleichgewichtslage  von  dem  einen  Endpunkte  des 
Fadens  und  der  Zeit  zu  finden.  Die  erste  Gleichung  bestimmt  die  Bewegung  der 
Projection  des  Systems  auf  die  a;-Aze  (die  sogenannten  Longitudinalschwingungen 
der  Saite),  die  zweite  und  dritte  die  Bewegung  der  Projection  auf  die  xy-  und 
die  j;;;- Ebene  (die  Transversalschwing^ngen).  Da  jede  der  Gleichungen  blos  eine 
der  gesuchten  Functionen  u,  y,  z  und  die  unabhängigen  Variabein  x  und  t  ent- 
hält, so  können  sie  gesondert  integrirt  werden.  Zu  den  Differentialgleichungen 
treten  noch  die  Bedingungen  der  Aa^ngslage  und  des  anfänglichen  Geschwindig- 
keitszustandes  hinzu,  sowie  die  ffir  alle  Zeiten  zu  erfttllende  Bedingung  des 
Systems,  dass*  die  beiden  Endpunkte  fest  seien.  Bezüglich  der  Anfiuigslage  mOa- 
sen  aicb  also  u,  y  und  ir  für  i  »■  0  auf  bestimmte  Functionen  /o  («),  f{x)  «nd      J 


\ 


für  a;  ="  0, 

X  sm  l  and 

alleWerthe 

von  t. 
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/i  (x)  von  X  reduciren,  sodass  y  =»  f(x),  e  =»  fi  {x)  die  Gleichungen  der  Form 
sind,  in  welche  man  die  Saite  znr  Zeit  (  »  0  durch  Herausbringen  aus  der  Gleich- 
gewichtslage gebracht  hat   Ebenso  müssen  die  Componenten  der  Geschwindigkeit 

sich  für  e  =»  0  auf  gegebene  Functionen  ^  =»  .F^  (o;),   ^  =  F(a;),  ^  =  F^  {x) 

ox  ox  ox 

reduciren.  Demnach  ist  das  Problem  in  folgenden  Bedingungen  vollständig  ent- 
halten : 

|^-a?g,      y^nx)     und     ||  -  F(a;)  für  e  -  0,     y  =  0 

3.    Wir  beschäftigen  uns  vorläufig  nur  mit  der  Behandlung  des  Gleichungs- 
systems 

y  =s  0  für  7  ^^^  jedes  t 

Für  sich  drücken  diese  Gleichungen  die  Bewegung  der  Saite  aus,  wenn  dieselbe 
blos  Transversalschwingungen  in  der  a;y- Ebene  macht.  Der  erste,  welcher  die 
vorliegende  Aufgabe  löste,  war  D'Alembert  {Memoires  de  VAcadimie  de  Berlin). 
Wir  wollen  zunächst  seine  Methode  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung erläutern,  die  beiden  willkürlichen  Functionen,  welche  das  allgemeine 
tMegral  enthält,  bestimmen  und  später  die  neuere  Methode  mit  Hülfe  von  Parti- 
dblarlösungen  und  Fourier* sehen  Reihen  auseinandersetzen.  D'Alembert 
schreibt  die  Differentialgleichung  in  der  Form 


d_    dj[       ^  /  .  dy^ 

dt  "dt  ^ dx^    ^ 


m 


und  bemerkt,  dass  sie  ausdrückt,  dass  die  Grösse  -^  dx  4-  a*  ^  dt    ein    voll- 

'  dt         *       ox 

ständiges  Differential  einer  Function  u  von  x  und  t  ist,  sodass 

dui^'^dx-\-a^^dt. 

dt         '       ox 

Hierzu  tritt  die  allgemein  gültige  Gleichui^: 

Aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich,  wenn  man  die  zweite  mit  a  mulUplicirt  und 
mit  der  ersteren  durch  Addition  und  Subtmction  verbindet: 

d  {u  +  ay)  ^  (^  +  a^\  d  {X  +  at), 

diu-  ay)  -  (If  -  a»lj)  d  {x  -  at), 

Da  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  volUtändige  Differentialien  sind,  so  müs- 
sen et  auch  die  rechten  Seiten  sein.    Demnat^h  ist  ;^  +  a  x^  eine  Function  ^<yDi. 

dt    '      cot 
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X  +  at  und  ^  —  a  -^  eine  Function  von  x  —  at   In  Folge  dessen  sind  uA-  ay 

*  dt  ox 

nnd  u  —  ay  Functionen  resp.  von  x  -\-  at  und  x —  at,  d.  h.  man  kann  setzen 

t*  -f  ay  =■  9  (a;  +  aQ,        u  —  ay  =  —  -^  (a;  —  at) 

nnd  mithin  wird 

2oy  =  9  (a;  +  at)  +  V'  (^  —  c^O» 

welche  Gleichung  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  der  schwingen- 
den Saiten  mit  den  zwei  willkürlichen  Functionen  9  und  ^  darstellt.  Um  die 
Form  derselben  zu  finden,  wie  sie  dem  mechanischen  Probleme  entspricht,  haben 
wir  gemäss  den  Bedingungen  des  Anfangszustandes 

2a/'(x)  =  9  {x)-\-'ip  {x), 

2F(a;)=-9  (a:)  +  i/;'(a;), 

mithin,  nachdem  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  zwischen  0  und  x  integrirt 
hat,  wodurch 


2  j  F  (x)  dx  ^^  tp  (x)  —  fp  (x) 


0 
wird  ^ 


X 


(p  {x)  =  af{x)  +  I  F  (x)  dx,         ^  (x)  ^  af  (x)  —  j  F  {x)  dx 

0  0 

und  mitbin,  indem  man  an  die  Stelle  des  Argumentes  x  die  Argumente  a;  -|-  at, 
X  —  at  setzt : 

x+at  X — at 

2ay  =  a[f{,x+at)  +  fix-  at)]  +  f  F  (x)  dx  —   jF  (x)  dx,  , 

oder  ,+„, 

X  —  at 

Da  die  Zeit  t  von  0  bis  00  nnd  x  von  0  bis  l  läuft,  so  erhält  x  -{-  at  alle  Werthe 

von  0  bis  00 ,  a;  —  at  aber  alle  Werthe  von  —  00  bis  l.   Damit  also  y  nnd  mithin 

dv 
auch  y~-  für  alle  Werthe  von  t  gefunden  werden  könne,  müssen  die  Functionen 
c  t 

q>  (£)  und  ^  (£)  fiir  alle  Werthe  des  Argumentes  g ,  die  erste  von  0  bis  00 ,  die 
zweite  von  —  oo  bis  t  bekannt  sein.  Durch  den  Anfangszustand  sind  aber  die 
Functionen  f  und  F  und  in  Folge  dessen  auch  die  aus  ihnen  gebildeten  Func- 
tionen q>  und  ^  nur  für  alle  Argumente  zwischen  0  und  l  bestimmt.  Die  Aus- 
dehnung dieser  Keuntniss  der  Werthe  derselben  ergibt  sich  mit  Hülfe  der  Be- 
dingung für  die  Grenzpunkte  der  Saite.  Vermöge  derselben  ist  y  »=»  0  für  «  a«  0 
und  a;  =  /,  d.  h.  es  bestehen  die  Gleichuugen: 

cp  (at)  +  !/>(-  at)  =  0,        qp  (Z  4-  ot)  +  ^  (?  -  at)  =  0, 

oder,  wenn  man  at  ^^  q  setzt: 

9  (9)  +  1/'  (-  9)  =  0,        9  y  +  9)  +  ^  (Z  -  9)  =.  0. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  den  periodischen  Charakter  der  FuncüoBen  9» 

ond  y>  nnd  damit  den  der  ganzen  Bewegung.    Die  erste  zeigt,  dass  wenn  9  (^) 

für  irgend  ein  positives  9  bekannt  ist»  man  sofort  ^  (—  q)  für  das  absolnt 
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ebenso  grosse  negative  q  erhält  und  dass  wenn  t^  ( —  q)  für  ein  negatives  Qj  also 
für  ein  positives  Argument  bekannt  ist^  tp  für  das  entsprechende  negative  Argu- 
ment erhalten  wird,  sowie  dass  die  eine  dieser  Functionen  periodisch  ist,  wenn 
es  die  andere  ist.  Die  zweite  Gleichung  sagt  aber  aus,  dass  eine  derselben  perio- 
disch sein  muss.  Denn  setzt  man  in  ihr  I  —  q  *=»  —  er,  also  q  =»  l  '\-  a,  so  kommt 
tp  {21  -{-  a)  =^  —  'fff  (—  a)  und  da  die  erste  Gleichung  hierzu  —  tp  {—  a)  =»  i  q>  (a) 
liefert,  so  wird  7  (<r  -f  2  7)  =>  7  (er).  Die  Periode  von  tp  ist  also  21.  Dasselbe 
gilt  von  t^.  Hiemach  ist  klar,  wie  die  Reihe  der  Werthe  der  Functionen  <p  und 
ipf  welche  durch  den  Anfangszustand  nur  zwischen  den  Grenzen  0  und  l  des 
Argumentes  gegeben  ist,  über  diese  Grenzen  ausgedehnt  wird  und  wie  durch  die 
Bedingungen  an  den  festen  Endpunkten  diese  Functionen  als  periodische  definirt 
werden.  Setzt  man  für  a  die  Grösse  at,  so  erhellt,  dass  wenn  at  um  21  zu- 
nimmt, die  Functionen  qp  und  ^  und  also  auch  die  Ordinate  y  und  die  Ge- 
schwindigkeit -^j  dieselben  Wertbe  annehmen.    Es  kehren  daher  nach  der  Zeit 

21 
T  =3  —  alle  Zustände  der  Saite  in   derselben  Ordnung  wieder  und  macht  die 

Saite  fortfahrend  gleiche  Oscillationen  von  der  Dauer  T.    Für  die  Anzahl  n  der 

Oscillationen  in  der  Zeiteinheit  hat  man  n  T «»  1 ,  also  n  »>  — ,  oder  da  a'  »  -- 

ist :  n  :=»  ^1/  -^Tf- '  Diese  Schwingungazahl,  welche  imabhängig  von  der  Anfangs- 
gestalt der  Saite  ist,  bestimmt  die  Höhe  des  Tones,  den  sie  erzeugt.  Sie  ist 
proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Spannung  r.  Da  M  selbst  proportional 
l  ist,  so  wird  n  umgekehrt  proportional  der  Länge  der  Saite. 

4.  Ist  z.  B.l^  =  F  {x)  für  <  =  0  gleich  Null,  so  erhält  man 

tp  (X)  =.  af  (x) ,      *  («)  =  af  (x), 

5.  Wir  wollen  jetzt  die  erwähnte  zweite  Behandlungs weise  unseres  Problems 

durchführen.     Der    linearen  partiellen    Diferentialgleichung    ^  » a'  ^-^  kann 

c  t  ex 

man  durch  eine  Exponentialfunction  y=>ea«-f/9<  als  Particularlösung  genügen,  so- 
bald die  Constanten  «,  ß  der  Gleichung  ß'  «=  a^a^  genügen.  Ueber  die  eine  von 
ihnen   kann  dann  noch   weiter    verfügt  werden.     Setzen  wir  ^  =>  +  aa  ein,  so 

wird  die  Particularlösung  y  =  e^*-^^"  und  spaltet  sich  in  zwei  solche,  nämlich 
y  =  g(*+«')a  mj£i  y  -_  ^{x—ai)a^  j^^^  ^^^  diesen  Lösungen  genügt  auch  noch, 
wenn   man    sie    mit    einer   willkürlichen  Oonstanten   multiplicirt,   d.  h.   es    sind 

y  «  Cie^'+"'^"'  und  y  =  Cj.c^*""'"^*'  gleichfalls  Particularlösungen.  Nun  ist  aber 
weiter  einleuchtend,  dass  allgemein,  wenn  X^  und  X,  zwei  Lösungen  sind,  auch 
die  Summe  X^  -f-  X^  eine  Lösung  ist.  I^ies  ist  eine  Folge  der  linearen  Be- 
schaffenheit der  Differentialgleichung  und  dts  Mangels  eines  Absolutgliedes.  Da- 
her ist  auch  y  =  CiC^*+'")"  -f  C^c^'"'"^"  eine  Lösung.  Die  speciellen  weiteren 
Bedingungen  unseres  mechanischen  Problems  fordern  nun  aber,  dass  für  x  =i  0 
und  o;  =  2  die  Function  y  bei  jedem  Werthe  von  t  verschwinde.  Dies  ist  in  der 
vorliegenden  Form  für  reelle  a  nicht  möglch,  wohl  aber,  wenn  a  imaginär, 
d.  h.  (I  aa  ;j^  aat  genommen  wird.    Dann  geben  nämlich  die  Exponentialgrössen 

in  goniometrische  Functionen  über.    An  die  Stelle  der  LöftX]Xk%«Q[  |fx«±«'^*^  VkäNjbö. 


I 
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dann  cos  a  (x  -jz  at)  -}-  i  sin  a  (x  -i:  at)  ^  welche  man  aber  selbst  wieder  in  ihre 
reellen  und  imaginären  Theile  spalten  kann,  sodass  cosa  (o;  ±  at)  und  sin  a  (x  ±at) 
selbst  Particularlösungen  sind.  Die  letzteren  kann  man  aber  auch  nach  der 
obigen  Bemerkung  durch  Addition  und  Snbtraction  combiniren.  Daher  ist 
sin  a  {x  '^-  at)  -f-  sin  a  (x  —  at)  oder  sin  ax  cos  aat  eine  Lösung ;  ebenso 
cos  a  (a;  ~  aQ  —  cos  a  {x '\- at)  oder  sin  a:r  sin  aat.  Multipliciren  wir  diese 
beiden  letzten  Lösungen  mit  Constanten  und  addiren  sie,  so  wird 

y  >=>  sin  ac  (Ä  cos  aat  -{-  B  sin  etat) 
gleichfalls  eine  Lösung.    Sie  besitzt  bereits  die  Eigenschaft,  dass  y  für  a;  >»  0 
bei  jedem  Werthe  von  t  verschwindet.    Wir  können  aber  die  Grösse  von  a  noch 
so  wählen,  dass  y  anch  für  x  ob  7  Null  wird.   Dies  liefert  die  Bedingung  sin  «2  ■=  o, 

woraus   «s=aO,   -p,    't-»'-'>"T'  ">lg*»  sodass 


.    nn     l  .         nna ^    ,    ^    .    nna  \ 
sin  -Y  x\A  cos  — y—  t  -Y  B  vm  -y-  %\ 


wird.  Endlich  können  wir  hierin  zu  jedem  Werthe  von  n  immer  andere  Werthe 
der  Constanten  A  und  B  wählen  und  alle  so  erhaltenen  Particularlösungen  sum- 
miren,  sodass  wir  unter  der  Form 


_   .    n«      /  .  nna  .    ,    ,»  nna  \  ^    ^ 

£  Bin  -Y  ^  [An  cos  —r—  t  -f-  Bn  Bin  —=—  * ) »    n  =  1,  2,  . .  . 


QO 


eine  Lösung  erhalten,  welche  nicht  allein  der  Differentialgleichung,  sondern  anch 
den  Bedingungen  ^  sa  0  für  o;  >»  0  und  x  ^^^  l  genügt.  Durch  Differentiation  er- 
hält man  für  die  Geschwindigkeit: 

dy       an  -,   ,    nn     /  .      ,    nan  .    .      ^  nan    \  ^    ^ 

öy  =  -y-  2?  sin  -y-  a;  I  —  nAn  sin  —j—  *  +  ^Bn  cos  -  -  e  I ,      n  =  1,  2,  .  .  .  ao . 

Hierin  sind  die  Coefficienten  A  und  B  noch  so  zu   bestimmen,  dass  sich  y  und 

3  V 

^  für  t  BS  0  auf  gegebene  Functionen  f  (x)  und  F  (x)  von  x  reduciren.    Dies 

ex 

führt  zu  den  Bedingungen: 

f  (x)  =  2^-4»  sin  -y-  a;,    F  (x)  —  -y-  ZnBn  sin  -r-  x. 

Um  hierin  An  und  Bn  für  alle  Werthe  von  n  >=  1,  2,  .  .  .  <x>  zu  bestimmen^  ent- 
wickelt man  die  Functionen  f  {x)  und  F  (x)  auf  den  linken  Seiten  nach  Sinussen 

nx 
der  Vielfachen  von  -y-  und   vergleicht  beiderseits  die  Coefficienten.    Unter  dem 

Namen  der  Fouri  er 'sehen  Reihe  kennt  die  Analysis  aber  nun  folgende  Ent- 
Wickelung  einer  beliebigen  Function  9  (x): 

<p  (o;)  =3  Cj  sin  -     j:  +  ^2  sin  -y-  o:  +  Cj  sin  -y-  a;  +  *  •  •  I    ^  <  ^  <  ^ 

w  •  •  " —      — — 

i 


Gn  «=  -y-   I  9  (cy)  sm  -jj-  <J  •  da. 


0 

Die  Entwickelung  von  f  (x)  und  F  {x)  in  eine  solche  Reihe  liefert  daher  sofort: 

i  i 

^»  —  -j-  i  /" (<f)  sin  -y-  <F  •  d<F,  Bn  '^ I  F  (<f)  sin  -y-  <r  •  de. 
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Demnach  wird  y  dargestellt  durch  die  periodische  Beihe: 

.     .    nx        nat  ,     .     .    %nx        2nat  ,     .•  .    Hnx        Snat    , 
y  =*  Ai  Bin  -j-  cos  -= — \-  A^  sin  — ^  cos  — = f-  A^  sin  — y    cos  — = r  '  *  * 

,    n     .    nx    .    nat  ,   _     .    2nx        2nat    ,    _     .    Snx        Znat   , 
+  ^j  sin  -j-  sin  -= — f-  B^  sin  — j-  cos  — = 1-  B^  sin  -y-  cos  — = h  •  '  * 

nnd  An,  Bn  haben  die  angefahrte  Bedeutung. 

Aus  dieser  Form  der  Lösung  erhellt  die  Periodicität  der  Bewegung  besser, 
als  aus  der  früheren  D'Alem  her  tischen.  Insbesondere  erkennt  man  leichter  die 
Oscillationsdauer.    Soll  nänriich  y  für  t  und  t  -{-  T  denselben  Werth  annehmen, 

so  muss    — =—  sa  27r,   also   T  «=  —    sein.      Der    Einfluss    des    Anfangszustandes 

spricht  sich  in  den  Coefficienten  aus.  Wenn  derselbe  derart  ist,  dass  Coefficien- 
ten  von  bestimmtem  Index  ausfallen,  so  zeigt  die  Saite  ausser  den  festen  End- 
punkten noch  andere  ruhende  Punkte  (Schwingungsknoten).  Fallen  z.  B.  alle 
Coefficienten  aus,  für  welche  n  nicht  durch  die  Zahl  m  ohne  Rest  theilbar  ist,  so  ist 

für  die  Anfangsglieder  der  Reihe  n^^m  und  wird   — =—  T=i2«,  also  T«. 

•  tn    a 

und  alle  Punkte,  für  welche  —y-  o;  ««  1,  2,  .  .  .  m,    also   x  =.  — ,   — ,  •  •  •  — 

I  mit     mit  n 

sind  Schwingungsknoten. 

Ueber  den  speciellen  Einfluss  des  Anschlags  der  Saite  durch  einen  Hammer, 
durch  das  Pizzicato,  den  Bogenstrich  u.  s.  w.  auf  den  Anfangszustand  der  Saite 
und  die  Bildung  der  Schwingungsknoten,  abgeleitet  aus  der  vorstehenden  Ent- 
wickelungsreihe  für  y,  s.  Helmholtz,  die  Lehre  von  den  Tonempfindungen 
S.  663  u.  ffg. 

6.  Die  Gleichung  ^-^  =»  a  ^-^   für   die  Longitudinalschwingungen   hat   die- 

O  V  0  X 

selbe  Form,  wie  die  für  die  Trans versalschwingungen.  Man  erhält  daher  aus  ihr 
analoge  Resultate.    Die  Constante  a  aber  kat  eine  etwas  andere  Bedeutung.    Es 

El  xl 

ist   tt'  "^  lif  und  <>'  "=*  -i|f  •    I^ie  Oscillationsdauer  der  Longitudinalschwingungen 

%l  2  2 

ist  I"  B>  —  ,  während  die  der  Trans  versalschwingungen  T  «>  —   ist    Man   hat 

Tat  /"E 
daher  ^  — . —  =■  1/  — .    Die  Grösse  J&,  der  Elasticitätsmodulus   des   Syst 

ist  eine  sehr  grosse  Zahl  und  daher  T  bedeutend  grösser,  als  T\  Daher  sind 
die  Longitudinaltöne  der  Saite  weit  höher,  als  ihre  Transversaltöne.    Wir  hatten 

früher  die  Formal 

».  -w,  ds  —  dx 

dx 

Aus  ihr  erkennt  man  die  Bedeutung  von  E.  Würde  nämlich  T  —  t  so  gross, 
dass  die  Verlängerung  da  —  dx  von  dx  gleich  2dx  würde,  so  erhielte  man 
j&  a  T  -~  T.  Es  bedeutet  demnach  der  Ülasticitätsmodulus  den  Zuwachs  der 
Spannung,  welcher  eine  Ausdehnung  der  Saitentheile  auf  die  doppelte  Länge  zu 
erzeugen  im  Stande  wäre.    Es  ist  daher  E  lehr  viel  gprösser^  als  t. 

7.  Im  Vorstehenden  ist  nur  eine  specielle  Aufgabe  über  die  schwingenden 
Saiten  behandelt  worden,  nämlich  die  Schwingungen  der  Saite  mit  zwei  festen 
Endpunkten.  Andere  Probleme,  welche  hierhte  gehören,  sind  die  Bewegung  eines 
Fadens,  welcher  nur  einen  festen  Punkt  oder  gar  keinen  festen.  P'^'d^iXVa^^  ^i^c^Kt. 


ems. 


590  Die  BewegangsgleichuDgen  flüssiger  Systeme.     lY.Th.,  Cap.IX,§.  2. 

durch  Kräfte  ursprünglich  gespannt  ist.  Auch  haben  wir  mancherlei  Einzelheiten 
übergangen,  wie  die  Bildung  der  Wellen,  ihre  Reflexion  und  Superposition,  ihre 
Fortpflanzung  u.  s.  w.  Wir  werden  bei  anderen  Problemen,  bei  welchen  Aehnliches 
vorkommt,  derartige  Fragen  etwas  eingehender  behandeln. 

§.  2.  Bewegung  flüssiger  Systeme.  Die  Bedingungen,  welche  die 
Natur  eines  Systems  charakterisiren,  können  zweierlei  Art  sein,  geometrische  Be- 
dingungen zwischen  den  Abständen  der  Systempunkte  oder  mechanische  zwischen 
den  Kräften,  welche  den  Zusammenhang  der  Punkte  mit  dem  System  darstellen. 
Das  flüssige  System  wird  auf  die  letztere  Art  definirt.  Man  versteht  unter  einem 
flüssigen  System  eine  continuirliche  Vereinigung  von  Massenpunkten  der  Art,  dass, 
wenn  an  irgend  einer  Stelle  nach  irgend  einer  Richtung  hin  die  Verbindung  mit 
dem  System  aufgehoben  wird,  die  Kraft,  welche  den  Einfluss  des  Zusammenhanges 
darstellt  (der  Druck),  von  der  Richtung  unabhängig  ist.  Denkt  man  sich  daher 
durch  einen  Punkt  des  Systems  ein  ebenes  Flächenelement  gelegt,  so  wird  hinter 
demselben  der  Einfluss  der  hinweggedachten  Masse  durch  dieselbe  Kraft  vertreten, 
nach  welcher  Richtung  man  auch  das  Element  hindrehen  mag. 

Wir  stellen  zunächst  die  Bewegungsgleichungen  einer  Flüssigkeit  auf,  indem 
wir  eine  kleine  Parthie,  z.  B.  ein  unendlichkleines  rechtwinkliges  Flüssigkeits- 
parallelepiped ,  abtrennen  und  das  Gleichgewicht  der  Reactionskraft  mit  den  ge- 
gebenen und  den  Druckkräften  analytisch  darstellen.  Man  kann  verlangen,  dass 
durch  diese  Gleichungen  die  Coordinaten  x,  y^  z  irgend  eines  Punktes,  die  Com- 
ponenten  seiner  Geschwindigkeit,  der  Druck,  der  auf  ihn  ringsherum  wirkt  und 
seine  Dichtigkeit  als  Functionen  der  Zeit  gefunden  werden,  wenn  die  Anfangslage 
und  der  anfängliche  Geschwindigkeitszustand  des  Systems  bekannt  sind.  Hier- 
durch würde  auch  die  Bahn  bekannt,  welche  jedes  Theilchen  beschreibt.  Man 
legt  der  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  gewöhnlich  aber  eine  etwas 
andere  Auffassungsweise  zu  Grunde,  auf  welche  sich  übrigens  die  eben  angeführte 
leicht  zurückführen  lässt.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  ein  Theilchen  zur 
Zeit  t  durch  den  Punkt  xyz  hindurchgeht  und  ihre  Componenten  können  als 
Functionen  von  t  und  x,  y^  z  angesehen  werden,  indem  sie  an  demselben  Orte 
zu  verschiedenen  Zeiten  und  zu  derselben  Zeit  an  verschiedenen  Orten  verschie- 
den sein  werden.  Dasselbe  findet  statt  bei  dem  Druck  und  der  Dichtigkeit.  Hier- 
nach hat  man  für  die  drei  Componenten  u,  r,  w  der  Geschwindigkeit,  die  Dichtig- 
keit q  und  den  Druck  p  fünf  Differentialgleichungen  aufzustellen  zwischen  den 
vier  Variabein  x,  y,  jet,  t,  durch  deren  Integration  diese  fünf  Grössen  als  Func- 
tionen der  vier  Variabein  dargestellt  werden.  Von  diesen  Gleichungen  ist  eine 
gewöhnlich  eine  algebraische  Gleichung,  nämlich  die,  welche  einen  Zusammen- 
hang der  Dichtigkeit  und  des  Druckes  darstellt.  Diese  Gleichung  ist  durch  die 
Beschaffenheit  des  Systems  gegeben.  Man  unterscheidet  in  dieser  Hinsicht  zwei 
Arten  von  Flüssigkeiten:  incompressibele ,  für  welche  q  durchaus  constant  bleibt, 
und  elastische,  für  welche  q  eine  gegebene  Function  von  p  ist.  Die  vier  noth- 
wendigen  Differentialgleichungen  sind  partielle  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  und  ihre  zweimalige  Integration  würde  die  Gleichungen  liefern,  ans 
denen  man  durch  Elimination  von  u,  v,  u;,  p  und  q  die  Grössen  a;,  y^  z  als  Func- 
tionen von  t  finden  würde,  wodurch  die  obige  Auffassungsweise  des  Problems  mit 
der  jetzigen  vermittelt  würde. 

Zu  den  Bedingungen,  welche  den  Anfangszustand  ausdrücken,  treten  noch 
andere  hinzu,  welche  die  Begreniung  des  Systems  (Gefässwände,  freie  Ober- 
fläche XL  8.  w.)  betreffen. 
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Den  Systempunkt  {xyz)  denken  wir  uns  als  ein  verschwindend  kleines  Pa- 
rallelepiped  von  den  Kanten  dx^  dy,  dz^  welches  während  des  Zeitelementes  dt 
sich  um  die  Strecken  dx,  dy^  dz  parallel  den  Axen  fortbewegt.  Um  die  Com- 
ponenten  der  an  demselben  angreifenden  Reactionskraft  zu  finden,  haben  wir  seine 

Beschleunigungscomponenten  ^,   — ,   -=—  darzustellen.    Da  u,  r,  w  Functionen 

von  x^  y^  z,  t  sind,  so  sind  diese  Grössen 

dudxdudy.dudzdti      dv  dx  .dv  dy   .   dv  dz    ,   dv 
dxdi'^dydi'^dzdi'^dJ'     dxdt'^Wydt'^Wzdi'^dl* 

dto  dx   .dwdy   ,   dw  dz    ,   dw 


d 


xdi"^  dy'dt  "^  dz  dt  "^  dt 


.       ,     dx  dy  dz  .    , 

oder   da   -7-  =»  M,         -f^  =«  t?,        __.  ==  «;   smd, 
dt  dt  dt 

du         du   ,      du   ,       du   ,   du      dv  dv    ,      dv    ,       dv    ,   dv 

dt  dx         dy  dz       dt       dt  dx         dy  cz       dt  * 

dw         dw   ,      dw   ,       dw   ,   dw 
dt  dx   *      dy  dz    *   dt 

Sie  sind  mit  der  Masse  dm  =3  gdxdydz  des  Punktes  zu  multipliciren  und  stellen 

—  ^  ^  dxdydz^        —  q  ^-  dxdydz^        ^  q  j-  dxdydz 

die  Componenten  der  Reactionskraft  dar. 

Die  Resultante  der  gegebenen  am  Punkte  (xyz)  angreifenden  Kräfte  werde 

auf  die  Einheit  der  Masse  bezogen  und  sind  demnach  Xdm^  Ydm,  Zdm  oder 

XqdxdydZf  Yqdxdydz,  Z^dxdydz  ihre  Component^.    Beziehen  wir  den 

Druck  p  auf  die  Flächeneinheit,  so  wirkt  auf  die  Seitenfläche  des  Parallelepipeds 

dydz,  welche  durch  den  Punkt  {xyz)  geht,  der  Druck  pdydz  in  der  Richtung 

der  a;-Axe.    Der  Druck  auf  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  dydz  geht  aus 

diesem  hervor,  indem  x  sich  um  dx  ändert,  welcher  Aenderung  eine  Aenderung 

dp 
von  p  um  ■—  dx  entspricht.    Er  ist,  da  ev  mit  dem  vorigen  entgegengesetzten 

c  X 

Sinn  hat:  —  (p  4*  ö"^  ^^)  dydz.    Beide  Pfessungen,  welche  der  x-Axe  parallel 

0  X 

o 

sind,  haben  daher  die  Resultante  — -^  dxdydz.    Analog  erhalten   wir  für  die 

0  X 

Pressungen    parallel   der    y-   und  £;-Axe:  — t.-  dxdydz  und  —  -^  dxdydz. 

dy  .        dz 

Daher  liefert  das  Gleichgewicht  der  gegebenen,  der  Druck-  und  der  Reactions- 

kräfte,  die  Gleichungen 

^      dp         du       ^        ^      dp         ^^       ^        ^       ^P         ^^      r. 
dx      ^  dt  *    ^  dy         dt  *    ^  dz       ^  dt         ' 

oder  nach  Einsetzung  der  obigen  Werthe  fCk  y.  ,   -,— ,    j-: 

dt      dt      dt 

du   .      du   .      du   ,  du       V        1   dp 
dx   *      dy   *       dz    *   et  q  ox^ 

f<s  dv    .      dv    .       dv    .  dv        __        1   dp 

dx   *      dy  dz    *   dt  q  dy 

dw   .      dw   .      dw   ,  d\o       „       1  dp 
dx   *     dy    '      dz    *  dl  ^  dz 
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Zu  diesen  GleichuDgen  tritt  eine  weitere  hinzu,  welche  die  Aendemng  der 
Dichtigkeit  an  der  Stelle  (xyz)  während  des  Zeitelementes  entwickelt.  Man 
erhält  dieselbe,  indem  man  die  Masse  bestimmt,  welche  in  das  Volumenelement 
dxdyde  an  der  fraglichen  Stelle  während  des  Zeitelementes  dt  eintritt  und  die- 
selbe durch  das  Volumenelement  selbst  dividirt.  Diese  Masse  setst  sich  aus  drei 
Theilen  zusammen.  Durch  die  Seitenfläche  dy  dz  tritt  parallel  der  x-kxe  mit 
der  Geschwindigkeit»  die  Masse  qdydZ'Udt  ein,  indem  während  dt  zusammen- 
hängende Masse  um  die  Strecke  dx*=udt  fortrückt.  Gleichzeitig  aber  tritt 
durch  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  Masse  aus.  Man  erhält  dieselbe  aus  der 
vorigen,  indem  man  x  um  dx  zunehmen  lässt;  denn  diese  austretende  Masse  ist 
die,  welche  in  das   anstossende  Volumenelement  eintritt,    welches  der  Abscisse 

/  d  (up)\ 

X  -{-  dx   entspricht.    Die   austretende   Masse   ist  daher    dydz  (wq  -^ — ^ — I  dt 

Die  Differenz  zwischen  beiden  gibt  die  in  dem  Zeitelemente  dt  erfolgte  Aendemng 
der  Masse  des  Votumenelementes  in  Folge  eines  Massenein-  und  Austritts  parallel 

der  ^-Aze  an,  nämlich V-^  dx  dy  dz  dt   Aehnliche  Ausdrücke  erhält  man  für 

0  X 

die  Massenänderungen  bezüglich  der  y-  und  z-Ane^  nämlich ^-^  dxdydzdt^ 

^-^  dx  dy  dz  dt   und   die   Summe   aller   durch   dx  dy  dz  diyidirt    gibt   die 

Aendemng  der  Dichtigkeit  an  der  Stelle  {xyz)  nach  t,  d.  h.  -^  dt  Nach  Divi- 
sion  mit  dt  hat  man  daher  die  Gleichung: 

^  ^       dt^    dx    ^    dy    ^    dz         "' 

Die  totale  Aendemng  der  Dichtigkeit,  welche  beim  Uebergang  des  Massen- 
elementes von  der  Stelle  {xyz)  zur  Stelle  {x  -f  dx,  y  -{-  dy^  £f  +  <^^)  un  Zeit- 
elemente erfolgt,  würde  sein 

\dx  dt       dy  dt       dz  dt    '  dtJ 
und  die  totale  Derivirte  von  q 

dt       dx    ^^  dy       ^  dz        ^  dt 
Für  die  incompressibeln  Flüssigkeiten  ist  q  <=  Const, ,  mithin 

dx       ^  dy       ^  dz^  dt 

und  wenn  man  mit  Hülfe  dieser  Relation  die  Gleichung  (2)  nach  Ausführung  der 
Differentiationen  reducirt,  so  wird  sie  ersetzbar  durch: 

du   .   dv    .    dw 

dx  *  dy      dz 

Man  hat  daher  für  die  incompressibeln  Flüssigkeiten  als  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  die  folgenden  fünf: 

du   ,      du   .      du   .   du       ^        1   dp 
dx   '      dy   *      dz       dt  q  dx* 

dv   ,     dv    .      dv    .dv       __       1   dp 


i 
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dw   ,      dto   ,       dto   ,   dw       „        1   dp 
ox  *      dy  dz    *  dt  q  dz 

^   ,      ^v    ,       dto 
^  dx"^     d^'^     dJ"^' 

dx  '      dy         dz       dt 

Die  Integration  derselben  gibt  t*,  v,  tu,  q^  p  als  Functionen  von  «,  y,  jet,  t.    Eli- 

minirt  man  zwischen  den  Integralen  dieses  Gleichungssystems  q  undp,  so  erhält 

d  X 
man   noch   drei   Gleichungen   mit  t*,  ü,  to,  ä,  y,  z,  t,   welche   mit   -—  ^=b  u, 

d  t 

dy  dz  , 

-j|-  ==  ü ,     jT  *=•  w'  yerbunden ,    nach   abermaliger  Integration    die   Coordinaten 

als  Functionen  der  Zeit  geben. 

Für  die  compressibelen  flüssigen  Systeme  muss  noch  eine  Definitionsgleichung 
gegeben  sein,  welqhe  einen  Zusammenhang  zwischen  dem  Druck  und  der  speci- 
fischen  Masse  herstellt,  z.  B.  p  *b  qp  (q).  Für  solche  Systeme  gelten  die  drei  ersten 
Bewegungsgleichungen  ebenfalls,  die  vierte  und  fünfte  dagegen   sind  zu  ersetzen 

durch : 

dg    ,   d(uQ)       djug)       d(uQ) 

§.  3.  Oscillatorische  Bewegung  einer  elastischen  Flüssigkeit. 
Es  sei  Q  ursprünglich  constant,  q  »=  c,  die  äusseren  Kräfte  X,  Y,  Z  seien  Null, 
die  Flüssigkeit  in  Ruhe  und  es  werde  zur  Zeit  ^  «»  0  in  der  Flüssigkeit  eine 
kleine  Störung  vorgenommen.  Zu  irgend  einer  Zeit  t  wird  dann  q  von  c  um  eine 
kleine  veränderliche  Grösse  verschieden  sein ,  nämlich  q  ss»  c  (1  -\-  $).  Der  Factor 
8  heisst,  je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist,  die  Condensation  oder  Dila- 
tation zur  Zeit  t  Man  hat  dann  p  '=*  qt  (q)  ^^  q>  {c  -{-  es)  und  erhält  für  die 
erste  Bewegungsgleichung,  da  u,  v,  to  wegen  der  Kleinheit  der  Störung  fort- 
während klein  sein  werden,  abgekürzt: 

du   .        c         * ,     1       s    ds 

oder,  wenn  man  y'  (c  -{•  c$)  und  —r- —  nach  Potenzen  von  s  entwickelt  und  die 

C  —^    CS 

Glieder  mit  8  tilgt: 

Da  der  Druck  und  die  Dichtigkeit  gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen,   so  ist 

^  a.  <p'  (p)  für  9  S9  c  positiv  und  wenn  wir  diese  Constante  mit  a'  bezeichnen^ 

die  Rechnung  für  alle  Coordinatenaxen  durchführen  und  behufs  der  vierten  der 
Gleichungen  des  §.  2  berücksichtigen,  dass  up  a.  uc  -f-  uc$  wegen  der  Kleinheit 

von  u  und  8  sich  auf  uc  reducirt,  also      ^  ^  s=.  c  «—  ,  ...  ist,  so  erhalten  wir 

ds^  dx* 

für  die  oscillatorische  Bewegung  der  elastischen  Flüssigkeit  unter  den  angegebenen 
Bedingungen  die  Gleichungen: 

du  .     ^d8       ^        dv    .     ,3«       .        dw   .     ^da       . 

d8    ,  du  .  dv    ,  dto       _  »     /  N  /*    I    \ 

dt+di  +  d^  +  Ii"^'    *-»(•).     j-c(i  +  .i. 


\ 

\ 
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Die  Integration  dieses  Gleichungssystems  mit  Bücksicht  anf  den  Anfangsznstand 
und  die  Bedingungen  an  den  Grenzen  des  Systems  wollen  wir  in  einigen  Fällen 
ansführen. 

§.  4.  Die  elastische  Flüssigkeit  erfülle  einen  nach  beiden  Sei- 
ten unendlich  langen  Cylinder  von  beliebiger  Form,  die  Störung  des 
Gleichgewichts  sei  so  beschaffen^  dass  alle  Punkte  eines  zur  Cylin- 
deraxe  senkrechten  Querschnittes  gleiche  Geschwindigkeiten  pa- 
rallel der  Axe  und  gleiche  Gondensation  besitzen.  Welche  Bewegung 
erfolgt  in  dem  Systeme  und  wie  ist  die  Gondensation  in  demselben 
beschaffen? 

Die  Axe  des  Gylinders  sei  die  x-Axe;  nur  in  ihrer  Richtung  erfolgt  Be- 
wegung.   Die  ganze  Bewegung  hängt  daher  blos  von  zwei  Variabein  x,  t  ab; 

y  und  e  eines  Punktes  ändern  sich  nicht,  v  und  to,  -^  und  ^-r-  sind  Null;  «hängt 

3  8  38 

nicht  von  y  und  z  ab,  es  ist  mithin  ^—  =s  0,   ^—  =0  und  bleiben  uns  blos  die 
^  '  dy  de 

Gleichungen : 

#    und  für  t «»  0, 

^+      g^  =  ^»  9  — c(l  +  5),  »  =  F(x), 

von  denen  die  letzteren  ausdrücken,  dass  die  Geschwindigkeit  und  die  Gonden- 
sation f ür  ^  s=  0  sich  auf  gegebene  Functionen  f  (x)  und  F  {x)  reduciren  sollen. 

1.  Um  u  und  8  als  Functionen  von  x  und  t  zu  bestimmen,  könnte  man  ans  den 
beiden  ersten  Gleichungen  je  eine  dieser  Grössen  eliminiren,  indem  man  beide 
Gleichungen  nach  einer  Variabein  x^  t  difiPerentürte  und  beide  dann  von  einander 
subtrahirte.  Indessen  gelangt  man  kürzer  durch  Particularlösungen  der  Glei- 
chungen zum  Ziel.  Die  lineare  Beschaffenheit  und  die  constanten  Goefficienten 
deuten  hinreichend  an,  dass  ihnen  Exponentialgrössen  u£»Ze<''+/9',  8'same<**-\-fi* 
genügen.  Die  Einsetzung  dieser  Grössen  liefert  für  die  Gonstanten  a,  ß,  7,  m  die 
beiden  Bedingungen  la  -\-  mßa^  «»  0,  tna-^-lß^^^O,  sodass  von  diesen  4  Grössen 
noch  zwei  willkürlich  bleiben.    Wählen  wir  hierzu  ß  und  2,  so  folgt  «  =■  ±  a(l, 

m  s  ^^  —  und  werden  also 
a 

a 

Indem  man  nun  eine  Reihe  von  Werthen  ß^,  ßs,  .  .  .  annimmt  und  ihr  eine  Reihe 
von  Werthen  Zi,  ?2,  .  .  .  zuordnet,  dass  jedem  ß.  ein  bestimmtes  l.  zugehört,  er- 
hält man  eine  Menge  von  Particularlösungen,  ans  welchen  man  auch  die  voll- 
ständige Lösung  würde  zusammensetzen  können.  Indessen  bedarf  es  nur  einer 
kleinen  Ueberlegung,  um  diese  sofort  in  weit  bequemerer  Gestalt  au&ufinden. 
Das  Genügen  der  Exponentialfunction  beruht  nämlich  darauf,  dass  sie  in  ihren 
Differentialquotienten  sich  wiederholt  und  vermöge  der  linearen  Beschaffenheit 
der  Differentialgleichungen,  die  keine  Absolutglieder  besitzen,  herausfiült,  sodass 
blos  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  übrig  bleiben.  Dasselbe 
leistet  aber  auch,  da  blos  Differentialqnoiienten  gleich  bober  Ordnung  vorkommen, 
Jede  Function  von  x  ±at    Man  übemngi  tioh  sofort ,  dass 
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tt  =»  ^  («  ±  ae),        «  =-  T  —  "^  («  ±  «0 

genügen,  indem  man  ^=-±a^'(a;±a*),  ö— ="'^' (ic±aO,  ^=  — '^'(^±«0i 

^s       i     ^ 

^  =-  >) "^^  (^  d:  ^Q  einsetzt.    Der  doppelten  Zeichen  wegen  erhält  man  zwei 

Lösungen : 

5  «  -.  _.  ^  (o;  4-  a«) ;  5  «  -.  jr  (ä  —  at), 

indem  man  zugleich  eine  andere  Fonction  x  statt  ip  wählt.  Aus  beiden  bildet 
man  nun  durch  Addition  die  allgemeine  Lösung  mit  2  willkürlichen  Functionen 
^  und  Xt  nämlich 

V  =-  ^  (x  +  aO  +  ;f  (X  —  at), 

«  =-  —  ~  V»  («  +  «*)  +  —  Z  («  -  «0. 

Man  kann  zu  dieser  Form  der  Lösung  auch  gelangen,  indem  man  x  -{-  at  =»  X, 
X  —  at  ^^  II  als  neue  Variabeln  in  die  Difierentialgleichungen  einführt.  Man  hat 
nämlich,  da  X  und  (i  Functionen  von  x  und  (  sind: 

du      ^^  I  ^^         ^**  _     ?^     ^      dud^      dud(i      du  .du 
dt  "^dX  dt  '^Jiidt^^dX      ^dy^'  dx'^dXdx'^F^dx'^dX'^Fii* 

ds  ds  ds     ds       ds    ,  ds        ,    ,.     «,.  -„,  ..         *     j  -  , 

ö^i-=a«-i «ö— >  ö~*=ö7-  +  ö—   und   die  Emiührung   dieser  Ausdrücke  m 

dt  dX  dfu     dx      dX    *   dii 

die  Differentialgleichungen  ertheilt  diesen  die  Form: 

d(u  +  as)  _  dju  —  as)  d(u  +  aa)       a  (tt  —  aa) 

dx  dfi      '^^'         dx      ■*"      Fii.      "  • 

Hieraus  folgt  weiter 

d(u  +  aa)  dju  —  aa) 

dX       """•  dii       ""• 

sodass  also  u  -{-  as  Function  blos  von  ft,   u  —  aa  blos  von  X  ist.    Setzt  man 

daher 

u  +  aa  '^  X  W^     t*  —  as  «  ^  (X), 
so  ergibt  sich 

u^lrp(X)  +  ixW.      «  -  -i^  W  -  iZ  W. 

welches   nach   Restitution  von   X  ^^^  x  -{-  ai,    (t  ^^  x  —  at    in   die   obige   Form 

übergeht 

2.    Die  unbekannten  Functionen  ip  und  x  in  der  allgemeinen  Lösung 

u  — ■  ^  («  +  <*Q  +  Z  (*  ~  «*)i        *  ™  ' -^  (x  +  «0  H Z  (^  —  «*) 

werden  durch  die  Bedingungen  des  Anfiangszistandes  bestimmt.   Diesen  zufolge  ist 

fpix)  +  x  (X)  -  /"(x).        -  ^{x)  +  Z  W  -  aF{x), 
woraus 

^  (X)  -  4/"(x)  -  -iaFCx),       z  «p)  -  i/(x)  +  iaF(x) 

folgt,  sodass  unsre  Lösung  vollständig  bestimtit  ist,  nämlich 

t*  -  if(x  +  at)  -  ^aF(x  +  at),      a  --  1  r(x  +  «Q  +  ^F  (x  +  a«) 

+  */'(«-  ai)  +  iaF  (X  -  aO,  rf-  ^  /"(«  -  aQ  +  ^F  C»  —  ^^\, 
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Durch  diese  Formeln  werden  die  Geschwindigkeit  u  und  die  Condensation  s  als 
Functionen  von  x  und  t  bestimmt;  sie  hängen  von  der  Natur  zweier  Functionen 
f  {x)  und  F  (x)  ab ,  welche  den  anfanglichen  Geschwindigkeitszustand  und  die 
anföngliche  Condensation  darstellen.  Diese  Functionen  müssen  bei  dem  beider- 
seits unendlich  langen  Cylinder  für  alle  Werthe  von  x  gegeben  sein,  können  aber 
Discontinnitäten  besitzen.   Wir  wollen  hierüber  einige  specielle  Annahmen  machen. 

3.  Es  werde  der  ursprüngliche  Gleichgewichtszustand  nur  innerhalb  des 
Raumes  von  a;=— abisx=  +  a  gestört,  sodass  u  =»  f  (x)  und  8  '^  F  (x)  für 
<  ^  0  an  allen  Stellen  a?  >  a  und  x  <  —  a  die  Werthe  Null  haben ,  während 
sie  zwischen  —  a  und  4~  <<  ^i^  Allgemeinen  nicht  Null  sind. 

Für  einen  Punkt  x  >>  a ,  der  ausserhalb  des  Erregungsraumea  liegt,  ist 
X  +  af^  Uj  mithin  werden  für  ihn  f  (x-^-at)  und  F  {X'\-  ai)  Null  und  bleiben 
in  u  und  8  blos  zwei  Glieder,  nämlich: 

u  =^  if  (x  —  at)  +  ^aF  (X  —  at),        g  =-  ^  f(x  — at)  +  ^F  (x  —  at). 

Der  Punkt  x  ist  anfangs  in  Ruhe,  da  filr  ihn  für  i  =  0,  /"  (x)  =  F  (oj)  =  0;  mit 
wachsendem  t  nimmt  aber  x  —  at  ab  und  sobald  es  gleich  a  wird,  hören  die 
Functionen  f,  F  auf  Null  zu  sein  und  erlangen  u  und  s  Werthe,  welche  Yon  Null 
verschieden  sind.  Die  Zeit  t^ ,  für  welche  der  Punkt  seine  Bewegung  beginnt, 
folgt  aus  der  Gleichung  x  —  a^^  =»  a,  nämlich  f ^  es  (o;  —  a)  :  a.  Im  weiteren 
Verlauf  von  t  nimmt  aber  x  —  at  bis  — «ab,  dann  verschwinden  wieder  f  und 
F  und  folglich  auch  u  und  8.  Für  die  Zeit  t, ,  welche  aus  x  —  at,  «=»  —  a  folgt, 
nämlich  t^  ^^  (x  -{-  a)  :  a,  kommt  der  Punkt  x  wieder  zur  Ruhe.  Die  Dauer 
seiner  Bewegung  ist  daher  t^  —  t^  «=  2a  :  a.  Sie  ist  proportional  der  Länge  des  ' 
Erschütterungsraumes. 

Für  zwei  Punkte  x,  x'  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes  auf  der  Seite 
der  positiven  x-Axe  sind  die  Zeiten  tj  t\  zu  welchen  sie  die  Bewegung  beginnen: 
t'  =s  (ic'  -}-  a)  :  a,  1 3=»  {x  -{-  a)  :  a  und  stellt  die  Differenz  t'  —  t  =  (x  —  x)  :  a 
die  Zeit  dar,  während  welcher  sich  das  Phänomen  von  dem,  dem  Erschütterung^- 
raume  näher  liegenden  Punkte  x  bis  zu  dem  entfernteren  x'  fortgepflanzt  hat. 
Dieser  Zeitimterschied  ist  proportional  dem  Abstände  x  -—  x  beider  Punkte.  Für 
t'  —  t  gleich  der  Zeiteinheit  wird  x  —  x  «=>  a.  Die  Constante  a  stellt  also  die 
Strecke  dar,  um  welche  das  Phänomen  in  der  Zeiteinheit  fortschreitet.  Sie  heisst 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Es  sei  X  ein  Punkt,  in  welchem  das  Phänomen  zur  Zeit  t  beginnt,  x  ein 
solcher,  in  welchem  es  zu  derselben  Zeit  aufhört.  Für  beide  bestehen  zur  selben 
Zeit  die  Gleichungen  x  —  ai  ^=^  ol^  x  —  at=»  —  a.  Hieraus  folgt  x  —  x' «»  2  a 
für  die  Länge  des  Raumes,  welcher  zur  Zeit  t  sich  in  Erschütterung  befindet. 
Er  ist  ebenso  lang,  wie  der  anf^gliche  Erschütterungsraum.  Er  rückt  scheinbar 
fort  mit  der  Geschwindigkeit  a  und  wird  die  Welle  genannt. 

Aus  den  Formeln  für  u  und  s  ergibt  sich  noch  u  »»  aa,  d.  h.  die  Geschwindig- 
keit ist  der  Condensation  proportional.  Da  a  positiv  ist,  so  ist  u  positiv,  wenn 
B  positiv  ist,  d.  h.  wenn  Condensation  stattfindet,  dagegen  ist  u  negativ,  wenn 
Dilatation  eintritt.  Der  Systempunkt  oscillirt  also  immer  nach  der  Seite  hin,  nach 
welcher  Verdichtung  des  Systems  stattfindet. 

Nehmen  wir  den  Punkt  x  jetzt  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes  auf  der 
negativen  Seite  des  x  an,  sodass  x  ^  —  a.  Hierfür  ist  x  —  ai  stets  kleiner 
als  a,  daher  fallen  in  den  AnsdiÜcken  fUr  li  und  8  jetzt  die  Glieder  aus,  welche        ^ 
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f  (x  —  at)  lind  F  {x  —  at)  enthalten,  da  die  Functionen  f  und  F  für  alle  Argu- 
mente kleiner  als  —  a  Null  sind.    Demnach  wird 

u^\f{x  +  at)  -  iaF  (ar  +  at),        8 Lf^x  +  at)  +  iF{x  +  at). 

Es  ist  hier  u  =  —  as,  sodass  die  negative  Geschwindigkeit  dieselbe  Rolle  spielt, 
wie  oben  die  positive. 

Für  x-^-ati  ^  —  u  und  x-\-  at^^=a  ergeben  sich  die  Anfangs-  und  Endzeit 
für  die  Bewegung  des  Punktes  x,  nämlich  t^^  —  (x  -(-  a) :  a,  i,  =»  —  (a;  —  a) :  a, 
sowie  die  Dauer  der  Bewegung  *j  —  <i  =»  2a  :  a,  wie  oben. 

Ebenso  erhält  man  für  zwei  Punkte  x\  x,  in  denen  das  Phänomen  eben  an- 
fängt und  aufhört  o;  -f  a<  =■  —  a,  x  —  at  =»  u.  Die  Gleichung  x'  —  a:  =  2a 
zeigt,  dass  auch  nach  der  negativen  Seite  des  x  eine  Welle  von  der  Länge  2  a 
fortschreitet. 

Für  einen  Punkt  x  innerhalb  des  Erschütterungsraumes ,  d.  h.  für  —  a'^x<^a 
ist  das  Phänomen  complicirter,  indem  dort  jene  beiden  Glieder  in  u  und  8  nicht 
ausfallen.  Um  zu  bestimmen,  wann  dort  die  Geschwindigkeit  und  die  Conden- 
sation  Null  werden,  muss  man  für  die  einzelnen  Glieder  die  Zeit  des  Verschwin- 
dens  untersuchen.  Für  zwei  Glieder  tritt  dies  'ein,  sobald  x  -\-  at  ^^^  a,  also 
i  =  (a  —  x) :  a,  für  die  beiden  andern^  sobald  a:  —  at  =  —  a,  d.  h.  f  ==  (a;  -f-  a) :  a 
wird.  Für  die  grösste  von  beiden  Zeiten  verschwinden  alle  vier  Glieder,  also 
auch  u  und  8.  Diese  Zeit  hängt  von  der  Grösse  a  und  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit a  ab. 

Eni  er  warf  die  Frage  auf,  wie  es  komme,  dass  aus  dem  Anfangszustande 
zwei  Wellen  hervorgehen,  von  denen  die  eine  nach  der  positiven,  die  andere  nach 
der  negativen  Seite  der  x  fortschreitet,  dass  aber  nicht  zu  jeder  Zeit  aus  dem  zu 
dieher  statt fiiid<nden  Zu^tande  zwei  solche  Wellen  hervorgehen.  An  sich  hat  der 
ADfcing8zu.>'taDd  nichts  voraus  vor  dem  Zustande,  welcher  zu  irgend  einer  Zeit  t 
stattfindet.  Er  erklärt  diesen  Umstand  so,  dass  ausserhalb  des  Erregungsraumes 
u  und  8  eine  solche  Beziehung  haben,  dass  eine  Welle  ausfällt;  diese  Beziehung 
ist  u  s  a8  und  u  »>  —  a8.  Uebrigens  kauB  man  den  Anfangszustand  so  in  zwei 
Anfangszustände  spalten,  dass  der  eine  vot  ihnen  nur  die  eine,  der  andere  nur 
die  andere  Welle  zur  Folge  hat.  Der  Sati,  mit  Hülfe  dessen  dies  möglich  ist, 
heisst  der  Satz  von  der  Superposition  oder  Coezistenz  der  Bewegungen. 
Er  lautet  folgendermassen. 

Wenn  aus  einem  Anfangszustande  u=af^{x),  8'=F^{x)  für  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Condensation  zur  Zeit  t  die  Functionen  u^  und 
8,  folgen;  wenn  ferner  ein  zweiter  Anfangszustand  u^^f^{x\  8=^F^{x) 
für  die  Geschwindigkeit  und  Condetsation  zur  Zeit  t  die  Functionen 
u^  und  «2  ergibt  und  man  führt  nun  eiienAnfangszustand  «»/',(x)+/',(a;), 
8  ==  F^  {x)  +  F^  {x)  ein,  dessenGeschwiudigkcit  und  Condensation  durch 
die  algebraischen  Summen  der  Geschwindigkeiten  und  Condensa- 
tionen  jener  beiden  Anfangszustände  gebildet  werden,  so  folgen  aus 
diesem  dritten  Anfangszustande  zur  Zeit  t  für  die  Geschwindigkeit 
M3  und  die  Condensation  5g  die  Functionen  Wj  sa.  Mi  ±  u,,  »s  ■■  *i  i  h% 
d.  h.  die  algebraischen  Summen  aus  den  Functionen,  welche  diese 
Grössen  für  die  einzelnen  Bewegnnges  darstellen. 

Denn  Mj  und  «g  gehen  aus  /i  {x)  ±  f^  (x)  und  F^  (x)  ±  F,  {x)  hervor,  indem 
man  in  den  Formeln  Nr.  2  diese  Summen  an  die  Stelle  von  f{x)  und  F{x)  treten 
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lässt.  Dadurch  erhält  man  aber  je  8  Glieder,  von  welchen  nach  denselben  For- 
meln die  4  einen  die  Grössen  u  und  8  bilden,  welche  man  durch  Einföhning  von 
fi  (x)  und  Fl  (x)  an  die  Stelle  von  f(x)  und  F  (x)  erhält,  während  die  4  andern 
dem  Einsetzen  von  f^  {x)  und  JP,  (x)  entsprechen. 

Man  kann  nun  den  oben  zu  Grunde  gelegten  Anfangszustand  u  ■>  f(x)^ 
s  =  F{x)  auf  mannigfache  Weise  in  zwei  Anfangszustände  /J  (o;),  JF\  {x)  und  /",  (ä), 
Fj  (x)  zerlegen,  sodass  für  t=-  0  tt=A^)=/'iW+/i(^)  und  s=F(a;)«l^i(«)+F,(x) 
wird;  insbesondere  so,  dass  für  f  =»  0  auch  die  Relationen  ^=08  und  u  a»  —  as, 
d.  h.  /;  (x)  ^  aFi  {x)  und  /;  (x)  ^  ^  aF^  {x)  bestehen.  Sobald  dies  der  Fall  ist, 
so  fallen  in  dem  Bewegungszustande  /*^,  F^  zu  allen  Zeiten  und  an  allen  Orten 
in  den  Ausdrücken  für  u  und  8  zwei  Glieder  aus  und  schreitet  nur  eine  Welle 
im  positiven  Sinne  der  a;-Axe  fort.  Ebendasselbe  gilt  für  den  Bewegung^zustand 
/*, ,  jF\  und  liefert  derselbe  nur  eine  im  negativen  Sinne  fortschreitende  Welle. 
Im  Erschütterungsraume  lagern  sich  beide  Wellen  übereinander.  Die  fragliche 
Zerlegung  des  Anfangszustandes  ist: 

fx{x)^^f{x)  +  ^^F{x),     F,{x)^^af(x)  +  \F(x), 
f,(x)  =  \fix)  +  ^F{x),     F,  {X)  =  -  ^af(x)  +  J  F(x). 

4.  Nimmt  man  an  zwei  Stellen  im  Cylinder  Störungen  des  ursprünglichen 
Gleichgewichtes  zugleich  zur  Zeit  ^  »  0  vor^  so  kann  man  den  Anfangszusiand 
in  zwei  andere  zerlegen,  in  einen,  für  welchen  an  der  ersten  Stelle  Erschütterung 
stattfindet,  während  an  der  zweiten  Stelle  u  und  8  Null  sind  und  einen  zweiten, 
für  welchen  dasselbe  bezüglich  der  andern  Stelle  eintritt.  Jeder  der  beiden  An- 
fangszustände veranlasst  zwei  in  entgegengesetztem  Sinne  fortschreitende  Wellen. 
Diese  Wellen  kreuzen  sich,  gehen  aber  ungehindert  fort,  ohne  sich  zu  stören. 
Nur  an  der  Ereuzungsstelle  complicirt  sich  das  Phänomen. 

m 

§.  5.  Der  Cylinder,  in  welchem  die  elastische  Flüssigkeit  einge- 
schlossen ist,  erstrecke  sich  nur  nach  einer  Seite  ins  Unendliche 
und  sei  nach  der  anderen  Seite  durch  eine  zu  den  Erzeugungslinien 
senkrechte  Ebene  geschlossen.  Welche  oscillatorische  Bewegung 
folgt  aus  einem  gegebenen  Anfangszustände? 

Zu  den  Bedingungen  des  Problems  in  §.  4  tritt  hier  noch  die  hinzu,  dass 
an  der  Grenzwand  die  Geschwindigkeit  fortwährend  Null  ist.  Nehmen,  wir  diese 
Ebene  zur  yz -Ebene,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen: 

furt=-0,        u  — Ofür 

Die  Functionen  iff  und  %  ^^^  allgemeinen  Lösung 

tt  —  ^  (x  -f  aO  +  Z  (^  —  «*),       «  =  —  —  ^  (ä  +  a*)  +  —  Z  («  —  «0 
bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen 

^{^)  +  Z(«)  —  A«)>       -Vf(^)  +  Z(«)  —  aF{x), 
nämlich 

V(*)  -  4A»)  -  iaF<'),      l(«)  -  in»»)  +  ittFix). 
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Es  sind  aber  fix)  und  F{x)  nur  für  positive  Argumente  gegeben,  da  die  negative 
X'Axe  nicht  dem  System  angehört;  es  sind  also  auch  ip  und  %  blos  fflr  positive 
Argumente  bis  jetzt  bestimmt.  Die  Function  ip  wird  auch  nur  für  positive 
Werthe  x  -{-  at  in  u  und  8  in  Anspruch  genommen,  das  Argument  x  —  at  in  % 
aber  kann  negativ  werden  und  müssen  wir  also  diese  Function  auch  für  negative 
Argumente  kennen.  Hierzu  dient  die  letzte  Bedingung.  Vermöge  derselben  ist 
tp  {at)  +  Z  (—  <*0  =  ö  oder  z  (—  Q)  =*  ~"  "^  (rt  >  wenn  man  at  ^=>  q  setzt.  Für 
negative  x  ■—  at  ist  mithin  x{x  —  at)  durch  — tp{at  —  x)  zu  ersetzen.  Unsere 
Formeln  spalten  sich  folgendermassen : 

für  «  —  a*  >  0:  für  aj  —  a*  <  0: 

u^\f{x  +  at)  —  iaF(Ä  +  at)         u^\f{x  +  at)  —  ^aF(a;  +  at) 
+  if{x  —  at)  +  \aF {X  —  at)  —^fiat  -  x)  -{-^aFiat  —  x) 

8^-±f(x  +  at)  +  \F(x  +  at)        «  =  -  ^  fi^  +  «0  +  i^'(«  +  «0 

+  ^  /^(^  ~  at)  +  iF(x-  at)  -  ^  nat  -  x)  +  iF{at-x). 

Wir  wollen  annehmen,  es  finde  die  Erschütterung  zur  Zeit  t  ^^  0  nur  inner- 
halb eines  bestimmten  Baumes  statt,  sodass  innerhalb  desselben  f  und  F  ge- 
gebene Werthe  besitzen,  ausserhalb  desselben  Null  sind.  Da  für  negative  x  diese 
Functionen  nicht  gegeben  sind,  so  kann  man  sie  hierfür  beliebig  definiren.  Die 
Vergleichung  der  vorstehenden  Ausdrücke  zeigt  nun,  dass  sowohl  die  beiden 
Werthe  für  u,  als  auch  die  für  8  sich  in  einen  zusammenfassen  lassen,  wenn  man 
fix)  und  F(x)  so  definirt,  dass  f {— x)  =^  —  f ix)  und  Fi~-x)  =  Fix)  wird. 
Die  Bedeutung  dieser  Definitionserweiterung  ist  folgende.  Wir  wollen  uns  einen 
nach  beiden  Seiten  unendlich  langen  Cylinder  denken  und  in  dem  elastisch  flüssigen 
Medium,  welches  ihn  erfüllt,  eine  Störung  des  Gleichgewichts  vornehmen,  sodass 
auf  der  Seite  des  positiven  x  die  anfängUdho  Geschwindigkeit  und  Condensation 
durch  die  Functionen  /*(a;),  Fix)  angegeben  werden,  welche  aber  nur  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches  von  Null  verschiedene  Werthe  haben  mögen.  Auf  der 
Seite  des  negativen  x  wollen  wir  in  dem  zu  diesem  Bereiche  symmetrisch  liegen- 
den Räume  zugleich  derart  das  Gleichgewicht  stören,  dass  die  Geschwindigkeit 
und  die  Condensation  durch  — fix)  und  ^ix)  angegeben  werden,  d.  h.  dass  die 
Geschwindigkeit  entgegengesetzt,  die  Condensation  aber  dieselbe  ist,  wie  auf  der 
positiven  Seite.  Dieser  Anfangszustand  witd  zur  Zeit  t  einen  Bewegungszustand 
zur  Folge  haben,  welcher  auf  der  Seite  d6r  positiven  x  derselbe  sein  wird,  wie 
in  dem  an  der  Stelle  o;  >=>  0  durch  eine  Ebene  begrenzten  Cylinder  unseres  Pro- 
blems, sodass  man  behaupten  kann,  dass  das  Phänomen  in  dem  begrenzten  Cy- 
linder unter  Einfluss  der  Bedingungen  u  ^  fix)  und  s  =>  F  ix)  für  ^  =»  0  und 
u  »  0,  für  :r  =3  0  ebenso  erfolge,  als  ob  an  Stelle  dieser  Bedingungen  der  Cylinder 
beiderseits  unendlich  lang  wäre  und  in  der  Verlängerung  die  genannte  symme- 
trische Störung  eintrete.  Den  angenommenen  Anfangszustand  in  dem  beiderseits 
unendlichen  Cylinder  kann  man  nun  zerlegen  in  zwei  andere,  einen,  für  welchen 
blos  auf  der  positiven  Seite,  nicht  aber  zugleich  auf  der  negativen  Seite  eine  Er- 
schütterung eintritt,  und  einen  andern,  bei  Welchem  umgekehrt  blos  auf  der  nega- 
tiven Seite  dies  der  Fall  ist.  Aus  beiden  ergeben  sich  vier  Wellen,  von  denen 
aber  die  beiden,  die  auf  der  negativen  Seite  fortschreiten,  für  das  wirkliche  Be- 
wegungsphänomen nicht  in  Betracht  kommen,  weil  der  Cylinder  in  Wirklichkeit 
abgeschnitten  ist.    Die  von  dem  Anfangszustande  auf  der  negativen  Seite  her- 
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rührende  und  sich  nach  der  positiven  Seite  fortpflanzende  Welle  liefert  das  Phä- 
nomen der  Zurückwerfung  der  von  der  positiven  Seite  ausgehenden  Welle  an  der 
festen  Wand.  An  der  Stelle  x  =^  0  ist  die  Geschwindigkeit  von  selbst  za  allen 
Zeiten  Null. 

§.  6.  Der  Cylinder  sei  durch  zwei  zu  den  Erzeugungslinien  senk- 
rechte Ebenen  begrenzt.  Nehmen  wir  die  eine  Ebene  zur  yjs-Ehene  nnd 
nennen  c  den  Abstand  beider  Ebenen  von  einander,  so  sind  jetzt  die  Bedingungen 
des  Probleme: 


{0<a;<c}. 


f  Ä  =  Ol  f  a;  —  cl 

"-«'   It^t]'      *  =  "'   {«-.)• 

Die  Functionen  ^,  Zt  welche  die  allgemeine  Lösung 

enthält,  müssen  zunächst  den  Bedingungen: 

1/;  (X)  +  X  («)  =»  /"W.        -^  W  +  Z  (x)  =  aF(x) 
genügen,  woraus  folgt: 

Da  X  blos  positive  Werthe  haben  kann  (von  0  bis  c),  so  erhält  x  -{•  at  alle  posi- 
tiven Werthe  von  0  bis  co  und  x  ^  at  alle  Werthe  von  c  bis  — od.  Innerhalb 
der  Grenzen  von  0  bis  oo  wird  in  den  obigen  Ausdrücken  für  u  und  8  die  Func- 
tion iff  in  Anspruch  genommen,  von  c  bis  — oo  die  Function  %'  Beide  sind  bis 
jetzt  aber  nur  für  Argumente  zwischen  0  und  c  bekannt  Allein  die  weiteren 
Bedingungen  des  Problems  liefern,  wenn  man  at  »■  q  setzt : 

V»  (rt  +  Z  (—  9)  «  0,         ^  (c  +  P)  +  Z  (c  -  P)  -  0. 

Da  iff  von  0  bis  c  bekannt  ist,  so  liefert  die  erste  dieser  Gleichungen  %  ^^n  0 
bis  —  c  und  da  man  %  bereits  von  0  bis  c  kennt,  so  kennt  man  %  jetzt  von  c 
bis  —  c.  Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichung  für  q  alle  Werthe  von  0  bis  c, 
so  ergibt  sich  t^  von  0  bis  2  c.  Hiermit  findet  man  dann  aus  der  ersten  Glei- 
chung weiter  %  von  — c  bis  — 2  c  u.  s.  w.  Eine  abwechselnde  Benutzung  beider 
Gleichungen  führt  auf  diese  Weise  zur  Eenntniss  der  Functionen  tjj  und  %  ^^^ 
alle  Argumente,  für  welche  sie  zur  Bildung  von  u  und  8  in  Anspruch  genommen 
werden.  Setzt  man  c  -f-  P  =*  ^^ »  so  gibt  die  zweite  Gleichung  x  (—  <^  +  2c)  =»  —  ^  {a) 
oder  vermöge  der  ersten  Gleichung  z  (—  «^^  +  2c)  =»  x  ( —  ^)i  woraus  die  Periodicität 
von  X  erhellt.    Ebenso  für  tp. 

Man  kann  leicht  zeigen,  dass  das  Phänomen  in  dem  begprenzten  Cylinder 
ebenso  vor  sich  geht,  wie  in  einem  beiderseits  unendlichen  Cylinder,  wenn  über 
f(x)  und  F{x)  die  Voraussetzungen  /(— x)  —  —  f(x),  F(— x)  =F(x),  zugleich 
aber  noch  die  weiteren  f(x  +  2c)  «=  /(x),  F(x  +  2c)  —  F(x)  gemacht  werden. 

§.  7.  Es  soll  die  oscillatorische  Bewegung  im  unendlichen  ela- 
stisch-flüssigen Medium  untersucht  werden,  welche  eine  Folge  eines 
gegebenen  Anfangszustandes  iii 
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1.    Die   Bedingungen   des   Problems   sind   in   dem  Gleichungssystem   ausge- 
sprochen : 

^t    '        ^a?         *     dt  oy         '     ^t  9* 

?1  4- ^  4.  i?  4.  ^  «  0 
ae  ^  dx^  dy^  de         ' 

aus  welchen  u,  t;,  ti;,  «,  n&mlich  die  drei  Componenten  der  Geschwindigkeit  und 
die  Condensation  als  Functionen  von  x^  y,  r,  t  hervorgehen.  Für  t  «=  0  müssen 
sich  dieselben  auf  4  gegebene  Functionen  reduciren,  sodass 

t*  =»  Uq  ,        t^  =3  Vq  ,         tr  =>  tÜQ ,        «  c-  «0  für  t  =»  0 . 

Weitere  Bedingungen  der  Bewegung  des  Systems  sollen  nicht  gegeben  sein,  viel- 
mehr nehmen  wir  an,  dass  das  elastische  Medium  den  unendlichen  Raum  erfüllt. 
Wir  suchen  zunächst  8  und  eliminiren  hierzu  u,  v,  k7,  indem  wir  die  drei  ersten 
Bewegungsgleichungen  der  Reihe  nach  in  Bezug  auf  x,  y,  Zy  die  vierte  nach  t 
differentiiren  und  dann  die  Summe  der  drei  ersten  von  der  letzten  subtrahiren. 
Dies  liefert  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

aus  welcher  s  voUstlUidig  bestimmt  hervorgeht,  sobald  sein  Werth  s^  und  sein 
Differentialquotient  ^  für  t  =>  0  bekannt  ist  Den  letzteren  erhält  man,  vermöge 
der  obigen  weiteren  Gleichung,  nämlich 


\a«/  \dx  '^Jy'^  de)' 


Sobald  8  vollständig  bekannt  ist,  hat  man  mit  Hülfe  der  drei  ersten  Gleichungen 
auch  u,  v,  «7,  nämlich 

U  U  0 

Der  Differentialgleichung  für  8  genügt  nun  die  Particularlösung  8  *=  e^-\'fix-\-vM-\-wt^ 
sobald  zwischen  Z,  fi,  y,  0  die  Relation  0'^»  a' (Z* -f*  f^' 4*  *'')  besteht.  Wegen 
der  voraussichtlich  periodischen  Beschaffenheit  der  Bewegung  wählen  wir  X,  fi,  v 
imaginär  und  nehmen  die  Particularlösung  mter  der  Form  an 

Wir  zerlegen  dieselbe,  indem  wir  setzen: 

s  =  e(^-l-^y+'''  ±«pOi  „  cos  {Ix  +  i^y  +  vz±aQt)  +  %  sin  (X«  +  f*y  +  y^  ±  aqt) 

und  bemerken,  dass  die  Glieder  co8(Xx+fty-|-y£fia^t)  und  sin(Xa;-|-fiy-{-y5±a90 
einzeln,  so  wie  die  Summe  cos  {Xx  -f  fiy  +  v«  —  a^t)  -f-  sin  {Xx  +  fty  +  »'^  +  ^^Oi 
so  wie  auch  die  Bestandtheile  cos (X o; -f  f^ !/ -f* ^^)cos a^t  und  cos (Xo; -|- fty -f  *^^) sii^ a 9 < 
genügen.  Von  diesen  letzteren  Particularlösungslormen  gehen  wir  aus.  Sie  sind  beson- 
ders geeignet,  wenn  wir  den  Anfangszustand  so  in  zwei  andere  zerlegen  wollen,  dass 
5  a  «'  -f~  ^'*  yrit^   und   zwar  s'  sich   für   t  ■-  0   auf  8^   reducirt,    während   sein 

Differentialqnotient  (|i)  ▼erscbwindet,  dagegen  »"  für  «  —  0  verschwindet,  wäh- 


\ 
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rcnd  dessen  Diifereutialqnotient  (— v)  =>  It^J  wird.   Dabei  wollen  wir  der  Ueber- 

0  0 

sichtlichkeit  wegen  s^  »  /*(<ri  y^  *)  und  y^)  s  F(x,y,  i)  setzen.   Von  den  beiden 

ü 

zuletzt  anfgestellt^n  ParticnlarlGsnngen  hat  n&mlich  die  erste  die  Eigenschaft,  fär 
f  I»  0  nicht  SU  verschwinden,  w&hrend  ihre  Derivirte  nach  i  verschwindet;  bei 
der  andern  ist  es  umgekehrt  und  verschwindet  sie  selbst  ftlr  i  >»  0,  nicht  aber 
ihre  Derivirte.  Zunächst  verallgemeinern  wir  die  Particularlösnngen,  indem  wir 
AT  —  a,  y  —  ß,  z  —  y  an  Stelle  von  x,  y,  i  schreiben,  wodurch  sie  nicht  auf- 
hören der  Gleichung  zu  genügen.  Sodann  multipliciren  wir  sie  mit  einer  will- 
kQrlichen  Function  4^  («r,  ^,  y)  von  a,  ^,  y  und  nehmen  das  secht&che  Integral 
zwischen  ~  od  und  -f-^*  ^n  Bezug  auf  Z,  fi,  y,  a,  ^,  y.  Da  die  Differentiationen 
nach  :r,  y^  5,  t  s&mmtlich  unter  dem  Integralzeichen  ausgefSLhrt  werden  dürfen, 
so  sieht  man  leicht  ein,  dass  der  so  gewonnene  verallgemeinte  Ausdruck  immer 
noch  eine  Particularlösung  ist    Demnach  haben  wir,  indem  wir  ihn  za  8  w&hlen 

,     (6)  r 

«  «■       I  cos{Z(a:  —  o)  +  f*(y--  ß) +  9 (e  —  y))ooB agt  tp {a, ß, y) da d§ dy  dl dft dw, 

00 

Er  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  sein  Differerentialquotient  lür  <  »  Q  verschwindet 
und  wenn  wir  im  Stande  sind,  qp  so  zu  bestimmen,  dass  8  s>  /*(a;,y,i)  für  iasO 
nämlich 


J 


00 


co&{l{x  -  a)  +  ii(y  -  ß)  +  p(g-^y))  ff  {a,ß,y) da dßdydXdfi dp ^f{x,y,z) 


—  00 


wird,  so  genügt  s'  den  Bedingungen  des  ersten  der  beiden  Zustände,  in  welche 
wir  den  Anfangszustand  des  Systems  zerlegt  haben.  Die  ganz  analoge  Behand- 
lung der  andern  Particularlösung  liefert  uns  in 

(6) 


8 


5)  r 

I  C0B{l(x  —  a)  +  fi{y  —  ß)  +  v(z  —  y)]6maQtrp{a^ß,y)dadßdydldnd9 


einen  Ausdruck,  welcher  genau  den  Bedingungen  des  zweiten  Bestandtheiles  vom 
Anfangszustande  entspricht,  sobald  ip  der  Bedingung  genügt 


00 

(6) 


' /co8{i(x-  a)  +  M(y-ft  +  »'(*-y)}  ^^-^'^dadßdrdldf^dp^F(x,y,e). 


OD 


Sobald  tp  und  rff  gefunden  sind ,  stellt  5  «>  a'  -^  a"  die  vollständige  Lüsung  des 
Problems  dar.  Auch  sieht  man  leiclit,  dass  nur  eine  einzige  Lösung  möglich  ist, 
indem  8  durch  die  partielle  Differentialgleichung  vollständig  bestimmt  ist,  sobald 

8q  und   (a  .)  gegeben  sind. 
0 
Zur  Bestimmung  der  Functionei  9  und  ^  dient  der  Fonrier*sche  Satz  über 
die  Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch  doppelte  und  mehrfache  Integrale. 
Derselbe  lautet  in  einer  sehr  gangbaren  Form 

00 
(6)  n  -,. 

jü06X(a—x)co8ii(ß'^y)cOBp(y-^M)'x(^fi^r)^dfdYdldi^dv'^{2Ky>X{x,y,i^ 
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muss  aber  für  mieem  Zweck  ein  wenig  umgestellt  werden,  damit  an  die  Stelle 
des  Cosinusprodnktes  der  Cosinus  eines  Aggregates  tritt.    Eine  zweimalige  An- 
wendung der  Gleichung  cos  a  cos  6  <=>  ^  cos  (a  -f*  &)  +  i  ^^^  (^  "^  ^)  ^^^  ^^^ 
cos  a  cos  5  cos  c  »—  |  cos  (a  +  ^  +  c)  +  i  ^^8  ( —  a  +  &  +  c) 

+  t  cos  (a  —  6  +  c)  +  i  cos  (a  +  ft  —  c). 
Mit  Hülfe  derselben  spaltet  sich  die  linke  Seite  der  Fourie raschen  Gleichung 
in   vier   Integrale,  welche   alle   vier    einander    gleich    sind.     Sie    unterscheiden 
sich  nämlich  nur  durch  die  Vorzeichen  im  Innern  der  Klammer  in  der  Function 

cos  { ^  (a?  —  a)  +  f*  (y  —  W  +  •^  (^  ""  y) }  •  Indem  man  für  X ,  f* ,  v  in  ihnen 
—  Z,  —  /i,  —  V  als  neue  Variabein  einfahrt,  je  nachdem  die  eine  oder  die  an- 
dere dieser  Grössen  in  der  Klammer  das  negative  Zeichen  hat,  überzeugt  man  sich 
sofort  von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung.  Es  nimmt  daher  unser  Satz  die 
Form  an: 

(6)  /• 

in  welcher  er  sich  unserm  Bedürfniss  genau  anschliesst.  Die  beiden  obigen  Glei- 
chungen für  q>  und  tp  ergeben  hiemach  augenblicklich:  (2n)^q)  {x,y^z)^=  f(x^y,z) 
und  (2w)®g)  (oj,  y,  fr)  =»  F(x^y^z)  und  indem  wir  hieraus  die  Werthe  für  qp  und  ip 
entnehmeli  und  in  8  und  a'  einsetzen,  ergibt  sich  uns  die  ToUständige  Lösung 
des  Problems  unter  der  Form: 


a  =  «'  +  5",  p  «  |/z«  4-  ^«  +  y« 

/  1  \3  (6)    /* 

«'  =  [^^        /cos{Z(a;  — «)  +  j[i(y-  (5)  +  v(^— y) } cos aqt  f(a,ß,y) dadßdydXdiidv 


—  OB 

OD 


8 


(Ä)'  '*7^"''  ^^^"-"^+1'^-^^+''^'-''^ '  ^p--  -^  («'<'•'>  ^"'^P'^v  ^^^f"^"- 


Das  erste  dieser  Integrale  geht  aus  dem  zweiten  hervor,  wenn  man  dieses  nach 
t  differentiirt  und  die  Function  F  mit  f  Tertauscht. 

2.  Die  beiden  sechsfachen  Integrale,  aus  welchen  s  sich  zusammensetzt, 
lassen  sich  noch,  ohne  eine  bestimmte  Form  ffir /*  und  !<"  vorauszusetzen,  auf  Doppel- 
integrale reduciren.  Es  genügt,  das  zweite  derselben  in  dieser  Hinsicht  zu  trans- 
formiren,  da  das  erste  aus  ihm  unmittelbar  ableitbar  ist.  Wir  führen  für  Z,  ft,  v^ 
die  wir  uns  als  ein  System  rechtwinkeliger  Coordinaten  denken  wollen,  Polar- 
coordinaten  9,  <&,  9  ein  mit  Hülfe  der  Formeln  Z  «s  ^  cos  ^,  /i »»  9  sin  ^  cos  9, 

y  =s  9  sin  d  sin  9 ,  wobei  q  =»  "/z*  +  f**  +  •'*  dieselbe  Grösse  ist ,  wie  bisher. 
Der  Sinn  des  Integrales  $"  ist  nun  der,  da«  das  Volumenelement  dldfidv  mit 
einer  gewissen  Function  multiplicirt  durch  deu  ganzen  unendlichen  Raum  summirt 
werden  soll.  Das  Volumenelement  für  Polareoordinaten  ist  aber  q^  sin  &  dq  d^  dtp 
und  die  Grenzen  für  die  Integration  durch  den  ganzen  unendlichen  Raxmi  sind  0 
und  <x>  für  ^,  0  und  «  für  d,  0  und  2n  für  tp.    Demnach  wird 

OD  %jt   n    9» 

«"=.(-i-)        lF{a,ß,y)dadßdY  f  f  /  C08^{(a  —  o;)  cosd +  (jj— y)co8dcoi9 


—00  000 


+  (y  —  «)  Bin d  sin  9 i  ^  »  q  an^d^d^dtp^ 


\ 
\ 
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oder  wenn  wir  den  Ursprung  der  or,  ß^  y  um  x,  y,  z  verlegen,  d.  h.  a-^-x^  ?  +  y» 
y  '\-z  statt  flf,  ^,  y  schreiben ,  was  auf  die  Grenzen  0  und  oo  keinen  Einfluss  hat, 


OO  QO  mfttt 

.         /  1  \8  (»)   i 

00  ü  ö    ö 

-J-  ß  sin  d  cos  9  -J-  7  sin  d  sin  9 }  sin  6"  d^dtp. 


oo  QO  mftft 

>"=-  (^)        lF{X'\-a,y  +  ß,z-'y)dadßdy  i—p^ad^  i  /cos^{acos^ 


Nach  einem  bekannten  Satze  hat  man  nun,  wenn  r  =  l/«*  +  P'  +  y'  ist, 
»TT  n  +1 

I    I '^  (acoBjO'-j-^sin'&cosq) -f  y  sin^sin9)sin^d[^(29)  =s  29e  jjp(ra)dc. 

0    0  —1 

Wir  wollen  den  Beweis  nachli»'fem.    Einstweilen  folgern  wir  aus  demselben 
I    I  cos  Q  { a  cos  «9-  4-  ^  Bin  ^  cos  tp  -\- y  aln  9"  sin  tp }  •  sin  ^  dd"  dtp 

0     0 

+1 

«     /*      /       X  j  ^     smpr 

2  jr  I  cos  (9  r  <r)  a  <r  =»  4  }r 


V  1  cos  (9 


—1 
und  hiermit  wird: 


00 


s    =- 


y*^  fF{x  +  cc,  y  +  ß,z  + Y)'-^!^^  sin  fr  da  dßdYdif,r^y  «'+p*+y'. 
n       j  (IT 

0 

Wir  führen    nun   abermals  Polarcoordinaten  ein,   indem  wir   setzen   a  sa^r.  cos  ^, 
ß  SS  r  sin  ^  cos  qp ,  y  =>  r  sin  ^  sin  9  und  erhalten  : 

1      /'  /'sin««  ,.   - 

'   ^^'J  J   —^^^""^ 
0     0 

CO         OD 

X  I    1  r«  JP'(aj  +  *' COS -0",  y  +  **  sind  cos  qp,  ff +  ^  sin  ^  sin  9)  »sin  pa<  sin  rpdr  dp. 


0   0 
Nun  ist  aber  nach  dem  Fourier'scben  Satze  für  Functionen  einer  Variabeln 


OC         00 


—   /    / /^W  si'i*'^  BiniicdadZ  = /"(rc),        0  <  a; 

0     0 
und  hieraus  erhält  man  für  a  =»  r,  /  =-  rF,  X  =»  p,  at  =^  x 


CO 


I    l  rF  {x-^-r  cos  d,  y  +  r  sin  -0"  öos  qp,  xr  +  ^  sin  d  sin  tp)  sin  rp  sin  p  ai  dr  dp 

0 

\natF{x  -|-  at  cos-O-,  y  -f  ai  sind  cos  tp^  z  -{•  at  sind  sin  9), 

wodurch  sich  «"  auf 
2/r    TT 


»» 
8 


T—    f     1 1  •  F (o;  -j-  0^  cos  d^  y  +  A^  sin d  CO89,  0  4'  ^^  sin  d  sinqp)  •  Mosk^d/^d/ip 
0    0 


8 
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redacirt.    s'  erhält  man  hieraus  durch  DifPerentiation  nach  t  und  Vertauschung 
Ton  F  und  /*,  sodass  also  schliesslich  sich  ergibt: 
2n   n 

1  d   r  r 

T— g7   I    j  t' f(x-{'at  coBd"^  y -}-at  Bin^  coatp,  £'\- atsin^'Biatp)' sind' d&  dtp 

0     0 

27t   n 

+  T—   1    1  t-J'CÄ  +  a^cos^,  y  +  ^^fliJt^ ^ cos 9,  JE? -f-ö* 81^1^*109) -sin -O-d 6" dqp. 
u    0 

Zum  Beweise  des  benutzten  Satzes   setzen  wir   a»rcosp,   ^  =»  r  sin  j)  cos  g, 
y  =»  r  sin  j)  sin  g  und  erhalten  für  die  linke  Seite  der  Gleichung: 
2n   n 

I    I  "^{^  [coBp  COS  ^  •}-  Biap  sin ^  cos (g  —  tp)] } sin ^ dd dtp, 
0  0 

Auf  einer  um  den  Pol  des  Coordinatensystems  mit  dem  Radius  1  beschriebenen 
Kugel  hat  nun  ein  Punkt  die  sphärischen  Coordinaten  ^,9;  ein  anderer  die 
Coordinaten  p,  q  und  ist  für  den  Verbindnngsbogen  00  beider 

cos  00  =  cos  p  cos  ^  4~  B^Q  P  Bin  ^  cos  (g  —  9). 
Hierdurch  nimmt  das  Integral  die  Form  an: 

in    n 


^'fß 


(r  cos  ob)  r*  sin  ^dd'dq>^ 
ü     0 

wo  sin  «9-  (2d  dq>  das  sphärische  Flächenelement  bedeutet.  Der  Bogen  00  misst  den 
Winkel,  welchen  der  Radiusvector  des  Punktes  (^,  9),  an  welchem  das  Fiächen- 
element  anliegt,  mit  dem  festen  Radiusvector  (p,  q)  bildet,  cos  00  ist  daher  der 
Abstand  des  Flächenelementes  »in  d'd^  dtp  von  einer  zur  Richtung  (p,  q)  senk- 
rechten Aequatorebene.  Der  Sinn  des  Integrales  ist  daher,  abgesehen  von  dem 
Divisor  r^,  die  Samme  aller  Flächenelemente  einer  Eugcl  mit  dem  Radius  r, 
jedes  multiplicirt  mit  seinem  Abstände  von  einer  festen  Aequatorebene,  aus- 
gedehnt über  die  ganze  Eugelfläche.  Da  alle  Aequatorebenen  für  die  Kugel  die- 
selbe Bedeutung  haben,  so  ist  es  gleichgültig,  welche  man  wählt,  und  behält  das 
Integral  denselben  Werth,  wenn ^ man  p  »0  und  g  =>  0  setzt.  Hierfür  fällt  die 
Richtung  (p,  q)  mit  der  Polaraxe  zusammen,  wird  o  sskO*,  und  folglich  das  Integral 
27t   7t  7t  —1 

Zi  I    I  ^{rcoB  d)  r*  sin  -0-  dO"  CI9  «  2«  I  V  (r  cos  -0-)  sin  ^ d^  »  2«  l  ^  (ra)  da^ 

indem  man  cos  d"  *=»  a  setzt. 

4.  Wir  wollen  jetzt  das  gefundene  Resultat  interpretiren  und  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  discutiren.  Die  Functionen  f  und  F  sind  die  an^lngliche  Conden- 
sation  und  deren  DifiPerentialquotient,  welcher  letzterer  gleich  der  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichen  genommenen  Summe  der  Derivirten  von  u^,  Vq,  w^  ist.  Es  sei 
der  Anfangsznstand  derart,  dass  die  Erschütterung  nur  innerhalb  eines  bestimmten 
Raumes  stattfinde^  sodass  Sq,  Uq,  %,  Wq  und  cie  Differentialquotienten  yon  Uq,  Vq, 
Wq  nur  innerhalb  desselben  Werthe  haben^  aisserhalb  aber  Null  sind.  Dann  ist 
auch  F  ausserhalb  dieses  Raumes  Null.  Nun  and  X'{-at  cos  ^,  y-}- at  nnd"  cos 9, 
j?  -|-  at  sin^sin  9  die  Coordinaten  eines  Punktet,  welcher  auf  einer  nm  den  Punkt 
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(xyz)  mit  dem  Radius  at  beschriebenen  Eugelfläche  liegt  und  (at)*  bul  ^  dd"  dqt 
ist  das  Flächenelement  der  Kugel  an  jener  Stelle.  Die  Bedeutung  des  Bestand- 
theiles  «"  von  «,  wofür 

^niaty-s"  =«  /    jt'F^x  +  at  cosd,  ...)  (aQ'sin^d^dy, 

0      0 

ist  die,  dass  die  Summe  aller  Flächenelemente  dieser  Kugel,  jedes  multiplicirt 
mit  dem  Werthe  der  Function  tF  in  ihm,  ausgedehnt  Über  die  ganze  Kugel 
gleich  8\  multiplicirt  mit  der  Oberfläche  der  Kugel  selbst,  sei.  Es  stellt  demnach 
s"  den  Mittelweirth  der  Function  t  F  auf  der  Kugel  dar.  Aehnliches  gilt  von  dem 
andern  Besiandtheil  8,  welcher  zur  Bildung  yon  8  dient.  Man  sieht  hieraus,  dass 
das  Phänomen  von  dem  anfänglichen  Zustande  auf  einer  Kugelfläche  abhängig 
ist  und  im  Verlaufe  desselben  alle  Elemente  einer  mit  der  Zeit  veränderlichen 
Kugel  zur  Bildung  der  Condensation  beitragen. 

Es  liege  nun  der  Punkt  (xyz)  ausserhalb  des  Erschüiterungsraxmies ;  wann 
beginnt  derselbe  seine  Bewegung  und  wann  hört  sie  wieder  auf?  Die  Functionen 
f  und  F  haben  anfangs  auf  der  um  ihn  beschriebenen  Kugel  die  Werthe  Null,  so 
lange  bis  der  Badius  at  so  gross  ist,  dass  die  Kugel  den  Erschfitterungsraum  be- 
rührt. Mit  dem  Momente,  in  welchem  dies  eintritt,  beginnt  die  Bewegung  und 
findet  so  lange  Condensation  oder  Dilatation  statt,  als  die  Kugelfläche  den  Baum 
schneidet,  innerhalb  dessen  f  und  F  Werthe  haben,  so  lange  also,  bis  sie  denselben 
nach  der  äussersten  Berührung  verläset.  Sind  also  r^,  r,  die  kürzeste  und  die 
weiteste  Entfernung  des  Punktes  (xyz)  von  der  Oberfläche  des  Erschütterungs- 
raumes, so  folgen  die  Zeitgrenzen  t j ,  f^,  innerhalb  welcher  der  Punkt  überhaupt 
Condensation  besitzt,  aus  den  Gleichungen  af^  >=>  fj,  at,  »»  rj|.  Dazwischen  kann 
übrigens  die  Bewegung  öfters  intermittiren.  Alle  Punkte,  welche  gleichzeitig  mit 
dem  Punkte  {xyz)  ihre  Bewegung  beginnen,  liegen  in  demselben  Abstände  r 
von  der  Aussenfläche  des  Erschütterungsraumes.  Errichtet  man  in  allen  Punkten 
dieser  Fläche  nach  aussen  Normalen  von  der  Länge  r,  so  erhält  man  eine  Parallel- 
fläche als  Ort  dieser  Punkte.  Die  Zeiten,  um  welche  zwei  Punkte  (xyz)  und 
(x' y  z)y  deren  Normalabstände  vom  Erschütterungsraume  r  und  r  sind,  ihre  Be- 
wegung beginnen,  sind  t  =»  r  :  a  und  t  »  / :  a  und  die  Zeit,  in  welcher  sich  das 
Phänomen  vom  ersten  bis  zum  zweiten  fortpflanzt,  ist  t'  —  t  =  (r'  —  r)  i  a.  Für 
t'  —  t  =a  1  wird  r  —  r  =»  a^  d.  h.  c  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeii  Es 
schreitet  vom  Erschütterungsraume  aus  eine  Welle  von  der  Dicke  a  nach  dem 
unendlichen  Baume  fort.  Sie  ist  begrenzt  von  Parallelflächen  zur  Oberfläche  des 
Erschütterungsraumes.  Mit  wachsender  Zeit  nähert  sich  die  Form  der  Wellen- 
fläche mehr  und  mehr  der  Kugel.  Im  Erregungsraume  selbst  ist  das  Phänomen 
etwas  complicirter.  In  BetrefiP  der  Geschwindigkeit  bemerke  man,  dass  der  Punkt 
(xyz)  ausserhalb  des  Erregungsraumes  anfangs  keine  Geschwindigkeit  besitzt, 
dass  also  für  ihn  zur  Zeit  t 

0  0  0 

So  lange  t  kleiner  ist,  als  die  Zeit  tr,  für  welche  atr  =*  r  ist,  wenn  r  den  küne- 

38      38      38 

sten  Abstand  vom  Erschütterungiraume  bedeutet,  sind  ö~  i  o~~  i  5~~  ^^  ^uid 
mithin  aach  die  Componenten  der  Geschwindigkeit    Daher  kann  nuui  MtMn  t 
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t  i 


'r  'r  *r 


dz 


Dasselbe  ereignet  sich  yon  der  Zeit  tr'  an,  fOr  welche  ay  »  r ,  n&mlich  gleich 
der  grÖHsten  Entfernung  r  wird.  Von  diesem  Momente  an  werden  u,  i;,  u;  con- 
stant,  nämlich 

V  V  V 

*r  'r  <r 

Man  bemerke  noch,  dass  während  die  Condensation  yon  dem  Znstande  auf  einer 
Engelfl&che  abhängt,  die  Geschwindigkeit  wegen  der  noch  weiter  hinzutretenden 
Integration  von  dem  Zustande  in  einem  Räume  von  drei  Dimensionen  bedingt  ist. 

6.  Befindet  sich  das  elastische  Fluidum  blos  auf  einer  Seite  einer  festen 
Ebene,  so  sind  f  und  F^  wenn  wir  diese  Ebene  zur  yjer- Ebene  nehmen,  blos  für 
positive  X  und  beliebige  y  und  z  gegeben.  Es  tritt  zu  den  Bedingungen  des 
bisher  behandelten  Problems  noch  die  weitere  hinzu,  dass  w  a>  0  sei,  für  ^  «=>  0 
zu  allen  Zeiten.  Es  kann  auch  hier  gezeigt  werden,  dass  das  Phänomen  der  Be- 
wegung dasselbe  ist,  welches  erfolgt,  sobald  man  sich  den  ganzen  Raum  mit 
elastischem  Fluidum  erfüllt  denkt  und  symmetrisch  zu  der  y 5- Ebene  eine  zweite 
anfängliche  Gleichgewichtsstörung  so  vornimmt,  dass  f(—x,  y,  z)  =>  f(Xf  y,  z) 
aber  «ö  (—  a?,  y, «?)  «  —  u^ix^y,  z)  ist,  während  v^  und  Wq  für  negative  x  die- 
selben Werthe  haben,  wie  für  positive  x.  Die  Geschwindigkeitscomponente  u  ist 
dann  an  der  Ebene  zu  jeder  Zeit  Null,  indem  das  Integral,  welches  sie  darstellt, 
paarweise  entgegengesetzte  Elemente  besitzt  (Reflexion  der  Wellen). 

6.  Nimmt  man  an ,  dass  f  und  F  blos  Functionen  von  x  sind  und  kein  y 
und  z  enthalten,  so  ist  die  anfängliche  Störung  für  alle  Punkte  einer  zur  x- Rich- 
tung senkrechten  Ebene  dieselbe.  Die  Ausführung  der  Integrationen  führt  wieder 
zu  der  Lösung  des  Problems  des  §.  6. 

§.  8.  Die  anfängliche  Störung  im  elastischen  Medium  sei  so  be- 
schaffen, dass  die  Condensation  und  die  Geschwindigkeit  blos  Func- 
tionen des  Abstandes  r  von  einem  bistimmten  Punkte  sind  und  die 
Richtung  der  letzteren  durch  diesen  Punkt  hindurchgeht.  Das  Me- 
dium selbst  sei  unbegrenzt. 

Nehmen  wir  diesen  Punkt  zum  Ursprung  der  x^  y^  z,  so  ist 

«0  -  fir)  -  fiVx'  +  y«  +  z*)  -  fix,  y,  z)         " 

X  *   t/  E 

und  die  Geschwindigkeit  o^  =-  qp  (r)  so,  dasi  w^,  s—  o^--- ,  Vq  =  ©o  "T" »  ^'^o  =■  ®o  T"* 
Wir  erhalten  dann 

dx        dr  dx 

und  hiermit  weiter 

du^  ^  da^    X* 
dx        dr     r* 

d_ 
d 


.  =-' 

qp  (r)  so,  dasi 

Wo  "  ®0 

X 

'  y 

^0 

dr 

X       da^ 
r'     dy'" 

^Oo    y 

dr      r 

aoo 

'    dz 

aoo 

'^  dr' 

z 

r 

(f 

x^    a^o 

rV  '    dy 

^  dr  ■ 

-iv- 

f 

r 
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Hiermit  finden  wir  weiter 
Fix,y,z) (^•  +  ^  +  -^j=._^--o.-_,(r)__„(r). 

Um  8  darzastellen ,  haben  wir  mit  Hülfe  von  f{x,  y,  xf)  =-  fiVx^  +  y'+  ^')  ^ 
bilden 

/■(a;  +  fl*  co8^,  y  4"  «*  sin^  cos  9,  jer  4-  at  sin^  sin  9) 

«=-  /*{  y(a;  +  at  cos  '^)'  +  (y  +  ai  sin  d  cob  qp)*  +  (ir  +  a<  ein  &  sin  9)* )  =  f{X), 
wenn  wir  unter  X  die  Wurzel  aus 

{x  +  <tt  cos  ^)'  +  (y  +  ö*  sin  -0"  cos  9)*  +  (xr  +  «^  si^  ^  sin  tp)* 
B»  r*  +  a*t*  +  2at  («  cos  ^  4"  y  sin  d  cos  9  +  ^  sin  &  sin  9) 
verstehen.    Ebenso  ist 

F(a:  4-  a«  cos Ö»,  ...)=.  —  9  (X)  —  -^  9 (X) 
zu  bilden.    Man  erhält: 

^^liWl  f  p/W»"^*^^  — 4~  /*  A  {9>'(^)4-^9?W}8ind-^d^d9. 
00  u    0 

Von  den  beiden  Integrationen  kann  eine  noch  ausgeföhrt  werden   vermöge  des 
§.  7,  Nr.  2  benutzten  Satzes.     Im  vorliegenden  Falle  sind  nämlich  die  dortigen 
Grössen  a  »  2atXj  ß  »  2a^y,  y  »  2a^ir  und  wird  daher 
2n    n  4-1 

.  /    /7(X)  8in^<i^d9  —  2«  1  fiVr*  +  aU^  +  2atra)  da, 

0     0  —1 

und  folglich 

«  =  i  ^  (<  //(Ä)  dif^  -  i  «/Y9'  (Ä)  +  ^  9(Ä))  <*«, 
—  1  —1 

Ä— (r«4.a«e»4-2aertf)*. 
Führen  wir  .^  als  neue  Yariabele  für  a  ein,  so  wird 

r — af  r — at 

Nach  Ausführung  der  Differentiation  mit  Hülfe  des  Satzes 

b 

d 

d 

a 

ergibt  sich 


[Jni>M-ml\-n<.)p, 


l{(r+aOAr4-aO-(r-ai;Ar-ae)}-^   r{Ä9(50+29(Ä)}rf5?. 


2 

r—at 

In  Betreff  der  Geschwindigkeit  <D  hat  man 

t  t 


u-u,~.-a*J^dt,      v-v,--a'f^dt,      tc-tc. "'f^g'i* 
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oder  da 


ds       da 

dr       da 

X 

^_^ 

dx       dr 

dx      dx 

r 

ist: 


«*o  —  »0  ~i 


t 


"-(«.-  "Jt?  •")  t  .    -  (••  -  -Jw  ■")  f  ■ 

0  0 

t  t  ^ 

«>  -  ^o„  -  a'j^  dt^^,         o  =  o,  -  ««yi^  dt. 

0  0 

Sie  ist  normal  zar  Eagel  um  den  Coordinatenursprung. 

§.  9.  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  flüssiger  Systeme  wurden  zuerst 
von  Euler  in  zwei  verschiedenen  Formen  aufgestellt.  {Prirudpea  gineraux  du 
mouvement  dea  fluidea  in  der  Hiatoire  de  VÄcad.  de  Berlin  1755;  de  principiia 
motita  fluidorum.  Nävi  commentarii  Äcad.  Petrop.  T.  XIV.  P.  I.  1769.)  Die  Pro- 
bleme von  §.  3  bis  §.  7  wurden  gleichfalls  von' Eni  er  zuerst  behandelt;  das  all- 
gemeine Problem  §.  7  und  seine  Lösung  verdankt  man  Poisson  {Mem.  de  VAcad, 
de  Paria.  T.  X).  Die  vorliegende  Darstellung  lehnt  sich  streng  an  die  Dirichlet- 
sche  Behandlungsweise  an,  wie  sie  derselbe  in  seinen  Vorlesungen  über  die  Inte- 
gration partieller  Differentialgleichungen  und  ihre  Anwendung  auf  physicalische 
Probleme  gegeben  hat.  Dieselbe  ist  zum  Theil  in  die  Hattendorff'sche  Be- 
arbeitung Riemann^ scher  Vorlesungen  über  denselben  Gegenstand  übergegangen. 
Eine  Ausgabe  der  Dirichle  tischen  Original  Vorlesungen  existirt  nicht,  so 
wünschenswerth  dieselbe  wäre. 

§.  10.  Gleichgewichtsfigur  einer  rotirenden  incompressibelen  flüs- 
sigen Masse. 

Eine  incompressibele  Flüssigkeit  rotire  als  ein  unveränderliches 
System  um  eine  feste  Axe  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  o 
unter  Einwirkung  gegebener  Kräfte  P  (X,  Y,  Z);  es  fragt  sich,  welche 
Gestalten  die  freie  Oberfläche  derselben  annehmen  kann? 

1.   Auf  das  Massenelement  gdxdydz  wirken  die  Componenten  qXdxdydz^ 

dt) 
gYdxdydz^  qZdxdydz  der  gegebenen  Kräfte  und  die  Componenten  —  ~  dxdydz, 

0  X 

—  7^  dxdijdz.  —  ^  dxdydz  des  Drucles,  welche  mit' den  Reactionskräften 
dy         '^  dz  "^ 

im  Gleichgewicht  sein  müssen.  Die  letzteren  reducireu  sich  vermöge  der  Rotation 
um  die  feste  Axe  und  der  Uuveränderlichkdt  der  Geschwindigkeit  auf  die  Centri- 
fugalkraft  Qto^rdxdydz^  deren  Componenten  gto^xdxdydz ^  Qm^y dxdydz 
sind,  wenn  wir  zur  z-Axq  die  Rotationsate  wählen.  Nach  dem  D'Alembert- 
schen  Princip  besteht  also  für  jeden  Sysbempunkt  (xyz)  die  Gleichgewichts- 
bedingung 

(tX  -  ll  +  9«>'x)  ia>+(i(Y-^^+  ?a,'y)  8y  +  (qZ-  ^^)  iz  =  0, 
oder 

II  *a;  +  1^  *y  +  ll  *^  =  p  (Xix  +  Yty  +  Zdg)  +  p«»  {x8x  +  y8y), 

wofür  wir  auch  schreiben  können 

*p  —  9  {X8x  +  Y8y  +  Zdz)  f  gm^S-^ix*  +  y») 
BosMhhf  MaoluuiilL  IL  89 
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und  insbesondere,  wenn  eine  Kräftefunction  existirt 

Hieraus  erbalten  wir  für  den  Druck: 

P  = «?  [ü"  +  4  «>' (a;*  +  y')]  +  <7- 

Eine  Fläcbe  des  Systems,  deren  Punkte  denselben  Druck  erleiden,  heiast  eine 
Niveau  fläche  der  rotirenden  Flüssigkeit.  Die  Gleichung  dieser  Fl&chen  ist 
daher  U+\<o*  (x»  +  y»)  =  c 

und  unter  diese  Flächen  gehört  die  freie  Oberfläche  selbst,  wenn  sie  nnter  con- 
stantem  Drucke  steht. 

2.  Die  Flüssigkeit  sei  schwer  und  yo/i  einem  Gylinder  um- 
schlossen, desseü  Axe  mit  der  Kotationsaxe  zusammenfällt.  Man 
hat  dann  X  =  y  =  0,  Z  =  —  g^  U  =>  —  gz.  Daher  ist  die  Gleichung  der 
Niveauflächen : 

x'  +  y>  =  ^(«  +  c). 

Für  die  freie  Oberfläche  bestimmt  sich  die  Constante  c  mit  Hülfe  des  Volnmeiia 
der  flüssigen  Masse.  Es  sei  a  der  Radius  des  Cylinders,  h  die  Höhe,  bis  zu  wel- 
cher im  ruhenden  Zustand  die  Flüssigkeit  denselben  füllt,  also  na^h  ihr  Yolomen. 
Im  rotirenden  Zustande  ist  dasselbe  Volumen  von  der  vorstehenden  Rotations- 
fläche begrenzt  und  wenn  (  die  Ordinate  des  Kreises  ist,  welcher  von  den  höchst- 

2g 

liegenden  Systempunkten  gebildet  wird,  welche  der  Gleichung  a'  =-•  -^  (J  +  c) 

CO 

genügen  muss,  so  besteht  die  Bedingung 


s 


+  y»)  dz  =  «a«f  -  -?  (f  +  c)»  =  «a>Ä, 

CD 


indem  —  c  der  Werth  von  z  ist,  für  welchen  «*  +  y*  verschwindet.  Die  Ent- 
fernung von  f  liefert  für  c  den  Werth  c  =  —  Ih  —  J —  co'j  und  hiermit  als 
Gleichung  der  Oberfläche  der  rotirenden  Masse  das  Rotationsparaboloid : 

Die  Constante  des  Druckes 

p  ^  Q  (ü  +  ^a>^  (x^  +  y^  +  G  ^  Q  (-- g z  +  ^to^  {x^  +  y^  +  C 

bestimmt  man  mit  Hülfe  des  const&nten  Druckes^  welcher  auf  der  Oberfläche 
lastet.  Ist  derselbe  P,  so  erhält  mar  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  x*  -J-  y* 
aus  der  Gleichung  des  Paraboloides  P  =  fa'co*^  —  gQh  -f-  C  und  folglich 
p-  P  ^  Q  {g  {h  -  z)  +  \ai^  (x^  +  y^  ^  {a^fo^') , 

Die  Constante  —  c  in  der  Gleiclung  des  Paraboloids  ist  die  Ordinate  seines 

Scheitels,  sie  ist  demnach  —  c  =  Ä —  +  —  c»*,    die    Grösse    t  =*  \  —  «»•  —  c. 

9  9 

Die  Differenz  t  -{•  c  beider  ist  4  —  o*.    Beide  Grössen  differiren  also  um  dieselbe 

Grösse   ^  —  oo'  von  h.   Die  Flüssigleit  ist  also  auf  der  Axe  ebenso  viel  gesunken, 

als  sie  am  Rande  gestiegen  ist.  .  • 

§.  11.  Die  Punkte  einer  flftetigen,  mit  constanter  Winkelgeschwin- 
digkeit  rotirenden  Masse  sieben  einander  nach  dem  Newton'schen 
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Gesetze  an,  man  soll  die  Bedingungen  bestimmen,  anter  welchen  die 
Oberfläche  derselben  ein  Ellipsoid  sein  kann,  dessen  eine  Axe  mit 
der  Botationsaxe  zusamenfällt. 

1.  Nach  Th.  lll,  Cap.  XIll,  §.  9,  S.  306  ist  das  Potential  eines  homogenen 
Ellipsoids  von  der  Dichtigkeit  q  und  den  Halbaxen  or,  ß,  y  in  Bezug  auf  einen 
der  Masse  angehörigen  Punkt  x^  i/,  xr,  wenn  dessen  Coordinaten  sich  auf  die  Haupt- 
axien  beziehen: 

0 

Dies  Potential  mit  dem  Factor  €  behaftet  (S.  293)  ist  in  unserem  Falle  die  Eräfte- 
fnnction  ü  fär  die  Kräfte  X,  Y,  Z,  welche  auf  die  Einheit  der  Masse  bezogen 
.sind.    Demnach  ist  die  Gleichung  der  Niveauflächeu 

\J  (a«  +  s)  D  "  iicBo)  ^'  +  \J  «J*  +S)B  "  ^nBo)  ^' 


0  0 

CO  30 


^-    —  C. 


0  0 

Diese  Gleichung  muss  mit  der  Gleichung 

«*      (J*      y' 

des  EUipsoides  übereinstimmen,  wenn  dieses  eine  Gleichgewichtsfigur  sein  soll. 
Die  Vergleichung  der  Coefficienten  von  x^,  if\  z*  liefert  als  Bedingungen  hierfür: 

J^      ds w«_       J_/    i^ds  _  \      /^      ds  m«    _  1  /    /Ms  _  \ 

(«'  +s)I>      2nBit^V\J~D      '')^Jlß*+8)D      2i^9'^ß^\Jl)      7» 

0  0  0  0 

00 


Diese  Gleichungen  liefern  die  Constante  c,  did  Winkelgeschwindigkeit  oo,  mit  wel- 
cher die  Masse  rotiren  muss,  damit  sie  die  Gestalt  des  Ellipsoids  annehme  und 
eine  Relation  zwischen  den  drei  Axen  or,  ß,  y-  ^^^  Elimination  der  Constanten  c 
führt  zu  den  Gleichungen 

qp  flP  flft 

"  A  J  («*"+ irs  "  2;^) "  ^\  j  (F+^ 

000 

oder 

/^      ds         _  tt«(o«  /^'°      ds (J«fl9«  /^      ds 


0  0 

und  hiermit  zu 


CO 


*'-"^(/(^(:^Är^7(4r«i- 


(1) 


39' 


\ 
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0  0 

Da  blos  zwei  Gleichungen  zwischen  a,  ^,  y  und  o  bestehen,  so  sieht  man,  dass 
man  im  Allgemeinen  zwei  Axen  a,  ß  des  Ellipsoids  willkürlich  annehmen  kann, 
die  dritte  und  die  Winkelgeschwindigkeit  bestimmen  sich  hierzu  aus  diesen  beiden 
transcendenten  Gleichungen. 

2.  Die  Gleichung  (1)  hat  den  Factor  ß  —  a  und  wird  also  für  a  »■  |}  erfüllt. 
Da  hierzu  aus  der  zweiten  Gleichung  eine  reelle  endliche  Winkelgeschwindigkeit 
folgt,  so  sieht  man,  dass  das  Rotationsellipsoid  eine  Gleichgewichtsfigur  der 
flüssigen  Masse  sein  kann.  Es  ist  aber  auch  denkbar,  dass  der  andere  Factor 
sich  auf  Null  reducire  und  die  Gleichung  auch  erfüllt  werde,  ohne  dass  a  »  ^ 
sei.  Dies  ist  in  der  That  der  Fall  und  es  kann  auch  das  dreiaxige  Ellipsoid 
Gleichgewichtsfigur  sein. 

Wir  wollen  zunächst  untersuchen,  welche  Rotationsellipsoide  der  Au^be  ge- 
nügen.   Man  erhält  für  p  =>  a  für  die  Winkelgeschwindigkeit  die  Gleichung : 


00 

CO*  a*  —  y*     /*  sds 


«»  — y*     X»_ 


Man  sieht  hieraus,  dass  o  nur  dann  reell  sein  kann,  wenn  a  >>  y,  d.  h.  wenn  die 
Rotationsaxe  die  kleinste  Axe,  das  Ellipsoid  also  abgeplattet  ist  Unter  den 
Rotationsellipsoiden  genügen  nur  abgeplattete  der  Aufgabe. 

Um  etwas  zu  vereinfachen,  setzen  wir  —-=»14,  — ^r  =  o'*,  a'*  —  1  =-  Z*  und 

y*  '       y*  ' 

„2 

F.    Dadurch  wird 


2nBQ 

OD 


2«P  J   (i  +  i.  +  «^(l+u)^  V      \        "  3  +  W 

0 

Es  sei  Arctg  X  —  ^    ,   ^^  =  9  (^)»  ^  wird  9  (Z)  =  ———^^^       .    Da  diese 

Grösse  stets  positiv  ist,  so  folgt,  dass  V  und  mithin  o*  mit  wachsendem  X 
wächst  und  zu  jedem  positiver  Werthe  von  X  auch  ein  reeller  Werih 
der  Winkelgeschwindigkeit  gehört  und  zwar,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen nur  ein  einziger.  Die  Grösse  X  ist  die  Abplattung  des  Ellipsoids, 
nämlich  das  Verhältniss  der  DifTerens  der  Quadrate  beider  Halbaxen  zum  Quadrate 

der  kleineren  von  ihnen.   Es  ist  X*  =  «'*  —  1  =  -—  —  1  = ^-^ . 

y*  y' 

Für  X  B=i  0,  d.  h.  a  =  y,  oder  die  Kugel,  muss  V  »>  0  sein.  Ebenso  für 
X  =>  Qo  oder  y  =  0,  d.  h.  für  die  Gestalt  einer  Scheibe  als  Gleichgewichtsfignr. 

Ob  auch  jeder  gegebenen  Wbkelgeschwindigkeit  ein  Rotationsellipsoid  als 
Gleichgewichtsfigur  entspricht,  odtr  vielleicht  mehrere,  oder  ob  nur  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze  von  co  die  Gleiclgewichtsfigi^  ein  Rotationsellipsoid  sein  kann, 
ergibt  sich  folgendermassen.  Wir  construiren  eine  Curve,  deren  Abscissen  X  und 
deren  Ordinaten  die  Werthe  von  V  sind  und  fragen,  ob  ein  gegebener  Werth  V 
Ordinate  dieser  Ourve  sein  kann  imd  ob  dies  fftr  eine  oder  mehrere  Abscissen  X 
eintreten  kann  oder  nicht.    Man  erhftlt  mit  Hülfe  des  obigen  Aasdmokes  fttr  F: 
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dV        1    f9i  +  7i>       /o    I   iix  j  ^    il  -^W 


wenn 


dl       ZM    1  +  i*         V-    •      /     '--^-j        z*(9  +  X»)' 

^  (^^  "^  (l+\«)(9  +  l^  ~  "^'"^^  ^ 

dV 
gesetzt  wird.    Da  -=-r  mit  F  {l)  das  Zeichen  wechselt,  so  wächst  V  oder  nimmt  ab, 

je  nachdem  F  {X)  positiv  oder  negativ  ist.    Für  X  =>  0  ist  F  (Z)  positiv  und  da 

dF(l)  Sl*  (3  —  Z') 

dX     ^[(l+^')(9  +  0? 

von  X  SS  0  bis  Z  =b|/3~  positiv  ist,  so  wächst  F  (Z)  innerhalb   dieses  Intervalles 

jjv 

and  ist  positiv,  aber  von  Z  =i}/3  an  wird  -^-r-  fortwährend   negativ  und  nimmt 

aX 

mithin  F  (Z)  fortwährend  ab.    Anfangs  ist  F  (Z)  noch  positiv,  da  es  aber  für  Z  =■  od 

in  — -j^ff  übergeht,  so  folgt,  dass  es  zwischen  X'=^yi  und   Z  ^^  od  einen  Werth  Z 

dV 
geben  müsse,  für  welchen  F(X)  und  mithin  auch  -jy  vom  Positiven  zum  Nega- 
tiven, also  V  selbst  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  übergeht,  mithin  V  ein  Maxi- 
mum  wird.     Grenauer   berechnet   ist   dieser   Werth   Z  =»  2,5293,   der   Werth  des 
Maximums  von  V  aber  0,2246    und   ihm  entspricht  eine  Winkelgeschwindigkeit 

00  BS  0,2246^1/2««^.  Die  fragliche  Curve  ist  denmach  folgendermassen  beschaffen. 
Für  Z  =  0  wird  F  =  0 ;  von  Z  =-  0  bis  Z  =■  2,6293  wächst  V  und  erreicht  für 
letzteren  Werth  sein  Maximum  0,2246,  von  da  nimmt  V  fortwährend  ab  und 
nähert  sich  die  Curve  der  Axe  der  Z  asymptotisch.  Es  kann  daher  zu  keinem 
Werthe  F,  welcher  grösser  als  0,2246  ist,  Abscissen  Z  geben.  Dagegen  ent- 
sprechen einem  Werthe  von  V  zwischen  Null  und  0,2246  zwei  Werthe  Z,  von 
denen  der  eine  unter  2,5293,  der  andere  über  dieser  Zahl  liegt.    Daher: 

Einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  <o  kann  nur  dann  ein 
Rotationsellipsoid  als  Gleichgewichtsfigur  entsprechen,  wenn 

CO*  <  0,2246-  2nsQ 
und   zwar   entsprechen   ihr   zwei    solche   Figuren,   welche   an    dieser 
Grenze  in  eine  zusammenfallen. 

3.  Wir  gehen  jetzt  zu  der  Beantwortung  der  Frage  über,  in  welchen  Fällen 
ein  dreiaxiges  Ellipsoid  Glcichgewichtsfigui  sein  könne.  Hierzu  bringen  wir  die 
beiden  Gleichungen  unter  Nr.  1,  welche  die  Bedingungen  der  Au%abe  aussprechen, 
nach  Tilgung  des  Factors  ß^  —  a*  auf  etwas  andere  Formen. 

Setzt  man  nämlich  s  :  y*  =»  u  und  becutzt  die  Buchstaben  8  und  ^  von  jetzt 
an  zur  Bezeichnung  der  Axen Verhältnisse,  sodass  y*:a*=>^,  y*:|3*=ss  wird,  so 
erhält  man  aus  der  Gleichung  (1) 

00  00 

—  0, 


1.  F^il-^s^Djy-l^^stJ 


6  0 

Ä«-(l-f  5U)(l+*t4(l+u), 

oder  auch,  indem  man  das  erste  der  Integrab,  mit  st  multiplicirt,  hinzufügt  und 
wieder  subtrahirt: 


00 


■El       /-         N  f.       ^v    /*udu         ^    /•  udu 


\ 
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«» 


Ebenso  gibt  die  Gleichung  (2),  wenn =  V  gesetzt  wird: 

A  1t  B  Q 


3.        F=-e 


^*  ■"    ^  /  ^8 du  =  «  (1  -  s)  i  -A_EL_^  dw, 


0  0 

sowie  mit  Benutzung  der  eben  gefundenen  Gleichung  1.  oder  2.: 

du 


4.     F=.  «e  r     **-^— --  =,  (1  -  fi)  1  -  0  r-^3 

J  (1  +  «u)  (l  +  tM)  i2  J     Ä» 

0  0 

Da  die  hier  vorkommenden  Integrale  sämmtlich  positiv  sind,  so  folgt  aus  1.,  dass 
8  +  t<l  und  mithin  s<l,  t<l,  d.h.  y»<«%  y*<(J%  ^  +  ^<-V- 

Die  kleinste  Axe  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  welches  Gleich- 
gewichtsfiffur  ist,  fällt  in  die  Rotationsaxe  der  Masse  und  ist  die 
Quadratsumme  der  reciproken  Werthe  der  beiden  grösseren  Axen 
kleiner  als  das  reciproke  Quadrat  des  kleinsten. 

Nimmt  man  für  8  einen  bestimmten  Werth  zwischen  0  und  1  an,  so  folgt 
aus  der  Gleichung  2.  für  t  =»  0  ein  positiver,  f ür  t  ==  1  —  «ein  negativer  Werth 
von  F.  Da  nun  F  eine  continuirliche  Function  von  8  und- 1  ist,  so  folgt,  dass 
ein  Werth  t  zwischen  0  und  1  —  8  existire,  für  welchen  F  verschwindet.  Aehn- 
liches  gilt  in  Bezug  auf  «,  wenn  für  t  ein  bestimmter  Werth  angenommen  wird. 
Es  existirt  demnach  zu  jedem  beliebigen  Werthe  eines  der  beiden 
Axenverhältnisse  y'  :  a',  y^  :  ß*  immer  ein  Ellipsoid,  welches  der 
ersten  Gleichung  des  Problems  genügt. 

Es  kann  ferner  gezeigt  werden,  dass  mit  wachsendem  s  das  Verhält- 
niss  t  abnehme  und  umgekehrt.   Man  erhält  nämlich  aus  1.,  wenn  man  setzt: 


/- 


2^  =   /    "  ^^t  "^  [2+(S-8-t)u-  8tu^]  du, 


2A,  «    /^!ilil±il)  [2+  (3  -  «  -  0  u  -  8tu^]  du, 

0 

für  die  Differentialquotienten  von  F  lach  8  und  t: 

^  ^  -  A,  -  tA,  ^  ^  (i  -  it)  A,  -  i«  (2^  +  3A,), 

^^^ A,  -8A, (l  -  i8)  A,  -  i8(2A,  +  3A,), 

Nun   kann   man   leicht  zeigen,  dass  A^  und  2^^ -f~  ^-^i   positiv    sind  und   da  8 

und   t   kleiner   als  1  sind,    so  folgt,   dass   beide   partielle  Differentialquotienten 

von  F  negativ  sind,   F  mithin  mit  8  und  t  abnimmt  und  zeigt  die   Gleichung 

dF       dF    dt  dt 

ö f-  -öT  •  -5-  =  Ö ,  dass  -r-  negativ  sein  muss  und  also  t  abnimmt,  wenn  8  wächst 

CS        dt     d8         ^  d8      °  * 

und  umgekehrt.     Man  erhält  nämlich 

u^ 4u+  (3  +  g  +  0  u»  ~  28tu^  --  ^8tu^ 

(1  +  8u)  (1  +  tu)  Ä  "■  2  (1  +  8u)  (1  +  tu)  -B»  ^•* 

und  folglich  durch  Integration  zwqhen  0  nnd  00: 

A 
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0  =    / -?i/^±i)  [4  +  (3  +  5  +  Q  e*  -  28tu^  —  38tu*]  du. 

0 

Sabtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  obigen  für  2^^*  ^^  kommt 


00 


2A,  =  i   J'J^+}1  (i  _  ,  _  t  _  «tu»)  du 


r  tt'  («  + 1) 
J        li'   ' 


0 


nnd  wenn  man  sie  mit  2  dividirt  und  von  der  Verbindung  2A^  +  3^4,  abzieht: 


CO 


2  Jo  +  3^,  =  -J  (3  -  5  ~  0  /'^'(u^+1)'  ^^ 


i2* 

0 

Man  sieht  hieraus,  dass  2^^  und  2Aq  -{-  3^|  positiv  sind. 

Man  kann  ferner  zeigen,  dass  V  mit  wachsendem  s  abnehme. 
Es  ist  nämlich,  da  auch  t  als  Function  von  s  anzusehen  ist: 

ds  ^  ds  ^  dt  '  ds^  \d8  dt        dt  dsl  '  dt  ' 
da 

ds  "^  dt  (/«"" 

Nnn  zeigt  sich,  dass  der  Zähler  dieses  Ausdruckes  fortwährend  positiv,  während 
der  Nenner  nach  dem  Vorstehenden  negativ  ist,  sodass  also  d  V  und  ds  entgegen- 
geeetztos  Zeichen  haben  müssen.   Man  erhält  nämlich  aus  der  obigen  Gleichung  4.: 


OD 


dV       ^  /*u(l  +  u^{l+tu)    .^        ... 
^^^tj  — ^>    J (l-i»u)(iu. 


ds  I  Ä* 

0 


0 

welche  Aosdrficke  mit  Hülfe  der  Bezeichnun|; 


0  0 

sich  unter  der  Form 

^^tB,  +  t{t^  \8)  B,,       |r=  sBo  +  «  (5  -  i«)  B, 

?F    5F 
darstellen.    Hiermit  und  mit  den  oben  entwbkelten  Werthen  von  tt-  *  ttt  erhält 

ds     dt 

man: 

dV dF      dV dF 

Vi  dt  "  |y  It  ==  ('  -  *)  t^«-^«  +(«  +  «  ^0-Bi  +  i^^A^i] 

=-(«-.«)  [^^0  +  i«MoB,  +  istB,  (24,  +  3^0  +  (8  +  t-i8t)Ä,B,], 

Dass  jB,  positiv  ist,  ersieht  man  unmittelbar,  däss  B^  es  ist,  ergibt  sich,  wenn 
man  von 

4jBo  =-   /  ^^^j^v^  (4  +  4u  — 2««M«  —  2««u=')  (2u 

0 

die  oben  benntite  Gleichung 
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u  (u  + 1) 


00 


abzieht,  wodurch  man 


[4  +  (3  +  «  +  t)  u  —  2  8tu^  —  38tu*]  du 


4.B,  =    r^'(^^+^)    (1  ^  a  -  e  +  Btu')  du 

0 

erhält,  einen  Ausdruck^  dessen  positive  Beschaffenheit  einleachtet.  Da  nun  also 
Bo,  Bi ,  ^,  2^0  +  3^1  und  «  +  «  —  ^««  =  «  (1  —  J 0  +  t  (1  —  J s)  positiv 
sind,  so  folgt,  dass  für  s  ]>  t,  d.  h.  «  >•  ^  und  also  t  <i\  die  Grösse 

dVdF_dV_dF 
ds   dt       dt   da 

positiv  ist  und  mithin  V  mit  wachsendem  8  abnimmt.    Da  ferner 

dt  ^  dt  "^  ds  dt  "*  \dt  ds       ds    dt)  '  ds   ""  Xds    dt       dt  ds)  '  dt 

ist,  so  ergibt  sich  weiter,  dass  V  mit  wachsendem  t  wächst. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  kann  auch  dahin  ausgesprochen  werden, 
dass  mit  wachsendem  V  die  Grösse  8  abnehme  und  t  wachse,  woraus 
folgt,  dass  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  co  nur  ein  ein- 
ziges dreiaxiges  Ellipsoid  als  Gleichgewichtsfigur  entsprechen  kann. 
Aus  den  Gleichungen  y* :(?*=»«,  y*:a*  =  i  ergibt  sich  hierzu  weiter,  dass 
mit  wachsender  Winkelgeschwindigkeit  die  grössere  Axe  2a  des 
Aequators  des  EUipsoids  abnimmt,  während  die  kleinere  2^  wächst. 

Aus  der  Gleichung  2.  folgt,  dass  wenn  «  =  0  ist,  t  =»  1  wird  und  umgekehrt 
dem  t  s»  0  der  Werth  8=1  entspricht.  Da  nun  von  beiden  Grössen  die  eine 
abnimmt,  wenn  die  andere  wächst,  lo  folgt,  dass,  während  8  von  0  bis  1  wächst, 
t  von  1  bis  zu  0  abnimmt.  Es  wird  daher  nur  einmal  innerhalb  dieser  Grenzen 
sich  ereignen ,  dass  8  und  t  einen  gemeinschaftlichen  Werth  s^^^t^^t  annehmen. 
Wächst  8  über  diesen  hinaus,  so  geht  t  unter  ihn  herab  und  umgekehrt,  sodass, 
wenn  s  =t  «^ ,  t  ==*  t^  ein  Paar  zusammengehörige  Werthe  sind ,  wo  «^  ><  r  und 
f 0  ^  T  ist,  bei  dem  weiteren  Wachten  von  8  und  Abnehmen  von  t  man  auch  zu 
dem  Paare  8  =^  t^^  t  '=  Sq  gelangt.  Dies  ergibt  sich  auch  schon  daraus,  dass  F 
eine  symmetrische  Function  von  8  ind  t  ist.  Die  beiden  Annahmen  8  =>  6'o,  t^^t^ 
und  8  =^  t^,  t  ^^  8q  führen  daher  zu  demselben  Ellipsoid  und  braucht  man  deshalb 
h\o8  die  Untersuchung  auf  die  Werihc  s  >>  t  zu  erstrecken. 

In  Bezug  auf  die  Geschwindiglseit  o  oder  die  Grösse  V  nahmen  wir  s'^  t 
an  und  folgerten,  dass  V  mit  waclsendeni  s  abnehme;  ebenso  ergibt  sich,  dass 
wenn  8  <C  t  ist,  V  mit  wachsendem  8  abnimmt  Nimmt  daher  8  von  1  bis  t  ab, 
so  wächst  Vj  nimmt  es  weiter  von  t  bis  0  ab ,  so  nimmt  V  wieder  ab.  Es  er- 
reicht mithin  V  sein  Maximum  V^,  wenn  9  »  t  &=  r.  Da  ferner  V  sich  nicht 
ändert,  wenn  8  und  t  vertauscht  werden,  so  gehören  zu  den  Werthsystemen  8  :=>  9^, 
t  =  f 0  und  »  =  *o  >  *  =*  *o  derselb«  Werth  von  F.  Jede  dieser  Annahmen  liefert 
aber  dasselbe  Ellipsoid.  Daher  eitspricht  einem  gegebenen  Werthe  F  -<  Fq  nur 
ein  einziges  Ellipsoid.  Da  nun  mit  i  »>  0 ,  s  =»  0  die  Grösse  F  verschwindet, 
so  folgt: 

Wenn  F  von  0  bis  zum  Jlaiimam  Fg  wächst,  so  wächst  auch  t  von 
0  bis  T  und  nimmt  8  von  1  Hi  %  ab  oder  es  nimmt  die  grössere  Ilalbaxe 


•I 
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des  Aeqnators  von  oo   bis  -7=  ab  nnd  wächst  die  kleinere  vony  bis  -■-' 

Zar  Berechnung  von  r  und  V^  dienen  die  Gleichungen: 

du  /*  du 


J  (1  4-  TuV  (1  4-  uP      J   I 


^     (1  +  zur  (1  +  u)i      •/    (1  +  u)*  (1  +  tu)  ' 


'■/, 


^       (1  +  «)*  (1  +  T«)»  ' 

die  man  aus  der  Formel  (1)  erhält,  indem  man  a  ==*  ß^  _  =3  u  und  -^  a.  t  setzt, 
sowie  aus  obiger  Gleichung  4.  für  s  «=»  *  =—  t.    Indem  man  weiter  —  =»  l  -|-  ^' 

T 

und  u  s» i —  setzt,  nehmen  diese  Gleichungen  die  Formen  an: 

x^ 

1  1 

/*    x*dx      _  /-  _i   irv«  /*     a?*da? 


0  0 

0 


+  X*a?")» 


oder  nach  Ausführung  der  Integrationen  die  Formen 

0  =  —  ;i  (3  +  13;i*)  +  (3  +  14X«  +  3X*)  ^rd^f  X, 

^0  =  4X5  {^  (3  +  ^•)  -  (3  -  n  (1  +  ^^  ArctgX). 

Man  erhält  hieraus,  da  X  =  0  nicht  in  Frage  kommen  kann : 

X  =  1,3946,         Fq  =  0,18711, 

^s-^  =  —  =  l/l+A»=i  1,7161 ,        T  =.  ^  —  0,3895. 
y*         y*         T  «* 

Dividirt  man  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mit  4^^^  und  addirt 
sie  zur  zweiten,  so  ergibt  sich 

welche  Gleichung    bereits  oben  auftrat  bei  Bestimmung  des  Rotationsellipsoids. 

Es  ist  daher  das  Ellipsoid,  welches  die  Gienze  aller  dreiaxigen  Gleichgewichts- 

ellipsoide  bildet,  in  der  Reihe  der  oben  untersuchten  Rotationsellipsoide  enthalten, 

entsprechend  dem  Werthe  X  =»  1,3946. 

Wir  erhalten,  indem  wir  alle  gewonnenen  Resultate  zusammenfassen,  den  Satz : 
Damit   ein    Ellipsoid   Gleichgewichtsfigur   einer   mit  constanter 

Winkelgeschwindigkeit  m  rotirenden  Flüssigkeit  sei,  ist  erforder- 

lieh,  dass    V  =» zwischen  den  Grenzen  0  und  0,2246  liege.    Allen 

Werthen  V  von  0  bis  F^  =  0,18711  eitsprechen  je  ein  dreiaxiges 
Ellipsoid  und  zwei  abgeplattete  Rotationsellipsoide;  für  Fs^Fg 
geht  das  dreiaxige  Ellipsoid  in  das  eine  der  beiden  Rotationsellip- 
soide über,  für  F>>  V^  existiren  zwei  Rotationsellipsoide,  welche 
fQr  F»  0,  2246  zusammenfallen.  Darüber  hinaus  gibt  es  keine  ellip- 
soidischen  Gleichgewichtsfiguren  mehr. 


\ 
\ 


018  T>as  Jiicobi'Hchf'  KllipsoM  als  (ih'iirhcrrwiihUfifrnr.     IV.Tli ,  (':i|..  IX.  ?  11. 

Der  t'uhenden  KliUsigkeit.suuisse,  also  T  ri=  ()  «'iitsprecheml,  lirlöit  <li»»  (JUm- 
chuiig  4.  die  WortliP  n  =^  1,  /  =•  0,  ([.  h.  y- :  />-  -=  1,  y'^ :  a-  -=  0,  jilao  a  ■-■=  x,  ß  --  y. 
Die  (fli'ichgcwiclitsfij^ur  ist  in  difsi'iii  Fall«*  ein  nin'ndlicli  laiif^i-v,  iiiirndlich  diiniuM* 
Itotatioiiscylindor.  l)i».'  heidon  Kotaliofjsfläi'hfii,  wplcho  (ileiclifyewiühtslijjfiirt'n  für 
r  ---  0  s>ind,  waren  dii'  Knj^cl  und  dii?  uncudliolif;  Sch<Mbo. 

Wenn  dio  (jeschwindipfknit  von  0  an  winlist,  ?o  rrchiMi  Kn«rel  und  SclieilM«  in 
KotattonscUipBoidt^  über,  indem  erjstere  sii-li  abidattei  und  die  Kxceutricität  der 
letzteren  abnimmt;  dor  Cylinder  aber  wird  ein  dn'iaxig(?s  Klliiisoid,  so  zwar,  da.-*s 
der  Kreisschoitt  eine  Kllipse  wird,  nm  d«Ten  kleinere  Axe  die  Masse  rotirt,  wüli- 
reud  die  grössere  Axo  zur  kleineren  Axn  des  Aequators  wird. 

Das  Problem  der  nieiehgewiehlsliguren  einer  rotiri'nden  Fliissigkeit.sniati!<e 
hat  einige  Berühmtheit  erlangt,  •■iniTsrits  wegen  der  y\nw<Midung  auf  die  Unt^'r- 
sucliungon  über  die  Cit»stalt  der  Erde,  antli'n'rseits  wegen  der  seheinbar  paradoxen 
Kxistenz  der  dreiaxigen  (Jleichgi'wiehtjitigur.  Die  (ileiehung  der  Dbertläclu-  der 
(jleichgewichtsfigureu  überhnu]it  gab  zuerst  Clairaut  {'I'hcorif  flr  In  fujurv  *ic  la 
terrc  2»tm<*  edit.  p.  101),  die  I»t)lnti(>nselUp.soide  fand  Mae  1  aurin  {Tratiisf.  an 
fluctious^  L.  1,  Cap.  XIV,  jj.  041'};  «las  dreiaxig«»  Ellipsoid  rührt  von  .laeobi  her 
(lieber  die  F'igur  des  (Ueichgewiehts  in  l'oggendorff's  Annalen  Dd.  XXXIll, 
8.229  [lH:i4]),  woselbst  si<'h  aueh  ver>rhiedirne  historisehe  Notizen  linden,  Jacobi 
wurde,  wi(?  er  einstmals  in  der  Vorlesung  (Vs  war  in  d«'r  Vorle>ung  über  allge- 
meine Theorie  der  (Jberiläehen  und  der  Curvi'U  doppelter  Krümmung,  Winter  1S4'.») 
erzählte,  durch  eiiu?  un\nrsiclitige  Aeusserung  von  Ponteeou  laut,  das«  nur 
Itotationsfläehen  CJlcichgewielitsformen  s«Mn  könnten,  zu  seiner  LTutersuehung  ver- 
anla.««st  (wie  er  sieh  ausdrüekte:  .,v«'nnöge  des  CJeistes  des  Widt'rspruehs,  dein  er 
.seine  meisten  Kntde«'kungen  verdanke**).  D«*r  Jaeobi'sche  Satz  wunle  (20.  dct. 
18:U)  der  Pariser  Aka«li:niie  torgelcgt  und  Liouville  gab  in  der  folgenden 
Sitzung  einen  I3eweis  desselben,  web'her  unter  dem  Titel :  Aata  sur  hi  fujan'  tVnne 
in(fSse  fluhlc  hni)inf/hii\  rn  ü/fiilifm'y  0  iloun:  iTim  moHrimritf  dt-  rafniitm  in  (.'ab. 
XXII I.  des  Journ.  di;  TiMole  polvt. ,  i».  'JSl^  sieh  findet.  Kr  ]iehand«'lte  dieselbe 
Frage  in  dem  Mcmoiir  mir  hs  /'n/nris  iVipuoiiliilts  a  Irnis  turrs  innjaiiXy  tjui  jttu- 
rcnt  vonrinh'  f)  VvquilUnt  tl'uHC  iHtisst  UnHulf  /itiuioth'H(\  ttuw-f  d'ini  inoufrunHt  tln 
i'0/f»//oM.  [  Adilition  ;l  la  ('onnai.'^.'ia.ni.'  d«;s  Tenip>  j»our  iJ^Hi  oder  Journal  »le 
mathem.  T.  XVI,  p.  241  '^h^')!)!.  [»ese  Arbeit  ist  im  (Jrunde  eine  Ikarbeituug 
der  llauptabhandlung,  welehe  über  d.e.^en  (iegen.-tund  existirt.  von  C  O.  Meyer, 
dr  tirqifilihn'i  fonnis  cUipsnidkh  |Crelles  .lourn.  Pul.  XXIV,  S.  44  0^42)J,  worin 
zuerst  der  Znsammenhang  «ler  säninr liehen  elIip.soidisi.hen  (ilei«*hgewiohtsfornien 
dargelegt  wurde.  Mine  andere  IVüheie  .ArlM'it  i.-«t  von  Ivory,  (hi  Ihe  ctjudUnium 
of  n  maifS  of  huhKujitifnus  fluid  lU  hhirftf  (  rhilitsnph.  'J'nnismit.  /'.  fh.  ;»/.  1831, 
P.  II,  p.  4'.»1  \  Keber  die.M?  und  -Irei  auderi»  Arbeit^/n  lYor\-*s  vgl.  Tod- 
h unter,  (hi  diu<ihi\  Tlnnran  nspitlliHj  Ihr  nhdirr  ninilihrium  nf  ii  vfrolving 
fllipsoid  nj  jluid^  (md  nti  Imriß'.s  d{sti..-^laH  (tf  fhr  flmtmn.  ^Proeed.  of  the  \\.  So- 
ciety of  Londf)n,  Vol.  XIX  '  IS70  71',  pp.  12  ^ii),  sowie  über  einen  Irrthuni 
Ihihlanders:  Tod  bunter  u\<ih  tm  ati  trroniDin  t.rtni^ifni  o/  Jarohrn  Tht'Oi'vm. 
'Ibid.  V(d.  XXI  [1S72  7:.Jj,  jip.  Mi»  121).  Für  dio  uumeriseln?  Dereehnung  «ler  Ellip- 
soide  ist  von  iJedi-ntung:  Ko.>t.ka,  v  eln-r  «li«*  Auffindung  di-r  ellipsoidi.sehen  Gleich- 
gewiclitsfiguren  einer  hrunogenen,  rm  « iuf  fi-sle  Ax«.*  rotirenden  Flü<^igkeitsma.'<«l?, 
wenn  die  Diehtigk«?it  und  Pmlaufszvit  bekannt  ^in«l.  (^Monatsber.  der  IJerl.  Acad.  tSTÜ, 

J^.  tu;  u.tfg.i  r     ,      ,  •,         p        , 

Knd«.'  tJes  zwi'it«'n  nande.-. 


